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Especificacion de programas

« Vielnput. y(i)> FoeOutput. ¢(i,0)
donde Input y Output son tipos de datos, v es una
proposicion que expresa cierta condicion que debe cumplir
el valor de entrada y ¢ es la proposicion que expresa la

relacion que debe cumplirse entre el valor de entrada y el
valor de salida

En general:
¢ Vijelnput,... Vi ,elnput,. y(i, i,) > FJoeOutput.
(P(|1!"-!|mo)

Ejemplo:
Para todos a,b € N tq. b0 existenqy r tq. a=b.q+r y r<b.
(Va,b e N) b0 - 3 (q,r)e NxN. a=b.q+r A r<b
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Especificaciones en Coq

En Coq:
forall (i;:Input,)... (i ,:Input,), v(i; i,) = {o:Output | ¢(i,...,i,,0) }

Ejemplos:
— forall (a b:nat), b0 — {gr: N*N | match qr with
(q,r) => a=b.q+r A r<b
end }

— ¢ Especificacion de la funcion que ordena una lista?

forall l:list, { I': list | (sorted I’) A (perm 11’) }
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Extraccion de programas

Si la prueba del existencial
Vielnput. y(i) > {o€Output | ¢(i,0) }
es constructiva, el programa que calcula el resultado a partir

de la entrada se encuentra necesariamente embebido en la
prueba.

* Que diferencia el programa de la prueba?

— La prueba es el programa mas la informacion logica
necesaria para demostrar la especificacion

— Para obtener el programa hay que extraer de la prueba la
informacion computacional y olvidar la informacion logica
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Extraccion de programas

Informacion computacional : objetos que viven en Set

Informacion Iégica : objetos que viven en Prop

Mecanismo de extraccion :

« Recorre el termino de prueba recuperando los datos que
viven en Set, olvidando los que viven en Prop y manteniendo
la estructura.

« QOriginalmente se extrae hacia Fw, un lenguaje de
programacion no dependiente.

« Las dependencias en los objetos computacionales se olvidan.
[Paulin-Mohring 89]
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Extraccion de programas

Dada una prueba
p : Vielnput. y(i)> { oeOutput | ¢(i,0) }
el contenido computacional de p sera una funcién

fo: Input — Output

Para ello debera ocurrir que :
Input : Set
Output : Set

w(i), o(i,0) : Prop

Observar que los sorts de los tipos que intervienen en la especificacion
indican al procedimiento de extraccion qué recorrer y qué olvidar
durante la recorrida
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Existenciales en Coq

con contenido computacional

Inductive sig (A:Set)(P:A— Prop) : Set {x:A|Px}
= exist : forall x:A, P x — sig AP.

Inductive sig2 (A:Set)(P Q:A— Prop) : Set {x:A|(Px) &(QX) }
;= exist2 : forall x:A, Px > Qx > sig2 AP Q.

Inductive sigS (A:Set)(P:A— Set) : Set {x:A&(Px)}
;= existS : forall x:A, P x —> sigS AP.

Inductive sigS2 (A:Set)(P Q:A—> Set):Set {X:A&(Px) & (QXx) }
;= existS2: forall x:A,Px > Qx —> sigS2 AP Q.
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Existenciales en Coq

sin contenido computacional

Inductive ex (A:Set)( P:A— Prop) : Prop exist x: A, Px
= ex_intro : forall x:A, P x > ex AP.

Inductive ex2 (A:Set)(P Q:A— Prop) : Prop  eXist2 x : A, (P x) & (Q x)
= ex2_intro : forall XA, Px > Qx —> ex2AP.
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Sumas en Coq

Inductive sumbool (A B: Prop ) : Set {A}+{B}
= left : A — (sumbool AB)
| right: B — (sumbool AB)

Inductive sumor (A:Set)(B: Prop) : Set A + {B}
= left : A — (sumor AB)
| right: B — (sumor A B)

Inductive or (A B: Prop) : Prop A v B

= or_introl: A — (or AB)
| or_intror: B — (or AB)
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Mecanismo de extraccion en Coqg

« Extraccion del programa
Extraction id
Recursive Extraction id, ... Id,
Extraction “file”
Extraction Library ...

« Extraccion a un lenguaje de programacion (Ocaml, Haskell, Scheme,
Toplevel):
Extraction Language language

Extract Constant id;,; = idj,,
Extract Inductive type;,, = typeeng [CT ... CNieng ]

Ver capitulo 18 del manual de Cog
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Mecanismo de extraccion (sintesis)

* Metodologia para obtener programas correctos:
— especificar en Coq el programa como un lema
— extraer el programa de la prueba del lema

* Desventaja de esta metodologia:

— la estructura del programa esta oculta en el término de
prueba hasta el final del proceso

— dificultad de lectura del programa final
— dificultad para optimizar el programa

Quisieramos verificar programas mas que sintetizarlos
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Verificacion de programas

Es el proceso inverso al de extraccion

P: Spec v : Spec
| fp
Spec

Programa

Programa

N v Spec

P:Spec
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Verificacion de programas

 Dado el programa vy la especificacion hay que
probar que el programa cumple con la
especificacion:
— justificar la terminacion del programa
— probar los objetivos ligados con la especificacion

particular.

* La sintesis de esta informacion no es automatica (a

excepcion de casos sencillos).

» Para simplificar el proceso de verificacion los
programas pueden tener anotaciones logicas, que
son directivas que guian la sintesis.
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Ejemplo: Division

Seanay b € N, b=0.

Calculamos a div b y a mod b simultaneamente
haciendo recursion en a:

» 0divmod b =(0,0)
* (n+1) divmod b = let (q,r) = n divmod b
in ifr<b-1
then (qg,r+1)
else (g+1,0)
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Division: especificacion

« Especificacion: Para todos a,b € N tg. b=0 existen
qyr tq. a=b.q+r y r<b.

 Prueba de que el programa es correcto: por
induccion en a:

* Odivmod b=<0,0> % 0=b0+0y0<b

* (n+1) divmod b =

let (q,r) := n divmod b supongamos n=b.q+r y r<b.

in ifr<b-1 ® luego, sir<b-1
then (q,r+1) entonces n+1 = b.q+(r+1) y r+1<b
else (q+1,0) sino n+1 =b.(q+1)+0y 0<b
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Algunas Tacticas

- refine term: esta tactica permite proveer una prueba
“casi” exacta de un goal (término con “holes”,
denotados )

- functional induction id term, ... term,: ésta es una

tactica (aun experimental) que permite razonar por
casos o por induccion siguiendo la definicion de una
funcion recursiva estructural
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Pruebas de Terminacion

* Si el programa no es recursivo el programa termina
de forma trivial.

» Si el programa es recursivo hay que justificar:

— que los llamados recursivos decrecen segun
cierto orden R

— que la relacion R es bien fundada (o sea que no
existen cadenas descendentes infinitas).

* En general, el programa debe tener como anotacion
la relacion R con la cual hay que comparar los
llamados recursivos
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Accesibilidad

Definicidn recursiva de funciones en Set sobre
argumento principal de tipo Prop.

El argumento principal es solamente usado para
asegurar la terminacion del algoritmo.

Induccion bien fundada basada en definicidon
iInductiva de accesibilidad:

Inductive Acc (A:Set) (R:A —-A - Prop ):A — Prop :=
Acc_intro : forall x:A, (forall y:A, Ry x — Acc Ry) > Acc R x

Intuicion: elementos accesibles de una relacion son
aquellos que no pertenecen a una R-cadena infinita

decreciente
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Accesibilidad y Relaciones bien fundadas

Acc _inv: forall (A: Set) (R:A—> A— Prop) (x:A),
AccRx —>forally:A,Ryx —>AccRYy

La prueba Acc invAR xHyHRxy €s estructuralmente
menor que H, por lo tanto puede ser usada como un
argumento en una invocacion recursiva de una

funcion cuyo argumento principal es H

Variable P: A — Set.
Variable F: forall x:a, (forall y:A, Rxy > Py) > P x.

Fixpoint Fix_F (x:A) (H:AccR x): P x :=
F (fun (y:A)(HRxy: Ry x) => Fix_F (Acc_inv H HRxy)).
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Accesibilidad y Relaciones bien fundadas (2)

Definition well _founded : (A: Set) (R: A —> A — Prop) : Prop :=
foralla: A,Acc R a

« Siuna relacion es bien fundada, la misma puede ser
usada para definir funciones recursivas: pueden ser
definidas de tal forma que la relacion es usada para
controlar cuales son invocaciones (recursivas)
correctas.

Definition well _founded_induction (A:Set) (R:A —- A — Prop )
(Hwf: well founded R) (P: A — Set)
(F: forall x:A, (forally:A,Ryx > Py) > Px)(xA):Px =
Fix_F F (Hwf x).
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Pruebas de buena fundacion

Ciertos ordenes pueden obtenerse a través de
operadores de composicion de relaciones que
garantizan que si las relaciones iniciales son bien
fundadas, el resultado de la composicion también lo
es [Paulson86].

Ejemplo tipico de orden bien fundado: < < NxN
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Operadores de buena fundacion

Subrelacion :
SiRc AxAesbienfundaday R'cR
entonces R es bien fundada

Imagen Inversa:
Sean
- f:A—>B
— R < BxB bien fundada
Definimos
- R*c AxA como XR*y ssi f(x) Rf(y)
entonces R* es bien fundada
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Operadores de buena fundacion

Clausura transitiva

Si R < AxA es bien fundada, entonces R* — AXA tal que
X R*y ssi (XRy v 3JzeA tg. xRz A zR*y)
es bien fundada

Suma disjunta
Si R, c AxA es bienfundada y Rg c BxB es bien fundada

entonces Rp,g < (A+B) x (A+B) tal que a Rp,gb ssi
(a,be Ay aRpb v abe By aRgb)

es bien fundada
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Operadores de buena fundacion

Producto Lexicografico

Si R, c AxA es bienfundada y Rg c BxB es bien fundada
entonces Ry .8 = (AXB) x (AxB) tal que (a,b) Raiexg (2',0)
ssi (aRpa’' v a=a’' A bRgb')
es bien fundada

Nota:
el producto lexicografico se generaliza para el caso en el

que B es una familia de tipos indexada por A (o sea B: A—>Set).
En ese caso el orden Rp g € Z,.4 B(X) X Z,.4 B(X)
Este producto general es el que esta definido en Coq,.
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Operadores de buena fundacion en Coq

* En las bibliotecas se encuentran:

— Ordenes de base bien fundados
« por ejemplo It en nat esta en theories\ARITH\Wf nat

— Operadores para construir érdenes bien fundados

* theories\WELLFOUNDED (con la prueba respectiva de
gue construyen ordenes bien fundados)
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