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Métodos Numéricos

EXAMEN 16 DE DICIEMBRE DE 2023.

N° de examen Apellido y Nombre Cédula

El examen dura 3 horas. No se puede utilizar material.

Fjercicio 1. [30 puntos] Se quiere interpolar la funcién f(z) = log(1 + z) en el intervalo
[0, 1] usando n + 1 nodos equiespaciados en dicho intervalo,

Ty = —, i:O,...,n.

i
n
Explicar en qué consisten las siguientes opciones y escribir explicitamente las interpolantes
resultantes para n = 2.

a) Interpolacién polinomial con un unico polinomio de grado lo més bajo posible.
b) Interpolacién polinomial lineal a trozos.

c¢) Interpolacién de Hermite ciibica a trozos.

[Puede ser 1til tener en cuenta la siguiente férmula para interpolantes cibicas: si x € [z;, T;11],

3h;s2 — 253 hf’ — 3h;s? +2s° s2(s — h; s(s — h;)?
p(r) = <h‘3> Yi+1 + ( 53 ) Yi + ( 02 )di+1 + (7)6%

i %

donde h; :=xj41 — i,y S =2 — ;. |

Fjercicio 2. [25 puntos| En este ejercicio, vamos a considerar las matrices

/2 12 172 1/2 30 30

o |V2 12 —1/2 1)2 V= V3/2 —1/2 y_ |01 s_ |00
12 172 —1/2 —1/2|° T 12 VB/2]0 T j0 0] T {00
/2 —1/2 1/2 —1/2 0 0 00

yelvectory:[l 1 2 2]t.

a) Sea A € Myx2(R) una matriz que tiene una factorizacién en valores singulares A =
UX V. Usar esta factorizacién para hallar la solucién al problema de minimos cuadrados
lineal Ax = y de forma eficiente y estable. Determinar la norma euclidea del residuo
optimo.

b) Sea A € Myy2(R) una matriz con una factorizacién en valores singulares A = USV?.
Hallar el rango de A. Si se quiere resolver un problema de minimos cuadrados lineal
Ax =y, lse pierde la existencia o la unicidad de soluciones? Justificar.

c) Encontrar todas las soluciones al problema de minimos cuadrados lineal Ax = y. De-
terminar cudl es la solucion con la menor norma euclidea.



Fjercicio 3. [20 puntos| Sean
+=]3 ]
v b € R?. Para resolver el sistema Ax = b, consideramos el método iterativo
xFH = xF ¢ a(b — AxF).

a) La iteracién es convergente si y s6lo si « estd en un cierto intervalo. (Cudl es ese
intervalo?

b) Hallar el valor de « para el que se espera que la iteracién converja en la menor cantidad
de pasos.

[Puede ser util tener en cuenta que un nimero A € R es valor propio de A siy sélo si 1 — \ es valor
propio de I — A, y que XA € R es valor propio de A si y sélo si a\ es valor propio de a4 (a # 0).]

FEjercicio 4. [25 puntos] Sea f: [tp,00) x R — R tan regular como sea necesario. Para
resolver el problema de valores iniciales

{ y'(t) = fty(t),
y(to) = yo,
fijamos un valor 0 € [0,1] y consideramos el método con paso h > 0 constante

Ykt = Yk + B[O (s yr) + (1 = 0) f (b1, Yrtr)] -
En todos los pasos se utiliza el mismo valor de 8 para computar la solucién numérica.
a) (Para cudl o cudles valores de 6 el método es implicito?

b) ¢Para cudl o cudles valores de 6 el método es incondicionalmente absolutamente estable?

c¢) Discutir el orden del método segiin el valor de 6.

[Puede ser util identificar métodos conocidos para ciertos valores de 6, como 8 = 0, § = 1/2, o
0=1.]



