Introduccion a las Ecuaciones Diferenciales
Solucién segundo parcial

18 de noviembre de 2023.

Ejercicio 1.

Como para x € (7,m) se cumple que —1 < cos(z) < 0y 0 < sen(x) < 1 entonces f,(z) =
(cos(x))™ y gn(x) = (sen(zx))™ convergen puntualmente a la funcién nula.
Ademaés se cumple que

sup |(cos(z))"| = sup |(sen(z))"| = 1.

ze(5,m) ze(5,m)

Por lo tanto no hay convergencia uniforme para ninguna de las sucesiones. La opcién correcta

es (D).

Ejercicio 2.
Consideramos F' : R — R con F(z + 27) = F(x), F par y tal que F(z) = —x + m para todo
x € [0, 7] (es decir, F' es la extensién par y 2m-periédica de f). Por lo tanto:
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an(F) = 7T/0 (—z + 7) cos(nx)dx = 7T/0 —x cos(nz)dx + 77/0 7 cos(nx)dx =
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bn(F') = 0, por ser F' par. Luego por el teorema de Dini, tenemos que
ap <X
?0 + Z(an(F)) cos(nx) = —x + m para todo x € [0, 7].
n=1
Es claro que ag, = 0. La opcién correcta es (C).

Ejercicio 3.
Ver notas tedricas del curso.

Ejercicio 4.

zy? =0
1. Hay que resolver el sistema { —y22 =0 , cuya solucién es
3
—2°=0

{(£,0,0) : x € R}U{(0,y,0): y € R}.

2. Sea (z0,%0,0) un punto de equilibrio. Supongamos que es asintéticamente estable. En-
tonces tiene que existir 0 > 0 tal que si ¢ es un solucién con ||p(0)—(xg, yo, 0)|| < J entonces
limy 400 ||(t) — (20, Y0, 0)|| = 0. Como el punto de equilibrio (zg, yo,0) es acumulado por
otros puntos de equilibrio, es posible encontrar otro punto de equilibrio (z1,y1,0) con
(z1,91,0) # (w0, %0,0) tal que [|(x1,41,0) = (z0,%0,0)|| < 6. Luego ¢(t) = (21,41,0) es
solucién con ||¢(0) — (x0,%0,0)|| < 0 y limy—y4 o0 [|0(t) — (20,90, 0)|| # 0. Lo que implica
una contradiccion.



3. Consideramos la funcién V(z,y,2) = 22 + y? + z2. Por lo tanto:

V(x,y, 2) = 2xi + 2uy + 225 = 2x(xy?) + 2y(—ya?) + 22(—2%) = —22*

Aplicando Liapunov 1 y la parte 2), tenemos que el origen es estable pero no asintéticamente
estable.

4. Usando Hartman, si consideramos f(z,y, z) = (zy?, —yx?, —z3) se tiene que
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Y 2zy 0O y> 0 0
Jp(w,y,2) = | —2xy —z? 0 por lo tanto Jf(0,y,0) = 0 0O
0 0 —322 0 0 0

Como ese jacobiano tiene valor propio y? > 0, concluimos que cualquier punto critico de
la forma (0,y,0) es inestable.

5. Consideramos la funcién V(z,y, z) = (x — 1)% + y? + 2z2. Por lo tanto:

V(z,y,2) = 2(x — 1) + 2y + 222 = 2(x — 1) (2y?) + 2y(—ya?) + 22(—2%) = —229% — 224

Si x > 1/2 se tiene que —22y? < 0. Sea U = {(x,9,2) : * > 1/2}. Por lo tanto

V(z,y,z) < 0 para todo (z,y,z) € U. Nuevamente, aplicando Liapunov 1 y la parte 2),
tenemos que el (1,0,0) es estable poer no asintéticamente estable.

Observacién: La funcién H : R® — R tal que H(z,y,2) = 2> + y? es una preintegral.
Estudiando las superficies de nivel de H se pueden resolver todas las partes de este problema.

Ejercicio 5.
1. Busquemos soluciones de la forma:
u(t,z) =T(t) X (z). (1)

(@) up = ugy = T'H)X(2) = TH)X"(z) = % = );/((;)) En esta tultima igualdad
tenemos una funcién que depende del tiempo igualado a una funcién que depende de

la posicién. De modo que:

d T/ d X// Tl T/ X//

T T () = A (cte).

Por lo tanto, podemos obtener el siguiente problema de dos ecuaciones diferenciales
ordinarias en vez de una ecuacién en derivadas parciales.

X"=AX =0
T — \T =0.
(b) Como 0 = u(t,0) =T(t)X(0) =0=T(t) =00 X(0) =0. Si T(¢t) fuese la funcién
nula tendriamos que u(t,z) = 0 la cual no verifica la condicién inicial u(0,z) =
+oo sen(

a1 Tfm)- Por lo tanto la opcién que nos sirve es X (0) = 0.

(¢) 0 =u(t,m) = T(t)X(m) = 0 = X(m) = 0. Descartamos la opcién T'(t) = 0 por la
misma razoén que en el caso anterior.

En resumen:

X"(z) = XX (z) =0
X(0)=0
X(m)=0

Para la X” — AX = 0, discutiremos segtin los posibles valores de .



e Caso (a): A > 0.
Si A > 0 existe un a € R tal que pu = o?.

A=a?= X(z) = Ae™® + Be 7.

Imponiendo las condiciones X (0) =0y X (7) = 0 se obtiene:

{X(O):A+B:0 —a=00A=B=0

X(m) = Ae*™ + Be™ o™

La primera condicién no es véalida ya que supusimos A = a? > 0. La segunda tampoco
es vélida ya que obtendriamos X (z) = 0 lo que resultaria nuevamente en la funcién
u(t,z) = 0. Por ende, A no podra ser mayor a cero.

e Caso (b): A=0.
A = 0 implica que X” = 0, integrando dos veces, obtenemos que
X(z)=Az+ B
Nuevamente, imponiendo las condiciones X (0) =0 y X (7) = 0 se obtiene:

{X(O)—B—O S A—B—0

X(r)=Anr+ B

Nuevamente se obtendria la solucién trivial la cual no es valida. Por lo tanto, A
tampoco podra ser cero.

e Caso(c): A < 0.

Si A es negativo, existe algin a € R tal que A = —a?.

A= —a?® = X(x) = Acos(az) + Bsen(azx)
Imponiendo las condiciones X (0) =0 y X(7) = 0 se obtiene:
X0)=A=0
X(m) = Bsen(ar) =0 = B =00 sen(ar) =0

Si consideramos la primera opcién, obtenemos la solucidn trivial. Si se verificara la segunda
opcion:
sen(ar) =0=ar=nr=a=mn, n € Z.
= X(z) = By, sen(nz).
Volviendo a la ecuacién T" — AT = 0 tenemos que T'(t) = Cre ™"

Nuestra solucién al problema seria de la forma:

up(t,x) = X(2)T(t) = Ay, sen(nm)e‘"%, donde A,, = B,,C,.

un(t,z) = A, sen(nz)e " (2)
Falta imponer la condicién u(0,z) = j{i‘j Ser;f—?x)
Como
= sen(nx)
u(0,z) = A, sen(nz) = 221 Y

no es posible hallar A, que verifique la condiciéon anterior, buscamos un candidato a
solucién de la forma



+oo +o0 ,
x) = Zun(t,a}) = ZA” sen(nx)e ™",
n=1 n=1
Entonces

Jr
1
Z Ay, sen(nx) Z sen(nz) , tomamos A, = —-

ot n4
n=1

Luego, un candidato a solucién es

n2t

+oo —
n =y e

n=1

. Vamos a utilizar los siguientes resultados:

Proposicién 0.1 (Derivada respecto de t)
Sea Sy (t,x) => p_q Ur(t,x). Si:

+oo
e S,(t,x) converge uniformemente a Z Uk(t,x).
k=1
—+oo d
o S, (t,x) Z o Uk(t,z) converge uniformemente a Z o Uk(t, x).

Entonces:

Observacién: Basta con pedir que S, (tg, o) converja en algin punto (tg,z¢). No es
necesario pedir que Sy, (¢, x) converja uniformemente.

Proposicién 0.2 Sea {uy,} una sucesion de funciones u, : X — R que verifica:

o |uy(t,z)| < M, para todo n € N y para todo (t,z) € X,

e la serie Y M, es convergente

Entonces existe u: X — R tal que > u, converge uniformemente a u.

2
sen(nx)e "'t

I . Entonces
n

Sea uy(t,r) =

sen(nz)e "t
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1

|Un(t,$)| = § 4

n n

Luego, por la proposicién 0.2 , se tiene que Y  u,, converge uniformemente.

- (—77,2) sen(nx)e*"%

Sea %un(t, x) = Pt - Entonces
0 9 sen(nz)e "t 1
’atun(tw’ﬂ) = ‘(—” )| = n2
Luego, aplicando la proposicién 0.1, se cumple que #; E+ Nun(t,x) = ;”Xi gt un(t, ).



