Introduccién a las Ecuaciones Diferenciales
Solucién primer parcial

16 de setiembre de 2023.

[Ejercicio 1]. Los valores propios de la matriz A son 1/2 4 i1/15/2. Por lo tanto las
trayectorias se alejan del origen en el futuro. El vector tangente a la soluciéon que en t = 0
pasa por el punto (1,0) es el vector (2,3). Por lo tanto la solucién es B).

[Ejercicio 2]|. Recordamos que si A es valor propio de una matriz A y v es vector propio
asociado a A ( A(v) = \v), entonces ¢(t) = eMv es solucién de la ecuacién X = AX. Los
valores propios de la matriz son \; = 1 doble y Ay = —1 simple. El vector propio asociado
a X = —1es (0,90, y0). Por lo tanto p(t) = e (0, yo, yo) es solucién y tiende al origen en
el futuro. La opcién correcta es C).

[Ejercicio 3]. Recordar que en este ejercicio llamaremos H(t) al escaléon de Heaviside,

definido como:
1 sit>0

H(t):{o Sit<0

1. Usando la definicién de transformada de Laplace, tenemos que:
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2. Si llamamos h(t) = f(t — a)H(t — a), observar que

h(t):{ f(t—a) sit>a

0 sit<a

Por lo tanto, la transformada de Laplace de h es:
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Observar que usamos que a > 0 para la segunda integral. Haciendo el cambio de
variable u =t — a, tenemos que du = dt y entonces:
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3. Usando la definicién de transformada, tenemos que:
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Otra forma de hallar la transformada de g es escribir
git)=tH@) -2t —1)H({t—1)+ (t —2)H(t — 2)
y usar la parte anterior.

4. Si llamamos G(s) a la transformada de g(t) y X(s) a la de z(¢), transformando la
ecuacion y usando las condiciones iniciales tenemos que:
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término es H (t)(t — sin(t)). Entonces, usando la propiedad de la parte 2 tenemos

que:

Observando que , vemos que la antitransformada de ese

2(t) = H(#)(t —sin(t)) — 2H(t — 1)(t — 1 —sin(t — 1)) + H(t — 2)(t — 2 — sin(t — 2)).

[Ejercicio 4].
Consideremos la ecuacién z’ = 2t cos(z — t2).

Parte 1). La ecuacién es 2/ = 2t cos(x — t?) = f(¢,x). Como la funcién f: R xR — R
es de clase C'! en todo R?, estd en las hip6tesis del Teorema de Picard. Por lo tanto, existe
una unica solucién maximal con z(ty) = xo.

Parte 2). Buscamos soluciones de la forma z(t) = a + t?, con a € R. Entonces debe
cumplirse que @(t) = 2t = 2t cos(a + t* — t?). Simplificando queda que 1 = cos(a). Por lo
tanto a = 2k7 con k € Z. Luego las soluciones son de la forma z(t) = 2kw+t* con k € Z.

Parte 3). Primero observemos que cada parébola de la forma x = a + t* separa al
plano en dos regiones: {(t,z) : = > a + t*} (la parte de arriba de la pardbola) y
{(t,) : x < a+t*} (la parte de abajo de la parabola ).
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Sea (I,¢) una solucién maximal con ¢(ty) = zg. Para cada (tg,z9) € R? existen
ko, k1 € Z tal que (tg, ) queda por arriba de la parabola zy,(t) = 2kom + % y por debajo
de la pardbola zy, (t) = 2k;7 + ¢* (mirar figura 1 (a)). Vamos a probar que el intervalo
maximal I no estd acotado superiormente. Supongamos que I = (a,b) con b € R. Sea K
el compacto de la figura 1 (b). Por el Teorema de salida de compactos, sabemos que tiene
que existir t; € I, t; > to, tal que (t1,(t1)) ¢ K. El grafico de ¢ no se puede ”"salir” por
los lados superior e inferior de K porque cortarian a las soluciones zy, y xj,. Por lo tanto
se sale por el lado derecho, contradiciendo que I es el intervalo maximal. Andlogamente
se prueba que el intervalo maximal es no acotado inferiormente.
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