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1. Introduccion.

En las aulas anteriores comenzamos el estudio de varios elementos finitos que haran
parte de la biblioteca de elementos que estamos construyendo en este curso, 0 sea ya tenemos
definidos los elementos del tipo barra (Truss) y viga (Beam), para formular y construir estos
elementos utilizamos algunos de los conceptos del estudio de la resistencia de materiales. Estos
elementos mas simples (resortes, barras y vigas) abordados anteriormente permiten la
aplicacion del método directo para la determinacion de la matriz de rigidez, permitiendo
establecer relaciones directas entre fuerzas nodales aplicadas en el elemento y sus
correspondientes desplazamientos nodales. Recordando ahora el concepto fundamental del
MEF para resolver ecuaciones diferenciales y transformar un problema continuo en un
conjunto de ecuaciones discretas, dividiendo el dominio original en subdominios (elementos

finitos) en las que las ecuaciones de gobierno se mantienen y son trasladadas a cada subregion,



a los nodos de la discretizacion, pasando de ser un problema continuo a ser un problema

discreto y nodal.

Para poder realizar este proceso se utilizan algunos conceptos matematicos y fisicos que en
conjunto permitiran establecer un procedimiento general para determinar la funcion

aproximada a la funcion solucion del problema.

Dado que el empleo de funciones de aproximacion a la funcidon incdgnitas es clave para la

formulacion del MEF, en esta clase se estudian en detalles.

2. Definicion de las Funciones de Forma.

Empleando las funciones de aproximacion como una condicion necesaria dentro del problema
discreto y nodal fig 5.1, podemos sefialar que la solucién numérica de una ecuacion diferencial
en un dominio continuo se aproxima mejor a la solucion analitica cuando me mejor se aproxime
la funcion de aproximacion seleccionada a la funcion solucion del problema. Estas funciones

de aproximacion son conocidas como funciones de “forma”.

Las funciones de forma se utilizan tanto para la discretizar el espacio (dominio), como para la

aproximacion de la funcion incognita dentro del subdominio (elemento finito) fig 5.2.
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Figura 5.1 Proceso de discretizacion pasando de ser un problema continuo a ser un problema discreto

y nodal.
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Figura 5.2 Aproximacién de la geometria mediante una discretizacién de elementos.
Aproximacion de una funcion

En las aplicaciones de ingenieria, somos colocados delante de situaciones donde la informacion
se ha recogido mediante n pares de observaciones de las variables x y y para un conjunto de
valores discretos de la variable x, pero ademas surge el interés de calcular a valor de la funcion
f(x) para cualquier valor arbitrario de x, y nos conduce a buscar un procedimiento que permita
obtener funciones de aproximacion para los datos discretos, llamado de interpolacion. Esta
relacion establecida para la correspondencia entre a variable y el valor de grandeza constituye

un modelo matemdtico para la situacion fisica en estudio.

Las funciones de forma desempefian un papel esencial en el MEF ya que permiten en gran
medida la exactitud con que se adaptan a las configuraciones del dominio antes y después para
las previsiones de los valores de grandeza fisica en todo el intervalo en estudio (aproximar los
valores de la funcion en todo el subdominio una vez conocidos los valores nodales). Las
funciones de forma establecen las relaciones entre las coordenadas en los puntos interiores del
elemento x,y,z y las coordenadas de los nodos del elemento X, Y,Z (trasladar el comportamiento

a lo largo del elemento a los nodos) .

Para aproximar una funcién se pueden utilizar varios tipos de funciones tales como

trigonométricas y polinomicas son una de las mas usadas.

En el MEF son empleadas para las funciones de forma los polinomios de Lagrange.



f=f(x) aproximacion u=u(x)

f1=f(xa) f2=f(X2) f1=f(xa) f2=f(x2)

X1 | I X2 X X1 X2

Figura 5.3 Aproximacion de una funcién por un polinomio lineal.

Supongamos una funciéon genérica f=f(x), tal como se muestra en la fig 5.3. Esta puede
aproximarse en el intervalo (x1, x2) mediante una funcion de interpolacion lineal que define la

recta que pasa por los puntos 1 y 2, cuya expresion puede definirse como:

fOO = u(@) = 2 A = MO+ N0, G-

Donde f; , f, son valores conocidos de la funcion f(x) en los puntos x; y x, respectivamente,

N; y N, son las denominadas funciones de forma.

La funcion linear u(x) entre los puntos x; y X, es asumida como:

u=a-+bx (52)

Sustituyendo las condiciones de frontera u(x;) = f; y u(x,) = f, obtenemos dos ecuaciones

que pueden ser resueltas para a y b.

fi=a+ bx, (5.3)

f> =a+ bx, (54)

Resolviendo Ec (5.3) — (5.4)



b=f1_f2 ; a:f1x2—f2x1 (5.5)

X1 — Xy x, —x1
Sustituyendo en la Ec. (5.2)
Xy — fox —
() _hxemfha LR (5.6)
x, —x1 X1 — Xy
Reagrupando Ec. (5.6)
Xy — X X —x;
u@ == fi +——f 67

Las funciones de forma estan vinculadas a cada nodo del elemento y deben cumplir varias
condiciones (ver bibliografia G.R.Liu ):

Propiedad 1: Ser linealmente independientes (esta propiedad es la base para las funciones
tengan la funcion delta asociada);

Propiedad 2: El valor de la funcion de forma asociado a un nodo i es uno en ese nodo y cero
en los demas. (funcion delta)

. (1 i=j, j=12,...,n4 5.8
Ni(xj)—5if_{0 i#j, j=12,...,n4 oy

Donde &;; es la funcion delta de Kronecker.

Propiedad 3: La suma de las funciones de forma para un elemento es igual a 1 en todo el

dominio (Particion de la propiedad de la unidad)

YN =1 (59
i=1



Como se muestra en la fig 5.4, alternativamente pueden se construir secuencias de funciones
en la que la interpolacion en cada orden es expresada a partir de la interpolacion del orden
anterior, son conocidas como funciones jerarquicas, su mayor ventaja es facilitar el
refinamiento de malla de elementos por el aumento del orden de interpolacion de cada
elemento, asi como facilitar el desarrollo de elementos con diferentes ordenes de interpolacion

en el dominio discreto.

N1 N2

\X1 X2 X X1 X2 /X

X1 X2 X

Figura 5.4 Condiciones que cumplen las funciones de forma. Caso lineal

Nota: Similar a las funciones de forma se emplean para aproximar una funcion incognita,
también se pueden emplear para aproximar la geometria. Para elementos unidimensionales al

tomar unas funciones de forma lineales, la aproximacion es exacta y viene dada por la Ec.

(5.1).
2.1 Funciones de forma de Elementos Unidimensionales.

Elemento lineal

Para el elemento lineal de tipo barra con 2 nodos y DOF= 2 grados de libertad, la funcion de

aproximacion es un polinomio lineal de grado (DOF-1) =1 tal como se muestra en la fig 5.5

En general el nimero de coeficientes a es equivalente al total del nimero de los grados de

libertad (DOF) asociados con el elemento.



!F

Uu=ai+aX

Figura 5.5 Elementos de tipo barra. Funcion de desplazamientos (u) y funcion de forma (N).

Considerando un simple elemento de tipo barra con 2 nodos como se muestra en la fig 5.5,

usando un polinomio lineal para la funciéon de desplazamiento como:

u(x) =Cy+ Cyx (5.10)

Para propositos de una representacion computacional, vamos a representar la Ec (5.10) en

forma matricial.

w =1 || =pre (5.11)

Vamos a sustituir los valores de desplazamientos nodales conocidos en la funcion de
interpolacion definida en la Ec. (5.10), para x=x/ en el nodo 1 y para x= x2 en el nodo 2 del

elemento.



{u(xl) =u; = Co+Cixq 5 [ul] _ [1 x1] [Co] (5.12)
u(xz) =upy = Co + Cix, Uz 1 xl1C

Donde recordando que u; es la matriz nodal para el elemento i. Despejando los coeficientes C;

en la Ec. (5.12).

1 xl]_l [ul] 3 [Co] (5.13)

1 xz u2 - C1

Sustituyendo la Ec. (5.13) en la Ec. (5.11) tenemos

[1 x]E 2]_1[:2]:“(’0 (5.14)
Agrupando como
v =0 Al 2] =] Y] (5.15)

La matriz fila N(x) = [N1(x) N(x)] es llamada de matriz de las funciones de forma. Como
hemos venido comentando la funcion de forma juega un papel central en el FEM; Las funciones
de formas de varios ordenes y dimensiones permiten al FEM resolver problemas de muchos

tipos con diferentes grados de precision.

Xy X X1

X 1
= — — =—|Xo—X X—X
N(x) [x1 —X Xp T Xy Xy — X1 Xg —Xz] l[ 2 1]

(5.16)

En la Ec. (5.16) tenemos Nq(x) ¥y N, (x) las funciones de forma correspondiente a los nodos

1 y 2, respectivamente.



u(x) = ZNiui (517)

Esta funcion de aproximacion debe permitir el desplazamiento del cuerpo rigido y un estado
de deformacion constante dentro del elemento. Surge la siguiente pregunta la Ec. (5.10)

satisface estos criterios? (nota: considerar u; = u, para Ec. (5.16).

Por lo tanto, el elemento de barra satisface el requisito de integridad, ya que tanto el
desplazamiento como la deformacion pueden tomar valores constantes independientemente del

tamafo del elemento.

Propone se realizar siguiendo la metodologia propuesta obtener las funciones de forma para
un elemento lineal de tipo barra con 3 nodos y DOF=3 grados de libertad, con una funcion de

aproximacion de un polinomio de grado 2. (figura 5.6).

L/2 L/2

1 2 3

Figura 5.6 Elemento unidimensional cuadratico. El nodo 2 es un nodo interior.

3. Formulacion de la funcion de forma para un elemento de tipo viga.

Reviendo la clase de la “formulacion de elementos finitos tipo viga” vamos a obtener las
funciones de forma como una condicion necesaria para derivar la matriz de rigidez de

elementos en general.

1. Escoger la funcion de interpolacion adecuada para el elemento a formular.

Especificar la funcion de forma que defina la forma unica el estado de desplazamientos en
todos los puntos dentro del elemento, en funcion de los grados de libertad de los nodos. A
funcién de interpolacion debe tratar de representar el elemento deformado o lo mas proximo

posible de su comportamiento real.



Nota: La funcion polinomial debe tener un coeficiente desconocido por cada grado de

libertad.

< Elemento DOF = 4 > — < Polinomio de 4 coeficientes > (5.18)

< Polinomio ctbico > - v(x) = co + ¢1x + ¢3x% + c3x° (5.19)

Como expresa la Ec. (5.19) para cada posicion de la viga dada por x, podemos calcular los
desplazamientos v(x), considerando solamente los desplazamientos en la direccion y

considerando apenas la flexion de la viga en un plano.

Representando la Ec. (5.19) en notacion matricial como:

Co
v@=[1 x x2 x3]{cr=p@C (5.20)

C3

La inclinacion de la viga punto a punto en la condicion deformada es expresada por la primera

derivada de los desplazamientos.

v(x)" = ¢; + 2¢,x + 3c3x2 = p(x)'C’ (5.21)
Representado la Ec. (5.21) y Ec. (5.20) en notacion matricial como:
€1
(v 11 x x2 x37)ea| _ {p(x)} (5.22)
een={ml=loe + 5 Siet=lale

Cy



Con la Ec. (5.22) las funciones de interpolacion para el elemento finito de viga estan
formulados, faltaria apenas determinar los coeficientes en funcion de los valores conocidos de

los desplazamientos nodales.

2. Calcular los coeficientes de las funciones de interpolacion utilizando las relaciones de

desplazamientos.

Sustituir los valores de desplazamiento conocidos en las funciones de interpolacion definidas

Ec. (5.22).

v(x) =v(0) =v; =¢p (5.23)

<Nodo1l>- (x=0)- {v(x)’ = v(0) = v, = ¢,

v(x) =v(L) = v, = co + 1L + ;L% + ¢33 (5.24)

< Nodo 2 > =1L {
odo - (x ) - U(x), — U(L), — UZI = Cl + 2C2L + 3C3L2

Nota: observar que las ecuaciones Ec. (5.23) -(5.24) nos definen 4 ecuaciones con 4 incognitas

consiguiendo determinar los coeficientes desconocidos.

Representando la Ec. (5.22) en notacion matricial como:

U1 1 0 0 0 Co
_Jvi'(_fo1 0 0 |)a (5.25)
6(x) = V2 (1 L 12 13])C
v, 0 1 2L 312]\cs
Despejando los coeficientes c; en la Ec. (5.25)
10 o0 o01" Co
0 1 0 0 _JGa (5.26)
1 L 12 I3 {6} = C2
0 1 2L 312 C3

Sustituyendo en la Ec. (5.20) la Ec. (5.26) con p(x) representando la matriz que contiene las

variables.



1 0 0 0
_ _ 01 00 (5.27)
v =p@C=p®|] | 2 5| ©
0 1 2L 312
1 0 0 0
B . _ 1 _101 o0 o0
n la Ec.(5.27) sustituimos N(x)=p(x)[A] ', siendo [4] = 1L 2 I3
0 1 2L 32
Reescribiendo la Ec. (5.27) como:
(5.28)

v(x) = [N(x)]{5}

Donde
v(x) : representa los desplazamientos dentro del elemento;
{6} : desplazamientos nodales conocidos.

[N(x)] : Matriz de las funciones de forma

La matriz [N(x)] permite pasar de los desplazamientos nodales para los desplazamientos
dentro del elemento, definiendo la forma por la cual se establece la interpolacion del campo de
desplazamiento.

Todos los elementos finitos disponibles en cualquier programa traen consigo la funcion de

forma que se propone para representar el comportamiento fisico del elemento.

1 0 0 0
01 00 5.29
Weol=01 x x #1(0 10 Y 629
0 1 2L 3I?
2x3  3x? x3 2x? 3x2 213 a3 2 530
NOI= -7+t -7 = 2z B 12 1
4. Normalizacion del espacio.

Para el empleo posterior de la funcion de forma dentro del MEF, es de gran interés practico

que el intervalo en el que se aproximan las funciones de formas este normalizado, el objetivo



de esta normalizacion es permitir que la integracion numérica en el dominio del elemento pueda

obtenerse facilmente incluso cuando las funciones a integrar son complicadas.

Nota: Con la geometria normalizada siempre se emplean los mismos puntos de integracion y
los mismos pesos. El intervalo mads usado para el espacio normalizado es de [-1,1], que sera

utilizado como referencia.

X
f normalizacion

— T | > ¢

X1 (X1+X2) XZ '1 0 1
2

<l .

L=X2-X1

Figura 5.7 Normalizacion del espacio para las funciones de formas.

En la fig 5.7, se muestra un segmento de recta en el intervalo [x4, x,] y uno normalizado en el

intervalo [—1,1] .Aplicando semejanza se tiene:

(D _ 2 (5.31)

X — X Xy — Xq

Agrupando e despejando la funcion normalizada x () como:

x(1=$) +xz(1 +$)

x() = =5 = MO + M ©)x, 532

La Ec. (5.32) expresa las funciones de forma son ahora funcion de la coordenada natural &.

El procedimiento anterior para obtener las funciones de formas de n puntos se utiliza el

Polinomio de Lagrange de grado n, que viene dado por la siguiente ecuacion:



k
L@ = )y (33)
j=0

Donde

k
I (x) _ X — X . X — Xg X —Xj_1 X — Xj4q X — Xk (534)
’ = | | =
Xi—X; Xi—X Xj — Xj_1Xi — Xj Xji — X
i=0,i%j ) i j 0 j j=14j j+1 J k

Reescribiendo la Ec. (5.32) en coordenadas naturales para una funcién de forma del tipo

polinomio de Lagrange (n-1) como:

n

_ §-¢
SR GE (—’) (5.35)
j=11(_j[¢i) O

A continuacion, expondremos las funciones de formas para diferentes elementos en

coordenadas naturales mas empleadas desde una perspectiva mas practica.

Nota: Para un mismo problema se pueden manejar funciones de formas diferentes para la
geometria y para la funcion incognita, lo mds comun es utilizar las mismas, en el caso de
utilizar las mismas funciones los elementos de discretizacion se denominan Elementos

Isoparamétricos.

5. Funciones de forma mediante el polinomio interpolador en la forma de Lagrange

Retomando la Ec. (5.16) obtenida para un elemento lineal con 2 nodos y DOF=2, se tiene n=2
, ¥ por tanto la funciéon de aproximacioén es un polinomio de grado (n-1). Utilizando el

polinomio de Lagrange Ec. (5.35) se obtiene como:

Parai=1;i#j: NP = (%) =11-9 (5.36)



§—& (5.37)

$2— %1

Parai=2;i#j: Nz(l)(rf)=< >=%(1+f)

Nota: Podemos conferir que los resultados obtenidos Ec. (5.36) -(5.37) son las mismas

funciones obtenidas en la Ec. (5.32).

Se puede verificar que las funciones de forma obtenidas Ec. (5.36) -(5.37) satisfacen las

propiedades exigidas Ec. (5.8) -(5.9).

MP¢E=-D=1 N,P¢E=D=0 (5.38)

Propiedad 1:
b {Mm@=—n=m NPE=1)=1

Propiedad 2: NyP(§) + N,D(©) =S (1 - +;(1+8) =1 (5.39)

Funciones de forma para el elemento cuadratico.

Como visto anteriormente también se pueden determinar las funciones de forma para el
elemento unidimensional cuadratico, que se representa en la fig 5.8. En este caso el polinomio

Lagrange cuadratico (n-1=2) Ec. (5.35) se obtiene como:

§-6 £-§& §-&
-6 6-6 &-&

(5.40)

N, (&) =( ) Ci=123.

Evaluando para i = 1,2,3 ;

o (§-% E-&\__ G-0G-D 1 (541)
mO© = (= t5) "o — ~2¢¢ D

W (E=f E-&)_E-(CDIG-D _
O o o A ey T URL GG

=(1-¢)



s‘—sﬂ_f—fz>_[s‘—(—1)](s‘—0)_1

©) - = =—
MO = (e me) " i com g 256D G4

Se puede verificar que las funciones de forma obtenidas Ec. (5.41) -(5.43) satisfacen las
propiedades exigidas Ec. (5.8) -(5.9), que su valor es 1 en el nodo correspondiente, () en los

demas y ademas su suma es / en toda la longitud del elemento.

N, ) N, &) Hatsl

A 1
\

X3

Figura 5.8. Funcion de forma para un elemento cuadratico
Funciones de forma para elementos bidimensionales mediante el polinomio de Lagrange.

Las funciones de formas para el elemento rectangular bidimensional se pueden obtener
mediante el producto de las funciones de formas unidimensionales asociadas a cada una de las
direcciones ¢ y 7, fig 5.9. Dado que utilizaremos polinomios de Lagrange para obtenerlas, los

elementos se denominan Elementos Lagrangeanos.

n

4 3
(-1,1) f

(1,1)

(-1,-1) (-1,1)



Figura 5.9 Elemento bidimensional de 4 nodo con funciones de forma lineales.

Si se emplean funciones de forma lineal en cada direccion, se obtienen las funciones de formas

del elemento rectangular lineal. El elemento fig 5.9 necesita de 4 puntos para estar definido.

Para el nodo 1, la funcioén de forma se obtiene a partir de la funcion de forma unidimensional
segun la direccion &, formada por el polinomio de Lagrange con los nodos 1y 2 y multiplicada
por la funcion de forma segin la direccion 7, formada por el polinomio de Lagrange que pasa

entre los nodos 1 y 4. En la fig 5.10 se muestra la funcion de forma N, (§,1)

(5.44)

1
Ni(&m) = MPONP ) =70 -HA -




Figura 5.10 Funcioén de forma N; (&, 1) del elemento rectangular de 4 nodos.

Como anteriormente Ec. (5.36)

- 1

N6 = (%) =5(1-9) (5.43)
- 1

AOE (ﬁ) =-(1-n) (5.46)

Para el nodo 2, se usa la combinacion del polinomio de Lagrange segun la direccion ¢ , formado

por los nodos 1 y 2, y multiplicada por la funcion de forma segun la direccion 7 , formada por

el polinomio de Lagrange que pasa entre los nodos 2 y 3 como:

1
Na(§,m) = N, D(ON V() = 7 (1 + (A =) (5:47)

Como anteriormente Ec. (5.36)



- 1
MO = (=) =30+8) (548)

$o— &1
- 1
N, () = (ﬁ) =5 (1-n (5.49)

Para el nodo 3, se usa la combinacion del polinomio de Lagrange segtin la direccion ¢ , formado
por los nodos 2 y 3, y multiplicada por la funcion de forma segun la direccion n , formada por

el polinomio de Lagrange que pasa entre los nodos 3 y 4 como:

1
Ny(&,m) = NP OND ) =2 A+ O +1) (5.50)
Como anteriormente Ec. (5.36)
- 1
N (&) = (—;3 _?4) =S+ (5.51)
- 1
NP () = (:3 _73722) =51 +n) (5.52)

Para el nodo 4, se usa la combinacion del polinomio de Lagrange segln la direccion & , formado
por los nodos 3 y 4, y multiplicada por la funcion de forma segun la direccion 7 , formada por

el polinomio de Lagrange que pasa entre los nodos 1 y 4 como:

1
Ny(,m) = Ny P(ON,D () = (1= (A +1) (5.53)

Como anteriormente Ec. (5.36)



M@ = (f=2) =30 - (554)

£t
n—m)_1
O = (J—) = 5@+ (555)

Nota: Podemos comprobar que igual la suma de las funciones de formas vale 1 en su nodo

asociado y cero en los demds, y su suma en todo el dominio del elemento vale 1 como:

N1(f,n) + Nz(fﬂ?) + N3(€'77) + N4-(€' 77) =1 (556)

3

Figura 5.11 Funcion de forma para el nodo 4.



7 e N 5

(-1,1) (0,1) (1,1)

] L L
(-1,-1) (0,-1) (-1,1)
1 2 3

Figura 5.12 Elemento bidimensional de 9 nodos con funciones de forma cuadraticas.

Funciones de forma para el elemento rectangular de 9 nodos.
El elemento bidimensional de 9 nodos tiene 3 nodos en cada direccion, fig 5.12. Para la
obtencion de las funciones de formar se utiliza el polinomio de Lagrange de grado 2 segun las

direcciones & y 1.

Para la funcion de forma del nodo 1 segun la direccion & formada por los nodos 1,2y 3,y
multiplicada por la funcién de forma segtn la direccion 7, formada por los nodos 1, 8 y 7, como

anteriormente Ec. (5.36):

o0 - (E5) (28 S
NPm) = (:1_—?788) ) (7;71—_7;77) _ %TI(TI -1) (5.58)

Evaluando para la funcion Ny (¢,71) tenemos



1
Ny m) = NP EOND ) =261 - D@ - 1) (5.59)

En la fig 5.13 se muestra la funcion de forma N; (&, 7).




Figura 5.13 Funcion de forma N, (§,71) del elemento bidimensional de 9 nodos.

Para el nodo 2, se usa la combinacion del polinomio de Lagrange segtin la direccion € , formado
por los nodos 1, 2 y 3, multiplicada por la funcién de forma segtin la direccion 7 , formada por

el polinomio que pasa entre los nodos 2, 9y 3 como:

1
N = MO ONP ) =501 - )0 - D (560
Como anteriormente Ec. (5.36)
§—%1\ ($—$s
@) = . — (1 — &2 (5.61)
0@ =(g=5) (gg) =0
2) _ (N "N\ (NM—MNe\_1N_ .
Ny () = (772 — n9> (772 — n6> =50 -m (5.62)
Siguiendo el método anterior, se pueden obtener todas las funciones de forma como:
1
Ny = NPOND ) = 21+ O — D (563
1
Ny(§m) = NP @ONP () =580+ (A —717) (5.64)
N BN () = L
Ns(§,m) = N5~ (§)Ns~ () = Zs‘n(l +6(1+mn) (5.65)

1
Ne (1) = Ne® (©INe™ () =5 (1 + §2)(1 +n) (5.66)



 N-@ AW D () = X

N7 (&, m) = N (N7 () = 2én(§ = DA +m) (5.67)
1

Ne(,m) = Ne® (©)Ne™ () = 5§ = DA —717) (5.68)

No(€,1) = Ne®@ (@ONe® () = (1 + &3 (1 - 1?) (5.69)

Nota: Podemos comprobar que igual la suma de las funciones de formas ¥; N; (§,1) vale 1 en

su nodo asociado y cero en los demds, y su suma en todo el dominio del elemento vale 1.

6. Derivacion de la matriz de rigidez mediante sus funciones de forma para el
elemento de tipo viga.

Anteriormente quedo establecida la Ec. (5.28), y las funciones de forma para un elemento de
tipo viga, a continuacion, vamos a hacer uso de estas funciones de forma para calcular las
deformaciones internas a partir de los desplazamientos nodales. De la revision de la teoria de
viga Clase 4, sabemos que las deformaciones por flexion estan asociadas a la curvatura

presentada por la viga a lo larga de su longitud como:

1 M d?
Curvatura = ; == d_szl =" (x) (5.70)
y M n
E=LTEYTYV® (5.71)

Derivando la Ec. (5.21) calculamos v"' (x) como:

v(x)" = 2¢c, + 6¢3x (5.72)

Representado la Ec. (5.72) en notaciéon matricial como:



v(x)"=[0 0 2 6x] c; =p(x)C (5.73)

C3

En la Ec. (5.27) tenemos € = [A]~{6}
v(x)"'=[0 0 2 6x][A]"1{6} (5.74)

En la Ec. (5.74) sustituimos B(x)=p(x)[A]~1,

Reescribiendo la Ec. (5.74) como:

v(x)" = [B(x)]{6} (5.75)

Donde

v(x)" : representa las deformaciones dentro del elemento; ver Ec. (5.71).

{6} : desplazamientos nodales conocidos.

[B(x)] : Matriz que permite relacionar los campos de desplazamientos nodales con los campos

de deformaciones dentro del elemento y es chamado de Matriz Desplazamiento-Deformacion.

s v - () (59 (-2 (53] e

La Matriz Desplazamiento-Deformacion de un elemento finito constituye otro de los
conceptos importantes teoricos para la formulacion de su matriz de rigidez. En las bibliotecas
de elementos de los programas para analisis del MEF estan disponibles la Matriz
Desplazamiento-Deformacion que se propone para representar comportamiento fisico del

elemento, o sea, el modelo matematico para el calculo de las deformaciones en el dominio del

elemento. La Matriz Desplazamiento-Deformacion estara presente en la expresion general de

la formulacion de la Matriz de Rigidez de cualquier elemento finito.



Determinacion de las tensiones en el elemento a partir de los desplazamientos nodales.

El momento flector para el elemento viga puede ser calculado a partir de los desplazamientos

nodales, utilizando las Ec. (5.70) -(5.71) como:

M(x) = EI -v(x)" = EI- [B(x)]{6} (5.77)

La Ec. (5.77) permite calcular las fuerzas internas dentro del elemento a partir de los
desplazamientos nodales, y la tension a lo largo de una seccion transversal localizada en una

posicion x como:

M
_ME) y (5.78)

7=

Derivacion de la matriz de rigidez del elemento utilizando la relacion entre fuerzas y

desplazamientos nodales para el elemento.

Los pasos anteriores se pueden generalizar para determinar los desplazamientos,
deformaciones, fuerzas internar y las tensiones dentro del elemento. Para ello, es necesario
conocer los desplazamientos nodales que son determinados a partir de la matriz de rigidez de
la Estructura y la carga. En los elementos finitos mas simples (clases anteriores) utilizamos el
método de rigidez directa y el conocimiento de la teoria de resistencia de materiales, Sin
embargo, para otros tipos de elementos finitos mas complejos este procedimiento seria
impracticable. Para la derivacion de la matriz de rigidez utilizaremos los conceptos de trabajo

y energia de deformacion, expuestos en la clase 5.



6 V1

V1

Figura 5.14 Elemento de tipo viga para una condicion de equilibrio y se considera los
desplazamientos virtuales que se obtienen al incremental en forma positiva el angulo 6 y

desplazamiento v.

EIPTV Ec. (4.5) sera utilizado para establecer las condiciones de equivalencia entre las fuerzas

internas actuantes en el elemento y las fuerzas nodales estaticamente equivalentes, fig 5.14.

W, =W, (5.79)

El trabajo virtual externo W, puede ser representado segun la fig 5.14 como:

VVe :Fly'6V1+M1'691+F2y'6V2+M2'692 (580)

Reescribiendo en forma matricial como:



Fyy,

W= [0V, 86, V. 86:] % = (") {f) (5.81)

M,

El trabajo virtual interno W; para una longitud dx del elemento producto de un momento flector

en el tramo como:
dW; =M - dé (5.82)
El trabajo total a lo largo del elemento considerando un intervalo de x=0 hasta x=L, como:
W= ['M-d6 (5.83)

Recordando que

dv(x) do(x) d*v(x)

= = ", (5.84)
I T Tx do(x) =v(x)" -dx

0(x) =

Reescribiendo la Ec. (5.83) como:
L L
w; =f M-de =f [v" (x)"]" - M(x) - dx (5.85)
0 0

La curvatura virtual es impuesta indirectamente, serd asociada a los desplazamientos nodales

virtuales por medio de la Matriz Desplazamiento-Deformacion como:



" ()" = (BN = {6} - [B(x)]" (5.86)
Como M (x) esta dado Ec. (5.77) substituimos todo.
L L
Wi = f {6"3" - [B()]" - El - v(x)"dx = f (6V)T - [B(x)]" - EI - [B(x)]{8}dx (5.87)
0 0

Aplicando PTV con la Ec. (5.79), como los desplazamientos virtuales impuestos son arbitrarios

vamos a escoger esos desplazamientos con el valor unitario.
L
)= [ | Beor-1- (Blax| - 5) (5:88)
0

Donde
{f} : representa las fuerzas nodales en el elemento.
{6} : desplazamientos nodales.

[ fOL[B(x)]T -EI - [B(x)]dx] : Matriz de rigidez del elemento, la integracion de la expresion

matricial puede ser realizada después de efectuar las multiplicaciones.

Sustituyendo y calculando la integral para obtener la Matriz de rigidez del elemento resulta

como:

12 6l —12 6l

L EI 2 _
UO [B@)IT - £l [BColdx| = _6112 i”m o _25 = [k°] (5.89)

6l 21> -6l 4l?

El resultado de la Ec. (5.89) es la misma matriz de rigidez que resulto del estudio del elemento
de viga.



Propone se pensar: Si la aplicacion del método de rigidez directo aplicado a elemento de tipo
viga permitio calcular la matriz de rigidez del elemento y el procedimiento aproximado por
intermedio de las funciones de forma permitio obtener exactamente la misma matriz de rigidez.

¢ Cual seria la necesidad de utilizar este ultimo procedimiento general para derivar la matriz
de rigidez de cualquier elemento.?

La Ec. (5.89) fue desarrollada para el elemento de tipo de viga para generalizar la ecuacion

para el calculo de cualquier tipo de elemento finito como:

[k] = [,,,[BGOI" - [D] - [B(x)]dVol (5.90)

Donde
[D]: Matriz de Elasticidad, su dimension estara definida por el nimero de componentes de

tension y deformacion que caracterizan el estado de tension en un punto del elemento.

Nota: El cdlculo de la integral de Ec. (5.90) sera efectuada por procedimiento numéricos
adoptandose un numero mayor o menor de puntos de integracion, en consecuencia, el numero
de puntos de integracion afecta la precision con que sera evaluada la integral y la rigidez del
elemento. Esta caracteristica en conjunto con la aproximacion de las funciones de formas

seleccionada, relevan el cardacter aproximado del Método de Elemento Finitos.



