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1. Introduccién.

En las aulas anteriores comenzamos el estudio de varios elementos
finitos que hardn parte de la biblioteca que estamos construyendo
en este curso.

Estos elementos mds simples (resortes, barras y vigas) permiten la
aplicacion del método directo para la determinacién de la matriz
de rigidez, permitiendo establecer relaciones directas entre fuerzas
nodales aplicadas en el elemento y sus correspondientes desplaza-
mientos nodales.
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Clase No.6

1. Continuacion

Recordando ahora el concepto fundamental del MEF para resol-
ver ecuaciones diferenciales y transformar un problema continuo en
un conjunto de ecuaciones discretas, dividiendo el dominio original
en subdominios (elementos finitos) en las que las ecuaciones de go-
bierno se mantienen y son trasladadas a cada subregién, a los nodos
de la discretizacién, pasando de ser un problema continuo a ser un
problema discreto y nodal.

Para poder realizar este proceso se utilizan algunos conceptos ma-
tematicos y fisicos que en conjunto permitirdn establecer un proce-
dimiento general para determinar la funcidén aproximada a la funcién
solucién del problema.

Dado que el empleo de funciones de aproximacién a la funcién
incégnitas es clave para la formulaciéon del MEF, en esta clase se
estudian en detalles.
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2. Definiciéon de las Funciones de Forma.

Empleando las funciones de aproximacién como una condicién ne-
cesaria dentro del problema discreto y nodal (fig), podemos sefialar
que la solucién numérica de una ecuacién diferencial en un dominio
continuo se aproxima mejor a la solucién analitica cuando me mejor
se aproxime la funcién de aproximacion seleccionada a la funcién so-
lucién del problema. Estas funciones de aproximacién son conocidas
como funciones de “forma”.

A
U
Fx C—> F
Proceso de
discretizacién
Sistema Modelo

continuo Discreto
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2. Continuacion.

Las funciones de forma se utilizan tanto para la discretizar el espacio

(dominio), como para la aproximacién de la funcién incégnita dentro
del subdominio (elemento finito)

\

Funcion de forma Funcion de forma
Lineal cuadratica
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2.1 Aproximacion de una funcién.

Las funciones de forma desempefan un papel esencial en el MEF
ya que permiten en gran medida la exactitud con que se adaptan a
las configuraciones del dominio antes y después para las previsiones
de los valores de grandeza fisica en todo el intervalo en estudio
(aproximar los valores de la funcién en todo el subdominio una vez
conocidos los valores nodales).

Para aproximar una funcién se pueden utilizar varios tipos de fun-
ciones tales como trigonométricas y polinémicas son una de las mas
usadas.

En el MEF son empleadas para las funciones de forma los polino-
mios de Lagrange.
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2.1 Continuacion.

Supongamos una funcién genérica f=f(x), tal como se muestra en
la figura.

f=F(x) aproximacién u=fu(x)

fu=flxa) fa=f{xe)

X1 I X2 X
|
e —
i L '

Esta puede aproximarse en el intervalo (x1, x2) mediante una funcién

de interpolacién lineal que define la recta que pasa por pl y p2
Xp — X X — x
F) » u(x) = ==+ ———h = M)+ M) (1)

Sendo Ny, N, denominadas funciones de forma
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2.1 Continuacion.

Las funciones de forma estan vinculadas a cada nodo del elemento
y deben cumplir varias condiciones (ver bibliografia G.R.Liu ):

Propiedad 1: Ser linealmente independientes (esta propiedad es la
base para las funciones tengan la funcién delta asociada);

Propiedad 2: El valor de la funcién de forma asociado a un nodo i

es uno en ese nodo y cero en los demds. (funcién delta)

1 i, j=1,2, ... ng
0 I#J ) ./: 1727"'7nd

Donde d;; es la funcién delta de Kronecker.

NiG) 65 = { @)

Propiedad 3: La suma de las funciones de forma para un elemento
es igual a 1 en todo el dominio (Particién de la propiedad de la
unidad)



2.1 Continuacion.

n
Propiedad 3 : Z Ni(x) = (3)
i=1
N1 i N>
I~ A
\X1 X2 X X1 X2 /X

Condiciones que cumplen las funciones de forma. Caso lineal.
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2.2 Funciones de forma de Elementos Unidimensionales.

Elemento Lineal

Para el elemento lineal de tipo barra con 2 nodos y DOF= 2 gra-
dos de libertad, la funcién de aproximacién es un polinomio lineal
de grado (DOF-1) =1. En general el nimero de coeficientes a es
equivalente al total del nimero de los grados de libertad (DOF)
asociados con el elemento.

L ‘ g o Ni= 1-x/L
1 2 b 0
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2.2 Continuacion.

Consideremos un simple elemento de tipo barra con 2 nodos y 2
grados de libertad, usando un polinomio lineal para la funcién de
desplazamientos:

u(x) = G + Gix (4)

Para propdsitos de una representacién computacional, representa-
mos en forma matricial:

W)= [1 x] [gﬂ — p(x)C (5)

Sustituyendo los valores de desplazamientos nodales en la funcién
de interpolacién para x=(x1 y x2)

ulxi) =u =G+ Gxy L ful 1 x| [Go (6)
U(X2) u = G+ Goxo u» 1 x G
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2.2 Continuacion.

Despejando los coeficientes C; en la Ec. (6).
-1
Go _ 1 xq ) (7)
Cl 1 X2 7))
Sustituyendo en la Ec(5) la Ec(7)
1 xq] " (u
— 1 1
u(x)={1 x} [1 XJ {uz} (8)

Agrupando como:

1X2

NGO = {1 x|y ﬁjlzp(x) : Xl]l (©)

La matriz fila N(x) = [N1(x) Na(x)] es llamada de matriz de las
funciones de forma.
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2.2 Continuacion.

Como hemos venido comentando la funcién de forma juega un papel
central en el FEM; Las funciones de formas de varios érdenes y
dimensiones permiten al FEM resolver problemas de muchos tipos
con diferentes grados de precision.

1

N(X):[X X2 X _xz]:l

X1—X2 X1—=X2 X2 —X1 X1—=X2

[xz—x x—xl]

(10)
En la Ec. (10) tenemos Ni(x) y Ny(x) las funciones de forma co-
rrespondiente a los nodos 1 y 2, respectivamente.

U(X) :ZN,'U,' (1]_)



2.2 Continuacion.

Propone se realizar siguiendo la metodologia propuesta obtener las
funciones de forma para un elemento lineal de tipo barra con 3 nodos
y DOF=3 grados de libertad, con una funcién de aproximacién de
un polinomio de grado 2.

L/2 L/2

1 2 3

Elemento unidimensional cuadratico. El nodo 2 es un nodo interior
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2.3 Formulacién de la funcién de forma para un elemento de
tipo viga.
Reviendo la clase de la “formulacién de elementos finitos tipo vi-

ga” vamos a obtener las funciones de forma como una condicién
necesaria para derivar la matriz de rigidez de elementos en general.

1. Primer paso. Escoger la funcién de interpolaciéon adecuada para
el elemento a formular.

Especificar la funcién de forma que defina la forma (inica el estado de
desplazamientos en todos los puntos dentro del elemento, en funcién
de los grados de libertad de los nodos. A funcién de interpolacién
debe tratar de representar el elemento deformado o lo mas préximo
posible de su comportamiento real.

La funcién polinomial debe tener un coeficiente desconocido por
cada grado de libertad:

< Elemento DOF = 4 > — < Polinomio de 4 coeficientes >
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2.3 Continuacion
La funcién polinomial seleccionada:
< Polinomio ciibico >.". v(x) = ¢ + c1x + cx® + 3x>  (12)

Como expresa la Ec. (12) para cada posicién de la viga dada por x,
podemos calcular los desplazamientos v(x), considerando solamente
los desplazamientos en la direccidn y considerando apenas la flexién
de la viga en un plano.

Representando la Ec. (12) en notacién matricial como:

¢
vix)=[1 x x* x3] 2 = p(x)C (13)

a3

La inclinacién de la viga punto a punto en la condicién deformada
es expresada por la primera derivada de los desplazamientos:

v(x)' = 1 + 26x + 3c3x® = p(x)'C’ (14)
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2.3 Continuacion

Representando la Ec(14) y Ec(15) en notacién matricial:

oen={9} =10 1 se{a =1

(15)
Con la Ec(15) las funciones de interpolacién para el elemento fini-
to tipo viga estan formuladas, faltaria apenas determinar los coefi-
cientes en funcién de los valores conocidos de los desplazamientos
nodales.
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2.3 Continuacién

2. Segundo paso Calcular los coeficientes de las funciones de inter-
polacién utilizando las relaciones de desplazamientos.

Sustituir los valores de desplazamiento conocidos en las funciones
de interpolacién definidas Ec. (15).

<Nodol>—>(x:0)—>{ (()):ZE ;/
Vo = 2 3
<Modo 2o (=0 {7 —(525 Z. Citffiffi ol

Observar que las ecuaciones anteriores nos definen 4 ecuaciones
con 4 incégnitas consiguiendo determinar los coeficientes descono-

cidos.
%1 10 00 (@)
. V1/ o 01 0 0 1
= LT L2 2] e (16)
v 0 1 2L 3.%| |
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2.3 Continuacién

Despejando los coeficientes ¢; en la Ec. (16)
1

10 00 1 0
01 00 c
0 1 2L 312 e

Sustituyendo en la Ec. (13) la Ec. (16) con p(x) representando la
matriz que contiene las variables.

10 00

01 00
V(X):p(X)C:p(X) 1 L L2 L3 {5} (18)

0 1 2L 312

En la Ec.(18) sustituimos
N(x) = p(x)[A] " (19)
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2.3 Continuacion

Reescribiendo la Ec (19)

v(x) = [N(x)] {5} (20)

Siendo

v(x): representa los desplazamientos dentro del elemento;
[N(x)]: matriz de forma;

{d}: desplazamientos nodales conocidos.

La matriz [N(x)] permite pasar de los desplazamientos nodales para
los desplazamientos dentro del elemento, definiendo la forma por la
cual se establece la interpolacién del campo de desplazamiento.

Todos los elementos finitos disponibles en cualquier programa traen
consigo la funcién de forma que se propone para representar el com-
portamiento fisico del elemento.




2.3 Continuacién

Sustituyendo en la Ec (19)

-1

1 0 0 0
0 1 0 0

[N(X)]:[l X X2 X3] 1 L L2 L3 (21)
0 1 2L 312

_2x3 3x2 3 2x2 2 3 3 2
Nl = [28 -3 +1 3 - 20 4 x 3222 0 2]
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4. Normalizacién del espacio.

Para el empleo posterior de la funcién de forma dentro del MEF, es
de gran interés practico que el intervalo en el que se aproximan las
funciones de formas este normalizado, el objetivo de esta norma-
lizacién es permitir que la integraciéon numérica en el dominio del
elemento pueda obtenerse facilmente incluso cuando las funciones a
integrar son complicadas.

X

normalizacion

X1 (X1+X2) X2
2

A
\

L=X2-X1
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4, Continuacion.

Con la geometria normalizada siempre se emplean los mismos puntos
de integracién y los mismos pesos. El intervalo mds usado para el
espacio normalizado es de [-1,1], que serd utilizado como referencia.

La introduccién de la variable normalizada & en las funciones de
forma térnalas independientes de la geometria real del elemento |,
lo que es de grande interés practico conforme podran constatar en
préximas secciones.

En la figura anterior, se muestra un segmento de recta en el in-
tervalo [x1, x2] y uno normalizado en el intervalo [—1,1] .Aplicando
semejanza se tiene:

— (-1 2

X — X1 Xp — X1




4, Continuacion.

Agrupando e despejando la funcién normalizada x(&)como :

x(e) =029 20O s (e (29)

La Ec. (24) expresa las funciones de forma son ahora funcién de la
coordenada natural &.
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5. Funciones de forma mediante el polinomio interpolador en
la forma de Lagrange

Para obtener las funciones de formas de n puntos se utiliza el Poli-
nomio de Lagrange de grado n:

k
L(x) =Y yili(x) (25)
j=0

/() X — Xj X — X0 X = Xj—1 X — Xj41 X — Xk
(x) = =
S Xj — X Xj — Xo Xj — Xj—1 Xj — Xj41 Xj — Xk
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5. Continuacion

Reescribiendo la Ec. (5.32) en coordenadas naturales para una fun-
cién de forma del tipo polinomio de Lagrange (n-1) como:

N1 () = H <§2) (26)

J=1(#1)

Para un mismo problema se pueden manejar funciones de formas di-
ferentes para la geometria y para la funcién incégnita, lo mas comiin
es utilizar las mismas, en el caso de utilizar las mismas funciones los
elementos de discretizacién se denominan Elementos Isoparamétri-
Cos.

A continuacién, expondremos las funciones de formas para diferen-
tes elementos en coordenadas naturales mas empleadas desde una
perspectiva mds practica.
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5. Continuacion

Retomando la Ecuacién (10) obtenida para un elemento lineal con
2 nodos y DOF=2, se tiene n=2 , y por tanto la funcién de aproxi-
macién es un polinomio de grado (n-1). Utilizando el polinomio de
Lagrange Ec. (26) se obtiene como:

Para i=1; i#j: /\/1(1)(5):<££1:§£22>:%(1_§)

Para i=2; i#j: /\/2(1)(5):(%>:%(1+5)

Podemos conferir que los resultados obtenidos anteriores son las
mismas funciones obtenidas en la Ec. (24).
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5. Continuacion

Se puede verificar que las funciones de forma obtenidas también
satisfacen las propiedades exigidas para las funciones de forma.
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5.1 Funciones de forma para el elemento cuadratico.

También se pueden determinar las funciones de forma para el ele-
mento unidimensional cuadratico, En este caso el polinomio Lagran-
ge cuadratico (n-1=2) como:

@y (-8 [ E-& -8
N0 (fi—& §i—& &i—&

Evaluando para i=1,2,3 ;
N (2)(5) — (5*52 P 53) (6=0)(6-1) g(g_ 1)
1 &-6& & [(—D—=0o[(-D)-1 — 2
_ & - ¢ &-1) _ _
M) = (e £8) = I = a-oa+9=0-¢)
(=
—(-1

— -0
() = (£« %) = g = dee+ D)

) ;i =1,23. (27)
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5.1 Continuacion.

Se puede verificar que las funciones de forma obtenidas anteriormen-
te satisfacen las propiedades exigidas para funciones de forma, que
su valor es 1 en el nodo correspondiente, 0 en los demds y ademas
su suma es 1 en toda la longitud del elemento.

Ni(®) N, (= )f N:®

/
/

/ : 1
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5.2 Funciones de forma para elementos bidimensionales
mediante el polinomio de Lagrange.

Las funciones de formas para el elemento rectangular bidimensional
se pueden obtener mediante el producto de las funciones de formas
unidimensionales asociadas a cada una de las direcciones £ y 1

(-L.1)

Dado que utilizaremos polinomios de Lagrange para obtenerlas, los
elementos se denominan Elementos Lagrangeanos.
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5.2 Continuacion.

Si se emplean funciones de forma lineal en cada direccién, se ob-
tienen las funciones de formas del elemento rectangular lineal. El
elemento de la figura necesita de 4 puntos para estar definido.

Para el nodo 1, la funcién de forma se obtiene a partir de la funcidn
de forma unidimensional segtn la direccién £ formada por el polino-
mio de Lagrange con los nodos 1 y 2 y multiplicada por la funcién de
forma segtin la direccién 7 , formada por el polinomio de Lagrange
que pasa entre los nodos 1y 4.

Ni(&,m) = MO (MDD () =1 (1 —€)(1—n)
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5.2 Continuacion.

Funcién de forma Nyi(&,7) del elemento rectangular de 4 nodos.
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5.2 Continuacion.

Detallando lo anterior:
MmO = (62) =30 -9)

Ny () = (%) =3(1-n)

Para el Nodo 2:

Na(€,m) = NoM (&) MW () = L (1 + ) (1 —n)
Nodo 3:

N3 (&,m) = NoM (&) N () = 2 (1 + ) (1 +n)
Nodo 4:

Na(€,m) = NgW () N () = (1 - €) (1 + 1)

Se cumplen las propiedades FF la suma vale 1 en su nodo asociado
y cero en los demads, y su suma en todo el dominio del elemento vale
1.



5.3 Continuacion.

El elemento bidimensional de 9 nodos tiene 3 nodos en cada di-
reccidn, Para la obtencién de las funciones de formar se utiliza el
polinomio de Lagrange de grado 2 segtin las direcciones £ y 7.

7 e N 5

(1L1) (0

(-1,0) wo &
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5.3 Continuacion.

Para la funcién de forma del nodo 1 segtin la direccién £ formada
por los nodos 1,2 y 3, y multiplicada por la funcién de forma segtin
la direccién 7, formada por los nodos 1, 8 y 7,

M) = (£2) o (£2) = dee-1)
Ny () = (ﬁ) . (ﬁ) =3n(n—1)

Evaluando para la funcién Ni(&,n) :

Ni(&m) = NP () N®) (n) = Fén (6 - 1) (n - 1)
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5.3 Continuacion.

Funcién de forma Nyi(&,7) del elemento bidimensional de 9 nodos.
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5.3 Continuacion.

Siguiendo el método anterior, se pueden obtener todas las funciones
de forma como:

Ni(€,n) = M® (&) M®) () = Len(€—1) (n—1)
Na(€,m) = No® () Ne®) () = 30 (1 - €2) (n — 1)
N3(&,m) = Ns@ (&) Ns®) () = Jen(1+ &) (n—1)
Na(€,m) = Na@ (&) Nu@ () = Le (1 + &) (1 - n?)
Ns(&,m) = N6 (€) Ns®) () = Jen(1+€) (1 +1n)
Ne(€,m) = No (&) No® (n) = 3n (1+€2) (1 +n)
N7 (&,m) = N () NP () = 2ém (€= 1) (1 + )
Ng(&,m) = N (&) Ng®) (n) = 3¢ (€ — 1) (1 = ?)
No(&,m) = No® (€) No® (1) = (1 + €2) (1 — %)
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6. Derivacion de la matriz de rigidez mediante sus funciones
de forma para el elemento de tipo viga.

Anteriormente obtuvimos la ecuacion:
v(x) = [N(x)] {0}

y las funciones de forma para un elemento de tipo viga, vamos ha-
cer uso de estas funciones de forma para calcular as deformaciones
internas a partir de los desplazamientos nodales.

1 M d?
Curvatura = p =5 = dx)2/ = V"(x)
_y_M
=L E YTV
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6. Continuacion

Derivando la expresion :
v(x)' = ¢ 4 2cx + 3c3x? = p(x)'C’

Para v(x)" = 2c, + 6c3x

Representado la Ec. (28) en notacién matricial como:

e
v(x)"=10 0 2 6x] 2 = p(x)C
3

tenemos C = [A]"! {4}

vix)'=[0 0 2 6x][A]"" {6}

(28)

(29)

(30)
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6. Continuacion

En la Ec (30) sustituimos B(x) = p(x)[A] "}, reescribiendo

v(x)" = [B(x)]{d} (31)

v(x)” : representa las deformaciones dentro del elemento;

[B(x)] : Matriz que permite relacionar los campos de desplazamien-
tos nodales con los campos de deformaciones dentro del elemento y
es chamado de Matriz Desplazamiento-Deformacién;

{6} : desplazamientos nodales conocidos.

B(x) = pIAI" = [(F-%) (5-1) (-%) (5-9)
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6. Continuacion

La Matriz Desplazamiento-Deformacidn de un elemento finito cons-
tituye otro de los conceptos importantes tedricos para la formula-
cién de su matriz de rigidez. En las bibliotecas de elementos de
los programas para analisis del MEF estan disponibles la Matriz
Desplazamiento-Deformacién que se propone para representar com-
portamiento fisico del elemento, o sea, el modelo matemdatico para
el calculo de las deformaciones en el dominio del elemento.

La Matriz Desplazamiento-Deformacién estara presente en la expre-
sién general de la formulacién de la Matriz de Rigidez de cualquier
elemento finito.
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6.1 Determinacidn de las tensiones en el elemento a partir de
los desplazamientos nodales.

El momento flector para el elemento viga puede ser calculado a partir
de los desplazamientos nodales :

M(x) = El - v(x)" = EI - [B(x)] {5} (32)

La Ec. (32) permite calcular las fuerzas internas dentro del elemento
a partir de los desplazamientos nodales, y la tensién a lo largo de
una seccién transversal localizada en una posicién x como:

M(x)
/

g =

(33)
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6.2 Derivacion de la matriz de rigidez del elemento utilizando
la relacion entre fuerzas y desplazamientos nodales para el
elemento.

Los pasos anteriores se pueden generalizar para determinar los des-
plazamientos, deformaciones, fuerzas internar y las tensiones dentro
del elemento. Para ello, es necesario conocer los desplazamientos
nodales que son determinados a partir de la matriz de rigidez de la
estructura y la carga.

En los elementos finitos més simples (clases anteriores) utilizamos el
método de rigidez directa y el conocimiento de la teoria de resistencia
de materiales, Sin embargo, para otros tipos de elementos finitos mas
complejos este procedimiento seria impracticable.

Para la derivacion de la matriz de rigidez utilizaremos los conceptos
de trabajo y energia de deformacién.
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6.2 Continuacion.

Elemento de tipo viga para una condicién de equilibrio y se conside-
ra los desplazamientos virtuales que se obtienen al incremental en
forma positiva el angulo 6 y desplazamiento v.

o Vz? ;60
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6.2 Continuacion.

El PTV sera utilizado para establecer las condiciones de equivalencia
entre las fuerzas internas actuantes en el elemento y las fuerzas
nodales estdticamente equivalentes

We = W, (34)

El trabajo virtual externo W, puede ser representado segtin la figura
como:

We:Fly-5V1—|—M1-(591+F2y-5\/2+/\/12~592 (35)

Reescribiendo en forma matricial como:

F1y
W =[6Vi 661 Vo 36)] 2/’1 ={6}7 - {f}
2y

M
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6.2 Continuacion.

El trabajo virtual interno W; para una longitud dx del elemento
producto de un momento flector en el tramo como:

dW; =M - db

El trabajo total a lo largo del elemento considerando un intervalo de
x=0 hasta x=L, como:

L
Wi — / M. do (36)
0
Recordando que

_ dv(x)  df(x) _ d?v(x) '

0(x) dx  dx d?x

. dO(x) = v(x)" - dx
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6.2 Continuacion.

Reescribiendo la Ec. (36) como:

W; = /M de—/ [V'(x)"]T - M(x) - dx (37)

La curvatura virtual es impuesta indirectamente, sera asociada a los
desplazamientos nodales virtuales mediante la Matriz Desplazamiento-
Deformacién como:

(V') = (BN = {5} - BX]T  (38)
Como M(x) estd dado Ec. (32) substituimos:

W; = {637 - [B(x)]T - El - v(x)"dx
/ (39)

/0 (87 - BO)I - E1 - [B(x)] {5} dx
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6.2 Continuacién.

Aplicando PTV con la Ec. (34), como los desplazamientos virtuales
impuestos son arbitrarios vamos a escoger esos desplazamientos con
el valor unitario.

L
{f} = [/0 [BGOIT - E1 - [B(x)] dx| - {6} (40)

Donde
{f} : representa las fuerzas nodales en el elemento;

[fol‘ B(x)]" - El - [B(x)]dx}: Matriz de rigidez del elemento, la in-
tegracién de la expresion matricial puede ser realizada después de
efectuar las multiplicaciones;

{6} : desplazamientos nodales.
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6.2 Continuacion.

Sustituyendo y calculando la integral para obtener la Matriz de rigi-
dez del elemento resulta como:

12 6/ -12 6/

Lo B Beote] = & | O 8 2

6/ 212 —6/ 4/?

El resultado de la Ec. (41) es la misma matriz de rigidez que resulto
del estudio del elemento de viga.
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6.2 Continuacion.

Propone se evaluar: Si la aplicacién del método de rigidez directo
aplicado a elemento de tipo viga permitié calcular la matriz de rigidez
del elemento y el procedimiento aproximado por intermedio de las
funciones de forma permitié obtener exactamente la misma matriz
de rigidez.

i Cual serfa la necesidad de utilizar este Gltimo procedimiento general
para derivar la matriz de rigidez de cualquier elemento.?
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6.2 Continuacion

Ecuacién General para la matriz de rigidez

Generalizar la ecuacion para el calculo de cualquier tipo
de elemento finito como.

[k°] = / / [B(x)] - [D] - [B(x)] dVol (42) o
VO

v

Donde

[D]: Matriz de Elasticidad, su dimensién estara definida por

el nimero de componentes de tensién y deformacién que ca-

racterizan el estado de tensién en un punto del elemento.
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