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MO1 | MO2 | MO3 | MO4 | MO5
C | EF | B | B | A

Miiltiple Opcion 1

Sea n un entero positivo. Determinar la cantidad de subconjuntos de {1,2,...,3n} tales
que para cada i € {1,2,...,n} se cumple que | X N{3i —2,3i — 1,3i}| = 1.

(A) 3% 2% (B) n; (C) 3"; (D) 2%%; (E) 2.

Solucién - Miiltiple Opciéon 1
Para cada entero i € {1,2,...,n}, el conjunto X debe tener exactamente un elemento
dentro del conjunto {37 — 2,3i — 1,3i}. Hay entonces 3 opciones para elegir exactamente
un elemento de tal conjunto. Como ¢ asume exactamente n valores posibles, por la regla
del producto hay exactamente 3" elecciones posibles de subconjuntos X que respetan las
condiciones pedidas, y la opcion correcta es la C.

Muiltiple Opcion 2
Determinar la cantidad de soluciones enteras de la ecuacién x; + z9 + x3 = 0 tales que
—T<r <2, - 7T<1, <2y —-7<1x3<2.
(A) 24; (B) 25; (C) 26; (D) 27; (E) 28.

Solucién - Miiltiple Opcion 2
Para cada i € {1,2,3} realizamos el cambio de variable dado por y; = z; + 7. Reem-
plazando en x1 + x5 + x3 = 0 tenemos que determinar la cantidad de soluciones naturales
de la ecuacion y; +yo +y3 =21 sujetoaque 0 < y; <9, 0< 1y, <9y 0 < y3 <9. Sea
el conjunto que contiene todas las soluciones naturales de la ecuaciéon y; + yo + y3 = 21.
Para cada i € {1,2,3} consideramos la condicién ¢; sobre los elementos de U dada por
¢; © y; > 10. Observemos que no hay elementos de U que cumplen simultdaneamente
las tres condiciones, por lo que n(cy,ca,c3) = 0. La cantidad de elementos de U es
U] = CR3, = C% = 253. Determinemos ahora la cantidad de elementos de U que
cumplen con la condicién c¢;, es decir que y; > 10. Tomemos el cambio de variable
Yy = y1 —10. Debemos determinar la cantidad de soluciones naturales de y; +y>+ys = 11,
que es n(c;) = CR3, = C}? = 78. Por tltimo, determinemos la cantidad de elementos
de U que cumplen simultdneamente con las condiciones ¢; y c. Tomemos los cambios
de variable y; = y; — 10 y ademas y}, = y» — 10. Reemplazando, debemos determinar la
cantidad de soluciones naturales de la ecuacién y| + y4 + y3 = 1, que es n(cy, ca) = 3.

Por el Principio de Inclusion-Exclusion aplicado al conjunto 4 usando las condiciones
c1, Co v c3, resulta que:

3 3 3
aterema) =l = (7 )nten) + (3 ) nteren) = () ntenca
=203-3xT78+3x3—-1x0=28.

Por lo tanto, la opcion correcta es la E.



Muiltiple Opcion 3
Hallar el coeficiente en zy?z* del polinomio (z + y + y* + 2% — 3)°.
(A) 300; (B) 360; (C) 420; (D) 480; (E) 540.

Solucién - Multiple Opcién 3
Hay dos maneras de obtener zy?z® con las operaciones habituales, tomando la quinta
potencia de z +y + y* + 2% — 3:

e Elegir 1 vez el simbolo z, 2 veces el simbolo y, 0 vez el stmbolo y?, 1 vez el simbolo
2% y 1 vez el simbolo —3.

e Elegir 1 vez el simbolo x, 0 vez el simbolo y, 1 vez el simbolo 2, 1 vez el simbolo
23y 2 veces el stmbolo —3.

Recordando que el coeficiente multinomial es la seleccién de multiconjuntos con repeticion
y tomando los coeficientes de zy?z? obtenidos tras las operaciones habituales de suma y de
producto, resulta que el coeficiente en zy?z* es igual a tm2mm (—3) + 1o (—3)? = 360.
Por lo tanto, la respuesta correcta es la B.

Multiple Opcién 4
Sea (an)nen la sucesién de nimeros reales definida por ag = 0y a, 41 = 2a,+2" para todo
n € N. Hallar ajo. (A) 100 x 219; (B) 100 x 2%; (C) 99 x 2190: (D) 99 x 29; (E) 2100,

Soluciéon - Miiltiple Opcion 4
Vamos a obtener explicitamente en n la sucesion (a,),en definida por a,.1 = 2a, + 2"
y ag = 0. El polinomio caracteristico es x — 2 que tiene raiz igual a 2, por lo que la
solucién del problema homogéneo es al = ¢2", donde c es cualquier constante. Como 2"

es solucion del problema homogéneo, vamos a buscar una solucion particular de la forma

P

a, = an2", donde « es una constante que debemos determinar. Reemplazando en la

recurrencia tenemos que:
P P _ n+1 n __ n __ on
Upyq — 20, = a(n+1)2"7" — 2an2" = 222" = 2",

porlo que a = 1/2 y all = n2"~1. La solucién general se obtiene sumando la particular a la
solucién homogénea, y es a,, = 2" +n2" 1. Despejemos ahora la constante ¢ utilizando
la condicién inicial: ag = ¢ = 0. Por lo tanto, la sucesién que satisface la recurrencia
Apq1—2a, = 2" con condicién inicial ag = 0 es a,, = n2"~*. En particular, a;gy = 100 x 2%.
Por lo tanto, la respuesta correcta es la B.

Multiple Opcién 5
Sea (a,)nen la sucesién de nimeros naturales definida por a, = (n + 1)(
n € N. Su funcién generatriz a(z) es:

(A) a(z) = 6(1 + z)*;

6

n+1) para todo

(B) a(x) = 6(1 —z)*;
(C) a(z) = (1+ )

(D) a(z) = (1 +2)7%
(E) a(z) = (1 - )"

Solucion - Miiltiple Opcion 5

Notando que (nil) es 0 para cada n > 6, tenemos que

a(z) — iwn _ i(n +1) (n i 1)3:”

n=0

— (26: ( 0 )x““)’ =((14+2)° -1 =6(1+2)°,

~ n+1



donde se ha utilizado la férmula de la potencia de un binomio y la derivada formal de las
funciones generatrices. Por lo tanto, la opcién correcta es la A.

Ejercicio de Desarrollo
Sea (b, )nen la sucesion de nimeros reales definida por by = 0, by = 1, by = 2 y para cada
nimero natural n se tiene que b,13 = b,12 + b1 + by.

Sea P(n) la siguiente proposicion:

b, es impar si n es impar

P(n) : { b, es par si n es par

El objetivo de este ejercicio es probar la siguiente afirmacién: Vn € N, P(n).
Para conseguirlo, se pide realizar los siguientes pasos:

(1) Indicar si se va a emplear el principio de induccién simple o fuerte.
(2) Enunciar el paso base.

(3) Demostrar el paso base.

(4) Enunciar el paso inductivo.

(5) Demostrar el paso inductivo.

(6) Concluir.

Solucién - Ejercicio de Desarrollo

Vamos a realizar la demostracién cumpliendo con los 6 pasos sugeridos en la letra:

(1) Vamos a emplear el principio de induccién fuerte, con un paso base de 3 elementos.

(2) El paso base consiste en probar P(0), P(1) y P(2).

(3) Como 0 es par, probar P(0) consiste en probar que 0 es par. Efectivamente,
bp =0 =2 x 0, por lo que P(0) es cierta. Como 1 es impar, probar P(1) consiste
en probar que b; es impar. Efectivamente 1 = 2 x 0+ 1, por lo que P(1) es
cierta. Finalmente, como 2 es par, probar P(2) consiste en probar que by es par.
Efectivamente, by, = 2 = 2 x 1, por lo que P(2) es cierta. Hemos probado que
son ciertas las proposiciones P(O) P(1) y P(2), por lo que el paso base queda
demostrado.

(4) El paso inductivo consiste en asumir que es cierto tanto P(h) como P(h + 1)y
P(h + 2) para algin niumero natural fijo h, y debemos probar P(h + 3).

(5) Vamos a proceder a demostrar el paso inductivo. Sea h un entero natural tal
que P(h), P(h+ 1)y P(h + 2) son ciertas. Queremos demostrar que P(h + 3)
es cierta. Como h es un nimero natural entonces es par o impar. Supongamos
primero que h es par. Entonces h es par, h + 1 es impar, y h 4+ 2 es par. Por
la hipotesis inductiva, b, es par, by.1 es impar y b,.o es par. En tal caso, como
(bn)nen satisface la recurrencia by, 3 = b, 42 + b,y 1 + by, para cada nimero natural,
reemplazando para n igual a h tenemos que b3 = bp10+bp 1 +b,. Como la suma
de un nimero par y un nimero impar es impar, resulta que by 3 es impar. Como
h + 3 es impar, tenemos que by, 3 tiene la misma paridad que h + 3, y se cumple
P(h+3). Supongamos ahora que h es impar. Entonces h es impar, h+ 1 es par, y
h+2 es impar. Por la hipétesis inductiva, by, es impar, by, 1 es par, y byyo es impar.
como (b, )nen satisface la recurrencia b,13 = by12 + byy1 + b, para cada nimero
natural, reemplazando para n igual a h tenemos que bpi3 = bpio + bpi1 + by
Como la suma de un nimero par y un nimero impar es impar, mientras que la
suma de dos nimeros impares es par, resulta que by, 3 es par. Como h + 3 es par,
tenemos que by, 3 tiene la misma paridad que h+ 3, y se cumple P(h+ 3). Hemos
demostrado la tesis inductiva tanto para el caso en el que A es un niimero natural
par como un numero natural impar. Como todo nimero natural es par o bien
impar, se sigue la tesis inductiva.



(6) Como es cierto tanto el paso base como el paso inductivo, por el principio de
induccion fuerte sobre los nimeros naturales la siguiente afirmacion es cierta:
Vn € N, P(n). Esto es precisamente lo que queriamos demostrar.



