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Introduccién

Podemos considerar dos tipos de motivacién :
@ la primera de orden informatica

@ la segunda motivada por el analisis numérico.
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Introduccién

Es convenido de establecer que la primera utilizacién del método de
descomposicién de dominios es obra de Hermann Amandus Schwarz que
en un articulo publicado en 1870 utilizé6 una descomposicién de dominios
para resolver una ecuacién de Laplace en un dominio en forma de L
utilizando la representacién de la solucién en series de Fourier cuando el
dominio es un rectangulo.

Figure — Hermann Amandus Schwarz.

Pero fue una utilizacién aislada que no dio lugar ni a un desarrollo
intensivo de la metodologia, ni a un analisis de su rendimiento y de las
aplicaciones posibles.
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Introduccién

Posteriormente el método de descomposicion de dominios volvié a
ser estudiado cuando aparecieron las computadoras paralelas.

P.L. Lions, On the Schwarz alternating method. |, SIAM,
Philadelphia, PA, 1988, 1-42

La discretizacién de ecuaciones diferenciales a derivadas parciales
establecidas en dominios de geometria muy compleja, con
caracteristicas fisicas muy variables (por ejemplo, las secciones
eficaces de fenémenos fisicos) implican en general un mallado muy
fino y en consecuencia un sistema lineal de tal tamafio que es
insoluble con un computador monoprocesador, sin contar con los
problemas causados por la necesidad de pre-condicionamiento.
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Introduccién

El método de descomposicion de dominios permitira resolver este
tipo de problemas descomponiendo el problema inicial, sobre todo
el dominio, en un conjunto de problemas de dimensién mas
pequefia definidos en sub dominios.

Cada sub-problema discretizado tendra una dimensién bien inferior
a la dimension del problema original, el sistema lineal resultante
sera de dimensién menor, mejor condicionado y resoluble con una
computadora mono procesadora. Los diversos sub-problema podran
ser resueltos en paralelo en una computadora con multiprocesadores
y un algoritmo, en general iterativo, permitira la convergencia a la
solucién del problema original.
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Introduccién

Fundamentalmente los métodos de descomposicién de dominios se
dividen en dos tipos :

@ Los métodos con solapamiento son llamados métodos de
Schwarz,

@ Los métodos sin solapamiento son llamados métodos de
subestructuracion,
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Formulacion Multidominios

Para introducir la formulacién multi-dominios de un problema dado
por ecuaciones diferenciales de derivadas parciales vamos a
considerar un problema simple, la ecuacién de Poisson definida
sobre un dominio acotado Q de RY.

—A u(x) = f(x) six eQ
{ i) = 0 5i x € 9Q (1)

con 99 Lipschitz y f € [2(Q).
Su formulacion variacional es la siguiente : Encontrar u € H}(Q) tal
que :

a(u,v) = (Vu,Vv) = / VuVvdx = (f,v), para todo v € H}(Q)
Q
(2)
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Formulacion Multidominios

Introducimos una descomposiciéon del domino Q en dos sub
dominios Q; y € sin solapamiento es decir que Q = Q; U Qs y
Q1N Q =0.

Definimos ' = 901 N 0€2, la interfaz entre los dos sub dominios,
que suponemos Lipschitz. Sea n = 711 el vector normal exterior al
dominio ;.

Figure — descomposicién en dos sub dominios.
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Formulacion Multidominios

Notamos u;, i = 1,2 las restricciones a §; i = 1, 2 respectivamente
de u la solucién del problema monodominio.

El problema (1) puede ser reformulado en la forma multi-dominio
siguiente :

—A wn(x) = f(x) six €y
(

n(x) = 0 si x € 091 NON

u(x) = w(x) sixel

8UQ _ 6u1 o (3)
ﬁ = % SI X € I

wm(x) = 0 si x € 0Q N 0N

—A wm(x) = f(x) si x €
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Formulacion Multidominios

Consideramos los espacios :

(u,v) = /qudx

[2(Q) = {v funcién medible definida sobre Qtal que (v, v)es finita}f
HY Q) = {ve[?Q)tal que Vv € [3(Q)}
H3(Q) = {ve& HYQ) tal que v =0 dans 9Q}
HY2(I') = espacio de trazas en I de las funciones de H(Q)

vV = H@

Vi = {vi € H(Q) tal que vj|lan,na0 = 0}

VP = Ho()

A = {neHYT) tal que n = v|r paraunv e V}.

De hecho A = HY2(M) si FNdQ = ¢ y A = Hy/ s (T) si FNOQ # 6.

Jean R. Roche Decomposicién de domaines 11 /336



Formulaciéon multidominios

Consideramos las siguientes normas definidas sobre estos espacios
de funciones :
Ivlion = (v,v)*/?
En HY(Q)
Ivline = ((v,v) + (Vv, Vv))/?
En H3(Q)
V|10 = (Vv, Vv)Y/2

En A existe C > 0 tal que

IVIFlla < ClivilLa

Jean R. Roche Decomposicién de domaines 12 /336



Formulaciéon multidominios

Definimos en esos espacios funcionales formas lineales y bilineales,
es decir aplicaciones lineales o bilineales con imagen en R. Por
ejemplo :

L(v)=(f,v) = / f(x)v(x)dx

Q
a(u, v):/VvVvdx
Q

Diremos que la forma lineal es continua si |L(v)| < ||L]|||v]|-
Aqui por ejemplo : |(f, v)| < ||f]lo,llv]lo,q (desigualdad de
Cauchy-Schwarz)

En H3(Q) tenemos que :

(£, V) < [Ifllo.allv

1,0
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Formulaciéon multidominios

En el caso de la forma bilineal a(u, v) es continua pues :

|a(u, V)| < [[Vu

0.2llVvioe < llullrallvlie

Decimos que una forma bilineal a(u, v) es "coerciva" en H3(Q) : si
existe o > 0 tal que :

la(v, V)| > allviiq

En nuestro caso la coercividad de a(.,.) se deduce de la desigualdad
de Poincaré : existe Co > 0 tal que :

2 2
Iviloe < CallVviiga

Jean R. Roche Decomposicién de domaines 14 /336



Sea Q un abierto acotado, de frontera Lipschitz, entonces
Yu, v € HY(Q) tenemos que

ou ov
d — id|—7V':17"’,
/g2{8X;V+U8X,} Ix = /rur Vi i n

donde n; es la coordenada i de la normal a la frontera n.
Corolario Si u € H*(Q) y v € H'(Q) entonces :

ou dv ou
/Auvdx_ Z/ ax,ax, dx + r%“ v|rdr.

ysiu,veH(Q)

ou ov
/Q(Auv —ulAv)dx = ~an. vy — uhalr dr.
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Sea u € C(Q)*>NC(Q), Q acotado, que verifica
—Au<0en
Entonces :

sup u = sup u.
Q oQ

Sea u € C(Q)?>NC(Q), Q acotado, que verifica
—Au>0en

Entonces :
inf u = inf u.
Q oQ

Sea u € C(Q)*>NC(Q), Q acotado, que verifica
—Au=0enQ

Entonces :
sup |u| = sup|ul.
Q 0N
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Formulacion Multidominios

Si ahora definimos (uj, v;); = / u;j vi dx

Yy a,-(u,-, V,') = (VU/,VV;);.
La formulacién débil del problema multi-dominios es la
siguiente :encontrar u; € Vi y up € V> tal que :

al(ul,vl) :(f, V1)1 Vv € Vlo
up =up enl
32(U2, Vg) :(f, V2)2 Vv, € VZO
32(U2,R2,u) :(f7R2:UJ)2 + (faRllu)l - al(u17R1M) Ve

donde :
Ri:N— V;tal que (Rin)lr=ni=1,2
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Formulacion Multidominios

Los problemas monodominio y multidominio son equivalentes, es
decir que si u es solucién del probema monodominio, la restriccion
de u a Q1, uy y la restricion de u a €2, up son solucion del
problema multidominio y inversamente si uy y up son solucién del
problema multidominio,

uy en Ql
u =
uz en QQ

es solucién del problema monodominio.
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Formulacion Multidominios

Supongamos que u € H3(Q) es la solucién de la ecuacion
monodominio. Definimos u; = u|q,,i = 1,2, entonces u; € Vi y
verifican las siguientes ecuaciones :

al(ul, Vl) = Vu1Vv1 dx = VUVVl dx = / fvl = (f, V1)1
Q1 (921 (921

ar(uz, vo) = VurVvodx = VuVvydx = / fvo = (f, v2)2
Qo Q> 1951

y

up=urenl
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Formulacion Multidominios

Para p € A definimos la funcién R tal que u — Ru de la manera
siguiente :

B Rip en Qy
N Rop en

entonces Ry € Ha(Q) (reconexion de Sobolev, ver apéndice).
De la definicién de u tenemos que a(u, Ru) = (f, Ru), pero
entonces :

a(u, Rp) = ar(u1, Rp)+az(u2, Rp) = (f, Rp) = (f, Ru)r+(f, Ru)2
concluimos que :

ar(u2, Rp) = (£, Rp)1 + (f, Ru)2 — a1 (ur, Ry)
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Formulacion Multidominios

Consideremos ahora uj, i = 1,2 la solucién del problema
multidominio. Definimos :

y— {ul en Ql (4)

up en

Pero uy = up en T, entonces u € Hy(Q) (reconexién de Sobolev).
Por otro lado si v € H3(Q) podemos definir i = v|r € A. Si ahora
consideramos que el relevamiento R;u pertenece a V; et ademas
vlg, — Ripn € H3 (i) = VP y eso para i = 1,2.
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Formulacion Multidominios

Llevando esto a la formulacion variacional del problema
monodominio obtenemos :

2
a(u,v) = Z aj(uj, vlg, — Rip) + ai(uj, Rip)

i=1
2
- (Z(fa V|Q,- - RI,U)) + 31(U1,R1M)
i=1
+ ( 7R1M) + (faR2M) - 31(U1,'R1,u)
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Formulaciéon Multidominios, caso regular

Sea v una solucién regular del problema siguiente :

Lu= —V.(a(x)Vu) + b(x).Vu+ c(x)u=f, en Q
u=20, en 022

aqui suponemos que b(x) y c(x) > 0 son regulares.
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Formulaciéon Multidominios, caso regular

Teorema

1) Suponemos que u es una solucién del problema monodominio.

2) Sean wy y wy soluciones regulares del problema multidominios

siguiente :
Lwi(x) = f(x) sixey
wi (x) = 0 sixed N
wi (x) = w(x) sixerl

ni.(aVwy — bwy) n.(aVwy — bwy) sixeTl
wa(x) = 0 sixed2No
Lwy(x) f(x) sixeQ

Entonces : o
{Wl(X) = u(x), en

wa(x) = u(x), en Q
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Formulaciéon Multidominios, caso regular

Si u es solucion regular del problema monodominio, sea w; = u en
Q;, mostremos que w;, i = 1,2 son solucién del problema
multidominio.

Lw; = f;,i = 1,2 y por la continuidad de u, wy = wy en T.
Integrando la ecuacién contra una funcién test v € C5°(R) :

/(aVqu — uV.(bv) + cuv)dx = / fv dx
Q Q

2 2
Z/ (aVw;Vv — w;V.(bv) + cw;v) dx = Z/ fv dx
i=1 7 i=1 7%

Por otro lado si aplicamos Green :

2
Z/ —V.(aVw; — bVw;)v + cw;v) dx
i=1 /i

2
— / n.(aVwy — bwy; — aVwy + bwy)v dl = Z/ fvdx
] i=1 7

Jean R. Roche Decomposicién de domaines 25 /336



Formulaciéon Multidominios, caso regular

/nl.(QVWl — bwy; — aVws, + bW2)V dlf =0,Vv € Cé)o(Q) (5)
r

En consecuencia :
n.(aVwy — bwq) = nm.(aVwe — bwy), en T (6)

Los calculos, a causa de la regularidad, pueden efectuarse en los
dos sentidos.
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Formulacién Multidominios, elementos finitos

Q

Q4

Figure — Malla en dos subdominios

V, = {Vh 1V € CO(Q) yvr E]Pl( ) VTGIE,( )} y
Xp = VN H3 (Q). Anotamos X() 1 < j < Ni; los nodos de interpolacién
de Q;i=12y xj( ), 1 <j < Nr los nodos de interpolacién de I'. Las

funciones de base de X}, son anotadas en consecuencia : go(') las funciones
(r r
asociadas a los nodos x(') % (" |as funciones asociadas a los nodos xj( ),
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Formulacién Multidominios, elementos finitos

Asi up € Xp, podra escribirse de la manera siguiente :

Ny N> Nr

un(x) = 3 un(xM)e (x) + 3 un (Pl () + 3 (]

Jj=1 Jj=1 Jj=1

Entonces la formulacion debil toma la forma siguiente :

Na N
3 un(xM)ar (e, o )+ZUh(xj(r))a1(so§r),<p,(-”): (F,oM,1<i< M
=1
JN2
> un(g (e, o +ZUh Nar(e, o) = (FeP)a1 < i <Ny
=1
JNr
3 un (@, o0 + (e, D)+
j=1

Ny No

1 r % r

+ > un(x; o ))31(501( )oY + > un(x] (@ ))az(apj( ), M)

Jj=1 j=1
= (F, 61+ £,60)a, 1<i<Nr
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Si ahora anotamos :

o (Aun)ij = a(eY, V). (Arr)ij = ar(el”, o),

F); = (f o),

Az)ij = 22(0, 0).(Aar)ij = 226, 01),

F2); = (f, ¢/,

(
° (
(
(Ar1)ij = a1(e; "5 #; ) (Ara)iy = a2(;™, ¢ ),
(
(
(

° 1 (N 2 (N
o (AD)ij = a1l &) (AD)i; = a2("), o),
o (F); = (£, &)1 (FD); = (F,6")2,

o (Ur); = un(xV), (L2); = un(x?) y (V); = ().
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Formulacién Multidominios, elementos finitos

El sistema discreto puede ahora formularse de la manera siguente :
AU+ AirA=F
AUy + AxrA = F>
Ar1Us + AraUs + (AD + AP = FT 4+ F]
Donde U; es el vector de incégnitas en 1, Us es el vector de incégnitas

en Q5 y \ es el vector de incégnitas en T,
Dicho de otra manera, U es solucién del sistema lineal :

Au 0 A |U F1
0 Ax Ax| |U:| =|F
Ari Arz Arr [ A Fr

donde Arr = (A + A) y Fr = F{ + F.
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Operador de Steklov-Poincaré

El operador Steklov Poincaré que también se conoce como el
operador de Dirichlet-Neumann es un operador que en el caso de
una equation eliptica sobre un dominio acotado con condiciones de
borde (en la frontera) de tipo Dirichlet le da al dato de Dirichlet en
la frontera la derivada normal en la frontera.

El algoritmo consiste fundamentalmente en la resolucién de una
ecuacién con incégnitas solamente en I

Vamos a determinar la condicién de Dirichlet en el borde ' de
manera que la solucién de nuestra ecuacién en los sub dominios
verifique todas las condiciones de formulacion multidominios.
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Operador de Steklov-Poincaré

Sea A la valor incognita de u en I'; consideremos los dos problemas

siguientes :

—-A

para i =1,2.

wi(x) = f(x) si x € Q;
wi(x) = 0 si x € 0Q; N OS2
wi(x) = A sixel

Formalmente w; = u; para i = 1,2 si y solamente si

Ows
on

G _
on
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Operador de Steklov-Poincaré

Consideremos la descomposicién de w;,i=1,2 siguiente :
wi = w; + wj (7)
tal que :
-A w'(x) = 0 si x € Q;
wi(x) = 0 si x € 082; N OS2 (8)

wi(x) = A sixel

Es decir que w; es el relevamiento arménico de A en Q;, que
notamos H;\. Por otro lado :

—A wi(x) = f(x) si x € Q;
wi(x) = 0 si x € 0Q; N 0N 9)
wi(x) = 0 sixel

Notamos w; = G;f.
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Operador de Steklov-Poincaré

Queremos obtener \ tal que se verifique :

8W1 _ 8W2
on o
o(wy +wy)  O(ws + w3)
on N on
O(w — w5) _ Ows — wp)
on on

OHIA  OHhA  0G,  9Gy
on on  On on
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Operador de Steklov-Poincaré

Es decir que formalmente A\ debe satisfacer una ecuacién definida
en la interfaz :

SA=x
con
$=5 -5,
OH;\
A on

i = 1,2, el operador de Steklov-Poincaré.
El segundo miembro x es dado por :

_0Gf OGS
-~ on on

X
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Operador de Steklov-Poincaré, formulacién débil

El operador de Steklov-Poincaré esta definido como S : A — A ,( N
el dual de A). Y puede ser representado de la manera siguiente :

2. OH;A
<5U7H>m0\=:;§;< 5 ) (10)
2
_ Z;/Q V(Hin)V(Rip)dx (11)
:EzaUﬂmRm)VmueA (12)

i=1
Si elegimos como relevamiento R; el relevamiento harménico H;
obtenemos :

(Sn, YA A Hin, Hip) Vn, m e A (13)

||MN

verificamos que S es un operador simetrico, continuo y eliptico.
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Operador de Steklov-Poincaré, formulacién débil

El segundo miembro de la ecuacién puede expresarse de la manera
siguiente :

b mwen == (0

— Joo, 0N
2
:Z/ fR,-de—/ VGifVRu dx
i=1 7% L

2
— Z((f,R,-u),- — ai(Gif, Riu))
i=1

Es lineal y continuo pues combinacién de funciones lineales y
continuas sobre A. En consecuencia, el problema de
Steklov-Poincaré admite una anica solucién (Teorema Lax
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Operador de Steklov-Poincaré, formulacién débil

El algoritmo que resulta es el siguiente : Calcular A tal que :

(SA, p) = 06w (14)
donde :
2
(SA ) = ai(Hid, Hip) (15)
i=1
H; X\ es solucién de :
HXx eV,
a,-(H,-)\, V,') =0 VV,' € V,-O
HX=Xen Tl
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Operador de Steklov-Poincaré, formulacién débil

El segundo miembro de la ecuacién es dado por :

2

06 ) =Y _((F, Hip) — ai(Gif , Hip)) (16)
i=1

donde G;f es la solucién de :

G;f € V,'O
a,-(G,-f, V,') =f Vv, € V,-O
G,'f =0en 89,
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Caso de la elasticidad lineal

Sea 2 un abierto acotado y conexo.

Figure — descomposicién en dos sub dominios.
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Caso de la elasticidad lineal

Denominamos u :  — R? el vector de desplazamientos y entonces
la ecuacién de equilibrio en elasticidad lineal puede escribirse de la
manera siguiente :

(Lu)/ :‘F/ en Q, /Zl,...,d,
u =@p en Ip="Tp,

d
ZU/J(”)UJ = (n) en OQn =Ty, I=1,...,d.
j=1

donde : ;
(Lw)==>" ;U,J(W), I=1,....d
=i
a1j(w) = ﬁ((fwj + L) + Adiv(w)on
X; Ox;

donde I,j=1,....d, i >0, >0 los coeficientes de Lamé y 1
el tensor de Kronecker.
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Caso de la elasticidad lineal

@ Las funciones f, ¢p y ¢ son funciones vectoriales definidas
en Q, I'p y 'y respectivamente.

@ La descomposicion del borde 92 en I'p y I'y verifica que
FpUly =09, FD;AgbyI’DﬂFN:gZ).
@ El vector f representa las fuerzas que acttan sobre el cuerpo Q.

@ ¢p es el desplazamiento en la porcién del borde o frontera
llamado 'p

@ y es la traccién aplicada en la region complementaria de la
frontera llamada Iy.
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Caso de la elasticidad lineal, formulacién multidominios

Ahora consideramos la descomposicién en sud-dominios sin
solapamiento Q1 y Qs tal que Q1 N =y QU = Q.
Notamos I la frontera ficticia entre Q1 y Qy (' = 921 N Q).
Notamos u;,i = 1,2 las restricciones de u a Q1 y
respectivamente. Las condiciones de transmisién através de la
frontera ' toman la forma siguiente :

up = up

d d
ZU/J(ul)nj = ZU/J(Ug)nj enl
j=1 j=1

donde n; es la coordenada j de la normal al borde I, n, exterior al
dominio €. Estas condiciones representan la continuidad de los
desplazamientos y los esfuerzos o tensiones normales en T,
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Caso de la elasticidad lineal, formulacién multidominios débil

Consideramos la forma bilinear siguiente :

_ B 9. 9 O 0
e(w,v) = 5 /lez_:l(axleJr 8><J-WI)(8X,VJ+ 6><jvl)

+ 3\/ divwdivv
Q

en el espacio (H}D(Q))d, con

H%D(Q) = {v € HY(Q) tal que vr, = 0}
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Caso de la elasticidad lineal, formulacién multidominios débil

Si suponemos que f, ¢p y @y pertenecen a (L%(2))? podemos
enunciar la formulacién débil del problema de elasticidad de la
manera siguiente :

e(w,v) = (f,v) + (@n: vry)ry — e(@p, v) Vv € (HF, ()

con (¢, Y)r, = /r p- Y dyy @p el prolongamiento a todo Q del
N
dato ¢p.

En consecuencia la solucién del problema de elasticidad esta dada
por u=w + @p.

Gracias al la desigualdad de Korn, se demuestra la existencia y
unicidad de la solucién.
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Caso de la elasticidad lineal, formulacién multidominios débil

Asi la formulacién débil para dos subdominios se puede enunciar de
la manera siguiente :

Encontrar u; € (V4)? y up € (V5)9 tal que :

el(ul,vl) = (fl,vl)l Vvl € (Vlo)d
uip =usenl

(2, v2) = (f2,v2)2 Wvo € (VO)?

e2(uz2, Rop) = (f2, Rop)2 + (f1, Rap)1 — er(ur, Rap) V i € A

donde R; es la prolongacién de A9 — \/,-d.
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Caso de la elasticidad lineal, formulacién de Steklov-Poincaré

*

De manera similar al caso del Laplaciano escribimos u; = Enr + uj
donde Enr es la prolongation "arménica" de nr a todo el dominio
Q;, solucién de :

Emr € (Vi)?
e,-(Emr,v,-) =0 W, e (V,-O)d
Emr =mnrenl

Por otro lado u? es definido como la solucién de :
1

uf € (VP)?
ei(uf,vi) =0 W; € (V0)
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Caso de la elasticidad lineal, formulacién de Steklov-Poincaré

La formulacion de Steklov-Poincaré para dos subdominios puede
enunciarse de la manera siguiente : encontrar A € A tal que :

SA=x
onS=S+Syx=x1+x e (N).
(Sm, 1) = ei(Em, Eipr), ¥, € (N)?

(xi» 1) = (F, Eip) — ei(uf, Eip) Y € A
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Resumen del curso precedente

Dos tipos de métodos :

Figure — Con solapado Figure — Sin solapado
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Resumen del curso precedente

Caso sin solapado :

{—A ulx) = f(x) six €Q
ulx) = 0 si x € 00

con 9N Lipschitz y f € L2(Q).

-A wn(x) = f(x) six €y
(

n(x) = 0 si x € 0021 NON
ui(x) = w(x) sixel

Oup  Ou )

ﬁ = ﬁ SI X € r

wm(x) = 0 si x € 0 N 0N

—A wm(x) = f(x) si x € Qo
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Resumen del curso precedente, Operador de

Steklov-Poincaré.

Encontrar A € A tal que :

—A wu(x) = f(x) si x €y
un(x) = 0 si x € 01 N 0N
u(x) = A sixel

—A wm(x) = f(x) si x € Q
wm(x) = 0 si x € 0 N 0N
wm(x) = A sixel
y Oup = % sixel

on  On
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Resumen del curso precedente, Operador de
Steklov-Poincaré.

Si se definen H;\,i = 1,2 y G;f de la manera siguiente :

—-A H,')\(X) =0 si x € Q;
HiAx(x) = 0 si x € 0Q2; N 022 (17)
Hix(x) = A sixel

Es decir que H;\ es el relevamiento arménico de A en Q;. Por otro
lado :

Gf(x) = 0 six € QNI (18)

—A Gif(x) = f(x) si x € Q;
Gf(x) = 0 sixel

Entonces tenemos que :

OHL B OHo\ B 0Gof _ G f
on on  0On on
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Resumen del curso precedente, Operador de

Steklov-Poincaré.

Es decir el meta algoritmo que obtenemos es el siguiente :
Calcular X talque :

SA=x
con
S=5-5,
OH; )\
SiA = on’

i =1,2, el operador de Steklov-Poincaré.

El segundo miembro x es dado por :
_0Gf  OGif
- On on
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Resumen del curso precedente, Operador de

Steklov-Poincaré.

Calcular X tal que :

(SA, p) = 06w (19)
donde : ,
(SA, ) =" ai(HiX, Hip) (20)
i=1
H;\ es solucién de :
H\ eV
a,-(H,-/\, V,') =0 VV,‘ € V,-O
HX=XenTl
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Resumen del curso precedente, Operador de

Steklov-Poincaré.

El segundo miembro de la ecuacién es dado por :

2

06 ) =D _((F, Hip) — ai(Gif, Hip)) (21)
i=1

donde G;f es la solucién de :

Gif e V?
a,-(G,-f, V,') =f Vv € V,-O
G,'f =0en 89,
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Resumen del curso precedente, Aplicacién numérica

Q

Q4

Figure — Malla en dos subdominios

V, = {Vh 1V € CO(Q) yvr E]Pl( ) VTGIE,( )} y
Xp = VN H3 (Q). Anotamos X() 1 < j < Ni; los nodos de interpolacién
de Q;i=12y xj( ), 1 <j < Nr los nodos de interpolacién de I'. Las

funciones de base de X}, son anotadas en consecuencia : go(') las funciones
(r r
asociadas a los nodos x(') % (" |as funciones asociadas a los nodos xj( ),
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Resumen del curso precedente, Aplicacién numérica

Si consideramos el problema test :

—Au="fen
u=20en 0N

Si ordenamos los indices de manera adecuada, sistema discreto
puede formularse de la manera siguente :

AU +AirA=HF
AU + AorA = R

AriUr + A Us + (AI(_ll_) + AI('2F)))‘ = Flr + F2r

Donde U; es el vector de incégnitas en 1, U, es el vector de
incégnitas en 5 y A es el vector de incognitas en .
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Resumen del curso precedente, Aplicacién numérica

Dicho de otra manera, U es solucién del sistema lineal :

A 0 Air| U F1
0 Ax A |Ua| = |F
Ari Arz Arr] [ A Fr

donde Avr = (A2 + AR) y Fe = F{ + L.
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Resumen del curso precedente, Aplicacién numérica

Una sustitucién de Gauss por bloques nos da :

Ur = AL (FL — Air)), y Ua = A2 (Fa — Aor .
remplazando en la ultima ecuacién obtenemos :
(Arr — Art A Arr — AraAsy Aor)A = Fr + AriA Fi + ArAs, Fo.
Podemos ahora notar

Z = (Arr — Ar1Af Arr — AraAy, Aor)
h

la matriz complemento de Schur y

Xr = fr + ArA Fi + ArAg Fa
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Resumen del curso precedente, Aplicacién numérica

Obtenemos asi el sistema lineal complemento de Schur siguiente :

Ypur = Xr

que es la version algebraica del sistema de Stelov-Poincaré.

Si descomponemos Arr = A(l) (1) , podemos decir que :

p=X1p+ Xop

donde : .
Sin=AY _ALATAL i=1,2.

Estas matrices son densas, simétricas y definidas positivas(version
discreta de la elasticidad). Cuando el niamero de incégnitas es
pequefio y podemos calcular el complemento de Schur el método es
llamado de condensacién estatica. Sino, en general, para resolver el
sistema lineal se utiliza el método del Gradiente Conjugado.
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Resumen del curso precedente, Aplicacién numérica

Si aplicamos un método iterativo a la resolucién de este sistema
lineal, por ejemplo el gradiente conjugado esteramos obligados de
calcular :

YpA

es decir :
(Arr — Ar1 A Arr — ArAzs Aor) A

y en particular :
w = A Air

haremos en la practica :
Annw = ArrA
que no es otra cosa que calcular :

Hi
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Resumen del curso precedente, Aplicacién numérica

Es decir que a cada iteracion A* de un méthodo del Gradiente
conjugado o Richardson tendremos que calcular :

Hi\i=1,2

es decir resolver :
Aijw; = Air A<, i = 1,2

y al inicio calcular :
il
8i = A,',' Fi

es decir resolver :
AiiGit = F;
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Método de Schwarz

Consideremos el problema test y elemental de Poisson :

{—A u(x) = f(x) six €Q
ulx) = 0 si x € 00

con Q un dominio abierto, acotado y Lipschitz. la funcién
f e l?(Q).
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Método de Schwarz

Consideramos una descomposition en dos sub dominios Q; y Q5 tal
que Q=QUQs y Q1 NQy # ¢.

o0

0, N2

2

Figure — descomposicién en dos sub dominios.
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Método de Schwarz, alternativo, multiplicativo

Si u? = u0|91, para k = 0, ...,convergencia

—A U (x) = f(x) six €y
kit i(x) = ub six € 01 NQ
kit l(x) = 0 si x € 091 N 0N
y
—A Ukt x) = f(x)  sixeQ
u§+1(x) = uf“ six € 0 N
u§+1(x) =0 si x € 90 N O

Se demuestra que las secuencias {uf}, y {uk}, convergen a

U = ulg, y uz = ulq,.
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Método de Schwarz, alternativo, multiplicativo

@ Sea wy = 0. Para k=1,... convergencia, calcular uf solucién de

AuX =1, en
(“f)anman = g1 en 0€2; N OS2
(uf)ry = wi™!

wy = houf (la traza de uf en )

calcular u¥ solucién de

AUzk = f—27 en QQ
(ug)agzmag =g en 0, N 0N
(U;)rl - W2k
wy = hus (la traza de uj en T)
Si ||wf — wf| < tolr y ||wy — wi| < tolr Stop

Si[|uy — uf | < tolg, y [lus — us~1| < toly, Stop
endPara

@ u=ufen Q, u=uken Q\ Q.
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Método de Schwarz, paralelo, aditivo

Dados v = u®|q, y uf = 0, pari k =0, oo convergencia
vamos a construir dos secuencias {u; }|x y {u5 }« que resolveran
los problemas siguientes :

—A uf(x) = f(x) six €y
kit (x) = ub si x € 01 NQ
it l(x) = 0 si x € 901 NN
y
—A ukl(x) = f(x) si x €
ustH(x) = uf six € 0 Ny
usti(x) = 0 si x € 0 N 0N

en este algoritmo esta claro que los dos problemas son
desacoplados y pueden ser resultos en paralelo.
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Método de Schwarz, paralelo, aditivo

@ Seaw) =0y wd =0. Para k =1,... convergencia, calcular uf

solucién de
Aulk = fl7 en Ql

(Uf)anmaﬂ = g1 en 021 N O

(uf)ry = wf

calcular u¥ solucién de
AUzk = 7“27 en Qz

(US)BQZOGQ =g en 0, N O
(u3)r, = wy

ws = houf (la traza de uf en )

wy = hus (la traza de uj en T)

S! ||Wé‘ - m;lkle < tolry ||Wé‘ - Vsz_llH < tolr Stop

Si |luf —u || < tolg, y |lus — u; || < tolg, Stop

endPara

@ u=ufen Q, u=uken Q\Q.
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Método de Schwarz, forma débil

Recuerden que la formulacién débil del problema monodominio test
es la siguiente, encontrar u € V = H3(Q) tal que :

a(u,v)=(f,v), VveVv

donde :
a(u,v) = / VuVvdx
Q

Definimos sobre cada subdominio las formas bilineales siguientes :
aij(u, v) :/ VuVvdx
Q;

definidas en V2 = H}(Q)), i=1,2y

1

Vi={veVlv=0in Q\Q}.

Jean R. Roche Decomposicién de domaines 69 /336



Método de Schwarz multiplicativo, forma débil

Supongamos conocer u® € V, paracada k>0
Vamos a calcular wf € V{ la solucién de la ecuacién

al(wlk, vi) = (f,v1)1 — al(uk, vi)V vy € Vlo (22)

a continuacién definimos la prolongacién por zero de Wlk a todo Q,
wf y entonce notamos

uk /2 = k4 v;lk (23)
es decir :

k+1 :
uk+1/2(X) _foufT(x) sixey

_{ us(x) sixeQ\Q (24)

Jean R. Roche Decomposicién de domaines 70/ 336



Método de Schwarz multiplictivo,forma débil

Luego calculamos wy € V2 tal que :
(W, ) = (f,va)2 — a(u" 2 ) V vp € V) (25)

Prolongando por zero wx a todo Q, se obtiene wx y entonces la
iteracién siguiente :

Ukl = kL2 gk (26)
es decir que

k+1 :
kil oy | up T (x) six €
uTx) = { i Tl(x) sixeQ\Q
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Método de Schwarz aditivo,forma débil

En el caso de la formulacion aditiva tenemos una formulacién
similar : calcular wf € V{ la solucién de la ecuacion :

a(wf,v1) = (F,v1)1 — ar(u¥, ) ¥V vy € VP (28)
y en paralelo podemos cacular W2k e VP tal que :

a(wk vo) = (f,va)2 — ax(uX, o) ¥V vo € V2 (29)
la nueva iteracién esta definida por :

Rt = K Wk wk (30)
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Método de Schwarz aditivo,forma débil

Entonces :
uki(x) six € Q\Q
KT (x) = ¢ kT (x) + ub T (x) — UK (x) six e Q1N Q

ustH(x) sixeQ\
(31)

Las dos formulaciones, multiplicativa y aditiva pueden conducir a la
version discretizada por elementos finitos.
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Método de Schwarz, generalizacién

Lo expuesto en las secciénes precedentes se aplican a todo operador
eliptico L, es decir podemos remplazar A por L en todas las
deduccidnes. Se puede considerar la equacién :

—L u(x) = f(x) six e

{ u(x) = 0 si x € 082 (32)

Donde L es un operador eliptico y simétrico dado por :
d
0 ou
1,j=1
los ceficientes a;j y ag son funciones de L*°)Q2). Por simetria
entendemos que ajj(x) = aj(x), Vx€Q, i,j=1,---,d y por
elipticidad, que existe aig > 0 tal que :
d
D ai(x)0¢ > aol¢?, V¢ e R, x € Q (34)
lj=1

y ao(x) >0, Vx € Q.

Jean R. Roche Decomposicién de domaines 74 /336



Método de Schwarz, generalizacién

la forma bilineal asociada es :
ou Ov
a(u,v) = /Q(Z S ) T A0V (35)

Esta forma es bilineal, simétrica, continua y eliptica sobre H ().
En la formulacién multidominios cambian un poco las condiciones
de transmision :

up =upenl (36)
8U1 8u2
1= 37
8I’IL 8nL ( )
donde la derivada normal 9 es definida por :
8I’IL
ov d ov
— = — 38
an, ,J.Z_l 7 9" (38)
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Método de Schwarz aditivo, generalizacion

Supongamos una descomposicién de  en m subdominios con
solapamiento, es decir Q;,i =1,--- , m tales que Q = U, Q;,
anotamos I; =0Q;NQy I =uU,T;.

@ Sea w® =0. Paral k =1,... convergencia,
@ Para2 / =1,--- , m calcular uf solucién de
k _
AU/ = fl; en Q,‘

(U/k)BQmaQ =0en 00; NON
(uf)r, = w1 en 0Q;N Q.

endPara2
vk =uf € Ql=1,--- ,m—1yu*=uk EQ\U,'.’;llQ/
wk = Iru* (la traza de u¥ en ")
Si |w* — wk=!|| < tolr Stop
Si |luf — uf7Y| < tolg, I =1,--- ,m Stop
endParal
eu=uenQ,l=1- m-1yu=uf €Q\uUr'Q.
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Método de Schwarz multiplicativo, algoritmo multicolor

Consideremos ahora una particién del conjunto de indices
{1,---,m}, C1,--- ,Cs tal que :

i,j € Cy, COhi#j—)Q,’ﬂQj:qﬁ

Figure — Descomposicién en colores
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algoritmo multicolor

Método de Schwarz multiplicativo,

Dato initial w

1) Para k=0, -, hasta la convergencia
2) Paral=1,---,s
3) Resolver para cada i € C,
—AUKT™ = f en Q;
UM = woen 9N Q
uk /M = 0, en 0Q; N OQ

W — uk+l/m

fin loop en i
fin loop en |
vl =w

fin loop en k

La idea es de elegir la menor cantidad de colores posible.

Jean R. Roche Decomposicién de domaines 78 /336



Método de Schwarz discretizacién, cas 1d

Consideremos el problema elemental siguiente :

{—u”(x) =f(x), con x € (0,1)
u(0)=u(1)=0

y una discretizacién en N puntos de paso h, 0 < x; < 1,
i=1--- N, h=x;—xj_1, x1 =0, x; =x;_1+ h.

La formulacién variacional es la siguiente : encontrar u € H3((0,1))
tal que :

/0 1 Vu(x)Vv(x)dx = /0 1 F(x)v(x)dx
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Método de Schwarz discretizacién, cas 1d

Su approximacién por un método de élementos finitos Py es :
encontrar up € V), tal que :

/01 Vup(x)Vvh(x)dx = /01 f(x)vh(x)dx

donde

vV, = {Vh € CO(O, 1)|Vh|[x;,x;+1] € Pl([X,',X,'_H])} N H&((O, 1)) V), es
un espacio de domensién finita, generado por la base

QSJa./: 17 7N

Asi todo elemento de V}, puede expresarce como una combinacién
lineal de la base :

N

un(x) = ujgj(x), con up(x) = uj

j=1
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Método de Schwarz discretizacién, cas 1d

Sea Up = (u2,-++ ,uy—1) € RN=2 los valores de u; = uy = 0 son

datos. El vector U, es la solucién del sistema lineal :

AU, =

2 -1
-1 2
0 O
A= 0 0
0 0
0 O
0 0

yfp=1{fh, - fy_1}" con:

=

Jean R. Roche

o O O

0

0

0

0 0 0
0 0 0
2 -1 0
-1 2 -1
0 -1 2
0 0
0 0
f(x)i(x)dx

SN | ———
N

o
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Método de Schwarz discretizacién, cas 1d

Consideremos ahora una descomposicién de Q = (0, 1) en dos
subdominios Q1 = (0,xy) y Q2 = (x3,1)

Xy
|
T

Figure — descomposicién en dos sub dominios.
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Método de Schwarz discretizacién, cas 1d

El método multiplicativo de Schwarz se puede entonces formular de

la manera siguiente : dado u§ = (ug, -+, uY) calcularemos la
sequencia :
n+1 __
A11 uy —fl - A12 ug (39)
Appui ™ =f — Apyuft? (40)

donde f; = (f(x1),- - >f(X7))v f = (f(xﬁ)v L F(xw).

La matriz A;»> es una matriz llena de ceros salvo para el coeficiente
correspondiente al dato uy(x,) = ua(xy).

La matriz Ap; es una matriz llena de ceros salvo para el coeficiente
correspondiente al dato ux(xg) = u1(xs).
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Método de Schwarz discretizacién, cas 1d

En el caso de una descomposicién en m subdominios :

9 Qs

Q, Q

Figure — descomposicién en m sub dominios.

Por j =1,---, m debemos resolver :
—_ n+1 n
Ajj = E \jk Uy E Ajicuy.
k=j+1

donde Aj coresponde a la matriz de interfaz en I 4.
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Método de Schwarz discretizacién, cas 1d

Si ahora definimos las matrices de restriccién Ry : RNV — RM,
R : RN — RNz .

Rl
R,
:\ ——t : . ——t— }. —t—t
t J
) Y
Q,

Figure — descomposicién en dos sub dominios.
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Método de Schwarz discretizacién, cas 1d

Verificamos inmediatamente que :
T -
Aj = RAR; ,j=1,2. (41)
Asi para el caso multiplicativo las ecuaciones se escriben :

u"2 = 4"+ RTATIRI(F — Au™) (42)
u"t = u" T2 L RTATIR,(F — Au™) (43)

donde f — Au" es el residuo a la iteracién n.
Un calculo inmediato da :

u™ ="+ (RT AR + Ry AL Ry)(F — Au™).

Se puede ver esta expresion como un método de Richardson
precondicionado para resolver el problema Au = f.
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Método de Schwarz discretizacién, cas 1d

En el caso de una descomposicién en multi-dominios el método
multiplicativo puede enunciarse de la manera siguiente :
Parai=1,---.m

un—l—i/m _ un+(i—l)/m + RiTA;]-Ri(f _ Aun—l—(i—l)/m)‘

Podemos aqui aplicar un algoritmo muulticolor.
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Método de Schwarz discretizacion, Gauss Seidel

Es un método de punto fijo para resolver :

A1l AlZ]
Axi A

AU =F con A= [
Definimos una descomposicion A= M — N y :

MU™t = NU" + F

Podemos elegir las matrices My N;

_|Aur O |10 A
M‘{Aﬂ A22] yN‘{o 0 ]

Obtenemos el método de Gauss Seidel por bloques.
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Método de Schwarz discretizacion, Gauss Seidel.

Que se puede escribir :

Ut = U7 + A (FL = AnUf — A Us)
Ut = Ug T2 o A (Fa — A USHY — A U5)
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Método de Schwarz discretizacion, Gauss Seidel.

RyU
u
u
1 0 0 U1 '
RiU= 1 : : U =
10 --- 0 Uat1
Us
Un

Figure — Operadores de restriccién
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Método de Schwarz discretizacion, Gauss Seidel.

Ry U
uy
u
0 01 Va1 ot
RU=|: : 1 U =
0 - 0 1) | vonn
up
Up

Figure — Operadores de restriccion
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Método de Schwarz discretizacion, Gauss Seidel.

Entonces la iteraciion :

Ut = U + AN (FL — A U — A US)
US—H — U2n—"_1/2 + A (F2 = A22U1 = A22U£)

se puede escribir :

Urtl2 — yn 4 REATLRI(F — AU)
Un+1 Un+1/2 + RtA2 RQ(F AUn+1/2)
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Método de Schwarz discretizacion, Gauss Seidel.

0.1 T T

0.091

0.081 !

0.07 4

Figure — Gauss Seidel una dimension
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Método de Schwarz discretizacién, Gauss Seidel.
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Método de Schwarz discretizacién, Gauss Seidel.
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Método de Schwarz discretizacién, Jacobi

Si ahora elejimos :

_|Aur O _ 0 —A1
(S AL P

Obtenemos el algoritmo de Jacobi :

-1
Un+1 Un |:A11 01:| (F _ Aun)

0 Ay
Utilisando los operadores de restriccion, podemos escribir :
Ut = U" 4+ (REA R + REAL R)(F — AU™)

Pero este algoritmo sin solapamiento no converge !
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Método de Schwarz discretizacién, Jacobi.

Figure — Jacobi una dimensién sin solapamiento
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Método de Schwarz discretizacién, Jacobi.

Figure — Jacobi dos dimensiénes son solapamiento
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Método de Schwarz discretizacién, Jacobi.

0.8
0.6
0.4

0.2

0
! 1 0.9 0.8 0.7 0.6 0.5 0.4 03 0.2 0.1

Figure — Jacobi dos dimensi6nes son solapamiento
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Método de Schwarz discretizacién, Jacobi.
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Método de Schwarz discretizacién, Jacobi.
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Método de Schwarz discretizacion, RAS.

RAS = Restricted Additive Schwarz

R U RyU
[
| | | |
| R |

IE\>1U :T?QU

Figure — Operadores de restriccion
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Método de Schwarz discretizacion, RAS.
Schwarz aditivo
U™ = U" + (REAL R + REASI R (F — AU™)
Restricted Additive Schwarz(RAS)
U™ = U™ + (REAT R + REAL R) (F — AU™)

Figure — Método RAS
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Método de Schwarz discretizacién, ejemplo

La ecuacién considerada es la siguiente :

—u"(x) +2u(x) =2+ 2xx* (1 —x), con x€(0,1) (44)
u(0) =u(1) =0. (45)

Figure — Evolucién de las iteraciones del algoritmo Schwarz aditivo,
solapamiento 10 nodos, 38 iteraciones .

Jean R. Roche Decomposicién de domaines 105 / 336



Método de Schwarz discretizacion, ejemplo

\

W

NNV

o
S
o @

0 0.1 0.2 03 04 05 0. 07 08 0.9 1
Schwarz aditivo, 100 nudos, dos subdominios

Figure — Evolucién de las iteraciones del algoritmo Schwarz aditivo,
solapamiento 20 nodos, 21 iteraciones.

Jean R. Roche Decomposicién de domaines 106 / 336



Método de Schwarz discretizacion, ejemplo

0.25 —

N\

N

\
0.2 4
0.15 4
01 Bl
0.05 4
0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Schwarz multiplicativo, 100 nudos, dos subdominios

Figure — Evolucién de las iteraciones del algoritmo de Schwarz
multiplicativo, solapamiento 10 nodos, 21 iteraciones.
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Método de Schwarz discretizacion, ejemplo

025 T ———T
/\
021 ]
015 ]
011 R
005 - ]
0 . . . . . " . .
0 0.1 02 03 0.4 05 06 07 08 0.9 1

Schwarz multiplicativo, 100 nudos, dos subdominios

Figure — Evolucién de las iteraciones del algoritmo de Schwarz
multiplicativo, solapamiento 20 nodos, 12 iteraciones.
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Método de Schwarz discretizacién, ejemplo

L L L N . L L L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figure — Método alternado
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Método de Schwarz discretizacién, ejemplo

Figure — Método alternado
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Método de Schwarz discretizacién, ejemplo

Figure — Método alternado

Jean R. Roche Decomposicién de domaines 111 /336



Método de Schwarz discretizacién, ejemplo

Figure — Método alternado
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Método de Schwarz discretizacién, ejemplo

Figure — Método alternado
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Método de Schwarz discretizacién, ejemplo

Figure — Método alternado
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Método de Schwarz discretizacién, ejemplo

Figure — Método alternado
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Método de Schwarz discretizacién, ejemplo

Figure — Método alternado
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Método de Schwarz discretizacién, ejemplo

Figure — Método alternado
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Método de Schwarz discretizacién, ejemplo

Figure — Método alternado
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Método de Schwarz discretizacion, ejemplo.

Figure — Método alternado
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Método de Schwarz discretizacion, ejemplo.

Figure — Método alternado
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Método de Schwarz discretizacion, comparacion.

0.1

0.09)

0.08

0.07|

0.06

0.05)

0.04]

0.03]

0.02]

Figure — Método paralelo
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Método de Schwarz discretizacién, ejemplo 2D.

Au = 272 sin(mx) sin(my) en Q
u=20en 00

921 Q

Figure — Descomposicién del dominio
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Método de Schwarz método alternado, ejemplo 2D.

Figure — Solucién exacta
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Método de Schwarz método alternado, ejemplo 2D.

0
E
1 0s 04 03 02 01 0

1 09 08 07 06

Figure — Iteracion zero
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Método de Schwarz método alternado, ejemplo 2D.

0s l0s 07 0 05 04 03 02 0

Figure — Primera Iteracion
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Método de Schwarz método alternado, ejemplo 2D.

Figure — Segunda lteracién
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Método de Schwarz método alternado, ejemplo 2D.

Figure — Tercera lteracién

127 /336



Método de Schwarz método alternado, ejemplo 2D.

Figure — Cuarta Iteracién
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Método de Schwarz método alternado, ejemplo 2D.

Consideramos ahora un nuevo ejemplo donde la funcién fuente f es
la adicién de distribuciones de Dirac.

3
au(X) = Au(X)+ || Vu(x) 3= u(x) | u(x) 7 + ) Kb, VX €Q
j=1
u(X) =0 VX € 0.

donde X = (x,y), 2 =(0,1) x (0,1), u(x) =6, a =1,

Ki=5=K, K3=10, x1 = (0.1,0.2), Xo = (0.5,0.6) y
x3 = (0.9,0.9).
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Método de Schwarz método alternado, ejemplo 2D.

El tamafio del paso espacial es dx = dy = 0,02 y el nimero de
subdominios va de 9 a 16. En la segunda iteracién del método de
Newton tenemos 9 subdominios y a partir de la tercera iteracion el
namero de subdominios necesarios es de 16.

0 0.1 02 03 04 05 O 07
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Método de Schwarz método alternado, ejemplo 2D.

Figure — Aproximacion de la solucién .
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Método de Schwarz método alternado, ejemplo 2D.

Iteracion de Newton 2 3 4
Norma del "update" de Newton | 4.21 | 0.17 0.026 6.410° %
# Iteracién Schwarz - 20 14 6
Norma del "update" de Schwarz 86107 % [9110°%[8810°*
#subdominios 9 16 16

Table — Comportamiento del algoritmo
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Método de Schwarz método aditivo, convergencia en 1D.

Par ilustrar las demonstraciones de convergencia consideramos un
problema a una dimensién, es decir 2 =]0, 1] :

{ —v"(x) f(x) sixe€]o,1]
v(0) = v(1)=0

Se supone aqui que la funcién f es suficientemente regular para que
la solucion pertenezca a C%(Q).
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Método de Schwarz método aditivo, convergencia en 1D.

Definimos Q1 =]0,af y Q2 =], 1[ con 5 < a.

@ |0,1[= [0, a[U]5, 1].

e Q1N :]ﬁ,a[ .
Sea v; la funcién definida sobre[0, @] y v» la funcién definida sobre
[, 1] tal que :

f(x) six€]0,af
v1(0) =0; wvi(a)=w(a)

—N
|
5.
—~~
X
N—
Il

{vﬁ'(x) = f(x) sixé€]s,1]
v(B)  =w(B); w(l)=0
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Método de Schwarz método aditivo, convergencia en 1D.

Si definimos : )
[ wi(x) six€]0,q]
v(x) —{ va(x) i x €8, 1]
entonces vi(x) = va(x) en |B,a y v es la solucién de la ecuacién
original.
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Método de Schwarz método aditivo, convergencia en 1D.

Proposicion

|

Sea v° une funcion tal que v°(0) = v°(1) = 0. Sean {v{} x>0 ¥
{v5} k>0 dos secuencias que verfican :
Para k = 0, .....convergencia
{ ~(T'(x) = f(x) sixelo,af (46)
v (0) =0 v"(a) = vi(a)
{ 1Y) = 1) sx€BI
wHB)  =vB)r wT)=0
Entonces si 3 < o, {vf} =% }” H°°v1 y{vs}— }” ”°°v2 cuando k — oo.
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Método de Schwarz método aditivo, convergencia en 1D.

Demonstracion

Definimos las funciones error siguientes :

d?(x) = vf(x) — vi(x) six €]0, ]
ek(x) = v (x) — wa(x) six €]8,1]

que verifican las ecuaciénes :

—(d*"*Y'(x) = 0 six€]0,qaf
d**(0) =0; d“"Y(a) = v{"(a) — vi(a)
= vf(a) - vao(a) = e"(a)

e1(B) = v (8) - va(f)

{(e’”’l)"(x) = 0 sixe€lg,1]
= v{(B) — vi(B) = d*(B); *1(1) =0
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Método de Schwarz método aditivo, convergencia en 1D.

Demonstracion

Sea ® [a solucion de

—0"(x) =0 six€]0,qf
{ ®(0) 0

Para comparar definimos la funcién z(x) = ®(x) — d**1(x) en
[0, ] , esta funcion verifica :

—Z'(x) = —¢"(x)+ (d*1)'(x) =0 six€]0,q]
z(0) = ®(0)—d0)=0
2(0) = ®(a) - d“(a) = e“(a)| — e“(a) 2 0

entonces por el principio del maximo tenemos que z(x) > 0 en
10, o y por consecuencia ®(x) > d**1(x) en 0, al.
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Método de Schwarz método aditivo, convergencia en 1D.

Demonstracién

Siguiendo con las comparaciones definimos ahora
z(x) = d(x) + d*T1(x) en [0, o]

—Z'(x) = —®"(x)+(d")(x) =0 six€]0,a]
z(0) = o(0)+d“(0)=0
z(a) = ®(a)+ d(a) = |e¥(a)] + eX(a) > 0

entonces por el principio del maximo tenemos que z(x) > 0 en
10, o y por consecuencia d**1(x) > —d(x) en |0, a[. Entonces
tenemos que :

— d(x) < d*(x) < d(x) six€]0,af
eso implica que |d*T1(x)| < ®(x) si x €]0,a[, més adin :

Hdk—i_lHoo,[Oﬂ] S ||¢||oo,[0,01] S |ek(Oé)| S ”ek”OO,[ﬁ,].]
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Método de Schwarz método aditivo, convergencia en 1D.

Demonstracion

Ahora consideramos ®(x) en [, 1] tal que :

{—CD”(X) =0 six €]6,1]
o(B)  =[d“H(B); (1) =0

entonces b(x) = |d*~1(8 )\E - 3 > 0.
Si z(x) = ®(x) + eX(x) en [B,1], z(x) verifica :

{ —Z'(x) = —¢"(x)— (") (x)=0 six€]p 1]

z(1) = o(1)+ef(1) =0
z(8) = |dNB) +eN(B) =|e¥(B) + €4(B) = 0

entonces z(x) > 0 en [$3, 1](Principio del Maximo) y por
consecuencia :

¢x+ex>0 ex> —d(x) en [3,1
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Método de Schwarz método aditivo, convergencia en 1D.

Demonstracién
Sea z(x) = ®(x) — eX(x) en [B, 1], z(x) verifica :

{ —2'(x) = —0"(x)+(e")'(x) =0 six€]B,1]

z(1) = o(1)-e1)=0
2(8) = |dYB) - e (B) = le"(B) e (B >0

entonces z(x) > 0 en [3, 1|(Principio del Maximo) y por
consecuencia :

®(x) — e(x) 2 0y &(x) > e“(x) en [, 1]
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Método de Schwarz método aditivo, convergencia en 1D.

Demonstracion

Lo que implica :

_1)
dk+1ooa<eka < ®(a) = |gk1 (a
| lloo,0,0] < [€*(a)] < ®(a) = | (6)\(ﬁ_1)

< 7l oo 0,01
con ( 1)

a_
< <1
n=B-)

entonces :

Hdk+1||oo,[0,a] < 'VIHdkilHoo,[O,a] con 1 <1

y en consecuencia ||dk||oo,[o,a] — 0 cuando k — oo.
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Método de Schwarz método aditivo, convergencia en 1D.

Demonstracién

Utilizando la misma técnica podemos demostrar que

Hlos

- B
le 181 = 72||ek lHoo,[m] con vz < o < 1 y entonces

||€k||oo7[5,1] — 0 cuando k — oo.

Tenemos como consecuencia que :

K
1d¥]l o, 10.0] < V2 1d° 000,01
k
. x
1€ loi8,1] < V2 11€°00,(8.1]

donde 71 y 2 dependen directamente del solapamiento, es decir de

a—LBy o mas grande es el solapamiento mas rapida es la

convergencia, pero menos interesante es el método.
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Método de Schwarz método aditivo, convergencia en 1D.

Esta constatacién es ilustrada en el pequefio ejemplo siguiente :

{—v"(x) =0 six €]0,1]
v(0)=v(1)=0

Figure — Evolucién de las iteracion.

Jean R. Roche Decomposicién de domaines 144 / 336



Método de Subestructuracion, Complemento de Schur.

Consideremos una descomposition del dominio Q2 en dos
subdominios Q7 y Q5 tales que Q1 N =0y Q1 U = Q.
Definimos I = 091 U 92, la interfaz entre los dos subdominios.

Figure — descomposition en dos subdominios sin solapado.
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Método de Subestructuracion, Complemento de Schur.

Asi up € Xp, podra escribirse de la manera siguiente :

Ny Na Nr
() = > g () + D g 0x) + 3 el ()
Jj=1 j=1 =1

Entonces la formulacion debil toma la forma siguiente :

=

1

uh( Y)a (901 ,<,0, +Zuh(x o ,_1)): (ﬂ‘PEl))l’lSiS Ny

(]

.
Il
-

Uh( ‘(2))32 SOJ a‘p, + Zuh 32 i )7901('2)) = (f’(p/('z))% I1<i<M

Mz

j=1
Nr
i
3 un(xM)an(@", ) + a2, o{0)+
j=1
N2
1 r 2 r
+ 3 un(xar (6P, ) + 3 un(xP)ax(0?, o)
j=1 j=1
= (F, 61+ £,60)a, 1<i<Nr
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Si ahora anotamos :

o (Aun)ij = a(eY, V). (Arr)ij = ar(el”, o),

F); = (f o),

Az)ij = 22(0, 0).(Aar)ij = 226, 01),

F2); = (f, ¢/,

(
° (
(
(Ar1)ij = a1(e; "5 #; ) (Ara)iy = a2(;™, ¢ ),
(
(
(

° 1 (N 2 (N
o (AD)ij = a1l &) (AD)i; = a2("), o),
o (F); = (£, &)1 (FD); = (F,6")2,

o (Ur); = un(xV), (L2); = un(x?) y (V); = ().
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Método de Subestructuracion, Complemento de Schur.

El sistema discreto puede ahora formularse de la manera siguente :

AnnUi +AirA=F
Al + AxrA = F;

Ar1Ui + Ara Uz + (Al(-ll-) + A|(-2r))>\ = Flr + F2r

Dicho de otra manera, U es solucién del sistema lineal :

Au 0 A |U Fr
0 Ax Ax| |U:| =|F
Ari Ar2 Arr] [ A Fr

donde Arr = (A + A) y Fr = F{ + F.
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Método de Subestructuracion, Complemento de Schur.

Una sustitucién de Gauss por bloques nos da :

Ur = A7 (FL — AirUr), y Ua = A2 (F2 — Aor Ur).
remplazando en la ultima ecuacién obtenemos :
(Arr — Ar1A Arr — AraAsy Aor ) Ur = Fr+ A1 A Fi+ A Ay Fo.
Podemos ahora notar

Z = (Arr — Ar1Af Arr — AraAy, Aor)
h

la matriz complemento de Schur y

Xr = fr + ArA Fi + ArAg Fa
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Método de Subestructuracion, Complemento de Schur.

Obtenemos asi el sistema lineal complemento de Schur siguiente :

Ypur = Xr

que es la version algebraica del sistema de Stelov-Poincaré.

Si descomponemos Arr = A(l) (1) , podemos decir que :

p=X1p+ Xop

donde : .
Sin=AY _ALATAL i=1,2.

Estas matrices son densas, simétricas y definidas positivas(version
discreta de la elasticidad). Cuando el niamero de incégnitas es
pequefio y podemos calcular el complemento de Schur el método es
llamado de condensacién estatica. Sino, en general, para resolver el
sistema lineal se utiliza el método del Gradiente Conjugado.

Jean R. Roche Decomposicién de domaines 150 / 336



Método de Subestructuracion, Complemento de Schur.

Si se nota r* = yr — Zhu[’f el residuo a la iteracién k.
° EtapeO:uOE]R"et tol > 0; kzl;pozr0

@ Etape k : verificacién de la condicién de corte. Si HrkH < tol

STOP
@ Sinon
o Calculer : )
e
(Znp*, p¥)
]
UL = gk pkpk
o
PRl — ks, ok
[ ]
ghon _ 1P
[Irk]|2
]
pkFl — phHl 4 gkl ok
o k=k+1
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Método de Subestructuracion, Complemento de Schur.

Dos dificultades aparecen en este algoritmo, la primera de orden
operativo, el calculo de ¥;,p¥, y la segunda la convergencia.
Para calcular X,v, v un vector de dimensién N efectuamos :

T1av =(AD — An ATl Arr)v

Tonv =(AL? — AraAz} Aar )V

La evaluacién de w = A;lA;rv, i = 1,2 se hace de la manera
siguiente, se calcula la solucion del sistema lineal :

Aiiw = Ajrv

Esto equivale a resolver el problema discreto sobre cada sub
dominio, y se puede hacer en paralelo.

Jean R. Roche Decomposicién de domaines 152 /336



Método de Subestructuracion, Complemento de Schur.

El segundo problema, la convergencia del algoritmo del Gradiente
Conjugado depende del condicionamiento de la matriz ¥, que se
nota cond>(X). Una estimacién del nimero conda(Xp) (ver
Quarteroni) nos dice que :

condx(Xp) < Coh™!

donde h es el paso de discretizacion y la constante Cy es
independiente de h.

Una primera posibilidad de precondicionamiento, para que el
condicionamiento sea independiente de h es considerar el sistema :

z;hlz,,ur = z;hlxr, i=1,2

" El nuevo sistema, precondicionado por Zl_}, o) ZZT}, tiene un

namero de condicionamiento independiente de h.
condx(E;}%,) < G, i =1,2.

Con C; independiente de h.
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Método de Subestructuracion, Complemento de Schur.

Haciendo una permutacién de indices adaptada podremos
particionar el vector de incognitas U = [U;, Ur] y el vector del
segundo miembro en [F;, Fr]. Asi la ecuacién :

Au=f

donde A es la matriz de rigidez, puede rescribirce por bloques :

[A// A/r] [U/] _ [F/]
Ari Arr] [Ur Fr

donde la matriz Ay es una matriz por bloques :

Ayp - 0
Ay = e
0 - Anm
donde A;; es la sub-matriz de la matriz de rigidez local asociada a

un problema sea de Dirichlet o Neumann en ;.
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Método de Subestructuracion, Complemento de Schur.

La matriz de rigidez asociada a un problema local es dada por :

Aii  Air
Ai = (i)
Ari Arp

Los coeficientes de los bloques de la matriz A; estan dados por;
(Aii)rj =ai(¢j, 1), 1< j, I < N;
(Air)1,r =Ai(Wr, d1), 1< r < J;, 1T N,
(A =ai(r,s), 1< r,s < Jj

donde ¢;, j = 1,---, N; son los elementos de la base de elementos
finitos correspondientes a los nodos en el interior de Q; y v,

r=1,---,J; son los elementos de la base correspondientes a los
nodos en la interfaz I';.
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Método de Subestructuracion, Complemento de Schur.

Un proceso de sustitucion de tipo Gauss por bloques similar al caso
de una descomposicon en dos sub dominios nos permite de calcular
la matriz complemento de Schur en el caso multidominios.

m
Th=> Rir(Ar) — AL A Ar)Ri
i=1

XF—ZR Fir— :FA IF)

y el sistema lineal asociado es :

YUy = xr
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Método de Subestructuracion, Complemento de Schur.

1) parai=1,---,m (Namero de subdominios)

Ensamblar las matrices A,-,-,A,-r,Arr("), Fi, Fir,
Calcular los factores de Cholesky : A; = L;L!
Ensamblar las matrices ¥; = Arr() — FLILTAir
Ensamblar Fir = Fir — ALLILTYF,.

Fin de la iteraciéon sobre los subdominios.

2) Ensamblar :

h=> RiTiRir
i=1

m
Fr =Y RitFir
i=1

Jean R. Roche Decomposicién de domaines 157 / 336



Método de Subestructuracion, Complemento de Schur.

3) Factorizcién de Cholesky de ¥ : &) = Ly L% vy resolver :
L):Wr :Fr
LtZUr =wr
4) Parai=1,---,m resolver (eventualmente en paralelo) :
AiiU; = (Fi — AirRi r Ur)
Fin de la iteracién sobre los subdominios.

Obtenemos U = (Ui, -+, UL, Uf) la solucién numérica de nuestro
problema.
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Método Dirichlet-Neumann

El objetivo de este typo de métodos es de calcular de manera
problema multi-dominios :

iterativa una solucién del

u1(x)

u1(x)
u1(x)
8U2
on
tp(x)

—A  w(x)

—A

Si
si
Si

x €
x € 91 N oA
xerl

xel

i x € 0 NN
.X€Q2

Vamos iterar en una de las condiciones de frontera, en este primer
caso la condicion de Dirichlet :
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Método Dirichlet-Neumann

Dado una premiera estimacion Ag, por cada k > 0 calcularemos las
secuencias uX y uj solucién de :

—Aué“rl =f,en

Auk+1 =f,en k
+1
k+1 —O en 891 N 89 y —0 en aQQ M 89
auk-l-l 8Uk+1

k+1 k
u =X‘enTl r
! “dn  on en

y la evolucién de A :

ML —gust (1 -0\, 1>6>0.
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Método Dirichlet-Neumann

Si @ = 1 El método puede no converger sin hipétesis sobre los
subdominios Q3 y Q5. Considermos el caso elemental siguiente :

—u"(x) =0, en (0,1)
u(0) =u(1l)=0
Si la descomposicion es de la forma Q1 =[0, a y |5, 1] el método
convergera sii « > (1 — [3), sinon no tendremos convergencia, ver la

figura.

Figure — Convergencia si 0 = 1.
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Método Dirichlet-Neumann

Se puede obtener un método similar relajando la condicion de

frontera de tipo Neumann, definiendo las secuencias u"Jr:l y ﬁk+1
siguientes :
A mk+L
Aii, " =f,en A~k+1 —f,en O
~k+1 _
—07 en 692 N o y ﬁ:{(+1 :O en 892 NN
6”k+1 Skl kel
_Mk en u1+ —u2Jr en [
on

el parametro p¥ calculado a cada iteracién

~k+1
k+1 _ g0l

1—-0)uk, 1>6>0.
1 an( ', 1>6>0
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Método Dirichlet-Neumann, forma variacional

Sea \’ e A;

al(ufﬂ, vi) =(f, v1)1, para todo v; € Vlo
uf“ =X<enTl

ax(us™ vo) =(f, v2)2, para todo vp € V2

a(us ™, Rop) =(f, Rop)o + (F, Rap)1 — ar(uf ™, Rap)
para todo p €A

con la evolucién de X definida por :

MNFL = guskt 1 (1—-0)\F, 1>6>0.
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Método Dirichlet-Neumann, iteracion de Richardson

Este méthodo puede ser interpretado como una iteracién de
Richardson preconditionada por el operador de Steklov-Poincaré
S ; la primera ecuacién puede reescribirse de la manera siguiente :

k+1 Hl)\k + Gif (49)
con Hi\¥ la solucién de : determiner Hi\* € V; tal que

al(Hl)\k, v1) =0, para todo v; € V
Hi s =Xk en T

y Gif es la solucién de; determinar Gif € V7 tal que

a1(Gif,v1) = (f,v1)1, para todo v; € Vl0
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Método Dirichlet-Neumann, iteracion de Richardson

Por otro lado, si escribimos u§+1 = u§+1 Gof + Gof se verifica

que :
A(ustt — Gyf) =0,en Q
uktt — Gof =0 en QN Q
d(uk k+1 — Gf)  O(uf™) N d(Gxf)
ony on on
pues np = —nj; = n. Entonces :

§+1|r _( k+1 G2f)||-

O(Hi \¥) B I(Gif) n 6(Ggf))
on on on

9(G2f)  0(Gif)
on on

=5 "(~

=S, (=S1\* 4+ x) con x =
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Método Dirichlet-Neumann, iteracion de Richardson

Podemos ahora re-escribir la evolucién de A como una iteracién de
Richardson :

)\k-l-l :0u§+1|r + (1 o 9))\[( — )\k +‘9(u§+1|r o )\k)
=\ L 0(SH (=S A + x) — (S,1S2)M\F)
=\ 05,1 (=SA 4 x)

es decir una iteraciéon de Richardson precondicionada por S,.
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Método Dirichlet-Neumann, Ecuacion de Elasticidad Lineal

Dado A% € (A)? para cada k > 0 resolver :

encontrar uf ™t € (V)9
er(uf v1) = (f,va) Vv € (V)¢

k+1 )\k enl
seguido de :

encontrar u§™! € (V2)4
ex(uy™t v2) = (fiv2) ¥ v2 € (V9)?
ea(us ™, Rop) = (F, Rops) + (F, Rups) — er(ug ™, Rup) ¥V € (A)?

MN+1 se obtiene de la manera siguiente :

la evolucién de A en
AL = gus™ 4 (1 0) A\ sobre T,

con 0 <@ <1.
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Método Neumann-Neumann, Agoshkov y Lebedev 1985

Dado A definido sobre T, para k > 0 se construyen las secuencias
u;‘H, i=1,2y ¢f+1,i = 1,2 que son solucién de :
—Au,{”'l =f,en Q;
uft =0, en 9Q; N 0N
u;‘H =Xenrl

para i = 1,2. A continuacén resolvemos la ecuacion sobre la
condicién en las derivadas normales.
k+1
—Awi —f, en Q,’
PrTL =0, en 0Q; N N
oPitt  ouftt guytt
= — ,en[
on on on

para i = 1,2. La evolucién de \¥ es dada por :

N = X4 0ot ™ — o205 ™)

Los parametros verifican 0 < 6,01,0, < 1.
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Método Neumann-Neumann, forma variacional.

La formulacién debil es la siguiente : determinar u Lev,i=1,2
solucién de

uf“ =2enrl

{a,-(uf‘“, v;) =(f,v;);, para todo v; € V?

y W € Vi, i = 1,2 solucion de :

a1(¥F ™, vi) =0, para todo v; € V{
a1 (1™ Rap) = — (f, Rap)s — (F, Rap)2
+ a1 (uf ™ Ryp) + a2(us™, Rop) para todo p € A

32( k+1’ 2)

a (st Rop) =(f, Rap)r + (F, Rop)2

— ar(uf ™, Rap) — ap(us ™, Rop) para todo 1 € A

=0, para todo vy € V2
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Método Neumann-Neumann, forma variacional.

El algoritmo Neumann-Neumann puede también interpretarse como
un método de Richardson precondicionado. Si :

U;H_l = H,')\k + G,f

entonces :
Kkl :S_l(a(Hl)\k) B 9(G1f) B O(Ha\F) B B(sz))
Lojr—1 on on on on
=S =S\ + ).
Si n = n; = —ny obtenemos :

U5t = S (=SAF + ).
entonces la evolucién de la condicién de frontera \¥
NFL = N 1 0(01S7t + 0257 1) (0 — SAR).

obtenemos un método de Richardson preconditionado por la matriz
o157t + 02551
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Método de Schwarz sin solapamiento, Lions 1990.

—Au=f, enQ (50)
u =0, en 0Q (51)
con QCRY d=23y fel?Q).
Para obtener un método sin solapamiento vamos a considerar una

formulacion multidominios equivalente a la formulacién
monodominio, en el caso de dos subdominios, kK = 1,2 :

M2

Q4 Q
o0
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Método de Schwarz sin solapamiento, Lions 1990.

En el caso de dos subdominios,k = 1,2 :

*Auk :f, en Qk
ux =0 en 9, N O

con condiciones de transmisién de Robin :

8u1 8U2
— +ajuy =—— + a1, en 17
8[11 8n1
8U2 5] 1

u
— +agp =— +azuy, en
8n2 0n2
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Método de Schwarz sin solapamiento, Lions 1990.

En 1990, P.L. Lions propuso el algoritmo siguiente; para n > 1 a
cada paso n se resuelve en paralelo los problemas de Robin

siguientes :
—Auf =f, en
uf =0 en 091 NN
ouff oui~t 1
a—nl +aquf = 8?\1 +aiuy ", enTp
y
—Auy =f, en Qy
ug =0 en 0 NN
oul ouy™ ! _
8—nz+az uy = o, +aoul™t enTqo
el dato necesario para comenzar las iteraciones es
oul
—E 4 agup = (.
on|
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Método de Schwarz sin solapamiento, Convergencia.

Si notamos e = uj, — u el error cometido en el dominio k, para
k = 1,2, verifica las ecuacidnes siguientes :

—Aef =0, en
ef =0 en 09, N 0N
Oef deyt 1
— t+ajef =—=— 4+ 1€y ", enl
ny e = 1€ 1,2
y
—Aej =0, en 2y
e; =0 en 02 N 0N
aeg n aefil n—1
==L r
B + ane s +ane; 7, enlqo
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Método de Schwarz sin solapamiento, Convergencia.

Ahora vamos a suponer que ai; = ap = « y establecer estimaciones
en L%(Qy) que demonstraran que ||ef||1 — 0 cuando n — oco.
Aplicando el teorema de Green se obtiene :

/(Vek| dx—/ aek eldy
Qy

pero utilizando la igualdad :

AB = %[(A +aB)? — (A—aB)?]

862 n _ 1 86[? n\2 aelr: ny2
el = g0 || (G + el =~ (5ot — aePIay

M2
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Método de Schwarz sin solapamiento, Convergencia.

Usando las condiciones de interfaz se obtiene :

1 oel
Vell? )dx + — k _ ael)?d
L 0vetP Y g [ (G ety
1 e —1)2
= — T ae™ )2y
4oy |-1’2( 8n| ae/ ) v

para k=12 y | # k.
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Método de Schwarz sin solapamiento, Convergencia.

Sumando en k :

8e
2 k 2
Z/ Vel dx—l—Z/ o ep)-dy

M2
E” B
2 n—1
1 Oe _
= — (9k — ae] 1)2dy
—1 4oy 2 Ny
Bn—1
Sumandoenn=1,..., M :
M M
§ (En + Bn) g anl
n=1 n=1
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Método de Schwarz sin solapamiento, Convergencia.

Utilizando el caracter telescépico :

En consecuencia la serie de términos positivos E E" < B®, esta
n=1

acotada, podemos concluir que lim E” = 0. Entonces
n—oo

|e?|2 + |e5|2 — 0 cuando n — co. Pero |.|; es equivalente a la
norma |.||2 en Hg(Q) tenemos la convergencia a zero de la funcién
error.
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Método de Schwarz sin solapamiento, Eleccién del

parametro « .

Consideremos el caso de una dimensidn :
—u” =f en (0.1)
u(0) =u(1)=0

La descomposicién del domminio (0,1) es de la forma Q1 = (0,7)
y Q= (’77 1)

Figure — Descomposicion de dominios en 1D.
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Método de Schwarz sin solapamiento, Eleccién del

parametro « .
El error e = up — u, k = 1,2 verifica la equacién siguiente :

—e” =0 en Qi

oef el 1 _

1 + azef =2 + aie) 1, en 2
8n1 anl
oel el 1

5

+ e ==L — +aze™ ! enTy,, €f(0)=0, eJ(1)=0
e 028l =5 2€] 12, €1(0) 5(1)

La solucién esta dada por e] = Cfxy ef = Cf(x — 1) y las
condiciones de interfaz ( o de transmisién) en x = 7 :

C+aly=C+aual(y-1)
CI(1+a17) =G 1 - an(1 = 7)),
—C+ Gy —1)=— 1+ ap My
G(1+ax(l—7)) =G (1 — az7)

Esto permite determinar (' yCj.
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Método de Schwarz sin solapamiento, Eleccién del

parametro « .

_ ef a
Asi el factor de convergencia p; = —12 es dado por —2 5 Y
el a-

entonces :

n=(Ften ) (atsy)

y el algoritmo converge en dos iteraciones (p = 0) si elegimos :

1

a]_:ﬁ

, Y a2 =

LD =

se obtiene el mismo resultado si se considera p; = =
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Método FETI (Finite Element Tearing and Interconnecting

method).

Consideramos el caso auto adjunto y eliptico (coercivo) siguiente :

{ =V.(a(x)Vu(x)) + c(x)u(x) = f(x) xeQ
u(x) =0 x € 082

La formulacién debil consiste en encontrar u € Hy() tal que :

A(u,v) = F(u)
A(u,v) = /Q(aVqu + cuv)dx
F(v) = /Q fvdx
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Método FETI, Introduccion.

Como el problema es auto adjunto y eliptico, por el teorema de
Lax-Milgram es equivalente a un problema de minimisacién :
calcular u € H3(2) argumento minimo de una energia :

J(u)= min J
(u) Vg&)@)

J) = HAW,v) ~ F(v)
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Método FETI, Introduccion.

Si consideramos una descomposition geometrica del dominio 2, en
m sudominios Q1, - -- , Qp, definimos las fronteras y interfaces :
M=00,NQyr =0Q noQ.

Figure — descomposicién en sub dominios, sin solapamiento, notacién
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Método FETI, Introduccion.

Podemos definir un problema en cada subdominio / :

Alu,v) = /Q (aVu Vv + cupv))dx, Yu, v € H}I(Q/)
/

F/(V/) :/ fV/dX
Q,
H}/(Q/) ={ve HYQ) talque v=0en T}
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Método FETI, Introduccion.

Dado un conjunto de funciones v, = (11, ,vm} con v; € H}/(Q,)
podemos definir una energia :

1
Je(ve) = ;(2/\/(% vi) — Fi(v))
Si v e H3(Q) es tal que v = v, en Q; para 1 < / < m entonces :
J(v) = Je(ve)

En general v; # vj en T'; = 02, N Q;.
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Método FETI, Introduccion.

Definimos para uso técnico los conjuntos siguientes :
Notemos /*(/) = {j : ['j # ¢}, esta claro que si
Je ()« 1 el*()).
o [(I)cI*(1)={j: Ty tal que si I';j # ¢ entonces j € I(/) o
I € 1(j) pero no los dos al mismo tiempo}.
o I, C I(/) las interfaces de dimension d — 1 cuando Q C RY.
o Vo={ve:vy=vjenly,sijel(l);1 <1< m}.
Es decir que V) es el conjunto de funciones definidas en los
subdominios continuas através de las interfaces.
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Método FETI, Introduccion.

Para obtener soluciones continuas através las intefaces
introducimos el problema siguiente :
Minimisar J.(v.) en Vy. Es decir calcular v, tal que :

Je(ue) = min Je(ve) (52)
ve€Vo
El método FETI consiste en resolver el problema de optimizacién
(52) utilizando multiplicadores de Lagrange.
A continuacién se resuelve el problema de punto silla resultante
utilizando el gradiente proyectado, pre condicionado.
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Método FETI, Caso discreto.

Consideremos Tx(€2) una triangulacién de Q casi-uniforme. Sea V/,
el espacio de elementos finitos asociado a la triangulacion 7,().
El problema discreto se enuncia : encontrar uy € V, N H3(Q) tal
que :

A(up, vi) = F(vi) Yvi € Vi, N HZ(Q)

Si up(x Z Uipi(x) con ;i =1,--- Ny une base de
Xn=VhN Ho (Q) obtenemos un sistema lineal.
AU=F
con
(A)ij = Algjs vi) = Algi, ¢))
(F)j —/ fipjdx
U= (U, -, UN,,)t
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Método FETI, Caso discreto.

Si ahora consideramos una descomposition de dominios de Q sin
solapamiento {Q;,--- ,Qpn}.

04 Qs Q9 013
3 6 Q10 14
02 a7 o1 [
a1 08 012 016

Figure — descomposicién en 16 sub dominios.
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Método FETI, Caso discreto.

Anotamos (/) los nodos interiores de €; y T'") los nodos en el
borde Q,. El conjunto de todos los nodos en las interfaces son :

r=up,rd

El namero de nodos en €, lo llamamos N,(l) y el nimero de nodos
en T es Nﬁl).

Llamamos N, = N,(I) + ngl).
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Método FETI, Caso discreto.

() (!) .
Sea U,(l) eRNy Uél) € RV los valores de U correspondientes a
los nodos de Q; y I'") respectivamente.

Los desplazamientos locales, la matriz de rigidez y las cargas locales
son llamadas :

I I I I
U = U’(/) , A = A( )t Agr) y Fi= FI(/)
o) 2=\ dp) = o

paral </ < m.
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Método FETI, Caso discreto.

Si Ry es la restriccion de RN» — RN U, = R;U. La transpuesta o
expande U; a un U completado con zeros. Entonces tenemos que :

m

A=Y RIAVR,
=1

m

F=) RfF
=1

que son las relaciones entre las cantidades locales y globales.
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Método FETI, Caso discreto.

Sic(x) =0y Q; C Q (el caso de los subdominios Qg, Q10, Q7, Q1
en la figura) la matriz AU puede ser singular.
Puede ser de dimensién d; > 1. En este caso definimos Z") esla
matriz de dimensién N, x d; donde las columnas son la base del
Kernel(A")

Imagen(Z") = Kernel( A"))

Si AU) es regular zZ0 =0 y d;=0.
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Método FETI, Caso discreto.

El equivalente del teorema de Lax-Milgram en el caso discreto nos
dice que si A = A" es estrictamente definida positiva y AU = F

entonces :
J(U) = min J(V)
VERMh
1
con J(V) = EVtAV —VTFVYV eRM,
En el método FETI el funcional de energia no impone la

continuidad de las incégnitas através de las interfaces. Esta
continuidad es impuesta por medio de restricciones.
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Método FETI, Caso discreto.

Si ahora introducimos una notacién mas préxima con la elasticidad
lineal el vector de desplazamiento global ve = (v{, - ,v})" es de
dimension Ne = Ny +--- + N, y los vectores v, = (v/t, v#t)t son los
desplazamientos locales.

La carga global es definida como £ = (f,--- , )" donde
ff = (f,(l)t, fr(I)t) son las cargas locales.

La matrix de rigidez global es block diagonal :

A=l (63)
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Método FETI, Caso discreto.

Definimos tambien la matriz global Z de dimension N, x d tal que :
7(1)
Z=\ (54)
z(m)
donde Z() son las matrices de dimensién N, x min{1, d;} donde las

columnas son una base del Kernel(A")), entonces d = Z d. La

I=1
construcién de la matriz Z() puede realizarse utilizando el método
de triangulacién de Gauss.
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Método FETI, Caso discreto.

Ahora podemos introducir la version discreta de la energia J.(w)
como :

1
Je(we) = §W§A6W€ — w'tf,
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Método FETI, Caso discreto.

Cuando la continuidad es verficada en las interfaces, es decir si
w; = Rjv, podemos demostrar una igualdad entre J(v) y Je(w).
Esplicitamente si v € RVr -
@ Definimos we = (wg,--- ,wl) con w; = Ryv.
m
o Definimos f =Y fiy f = (- fL).
I=1
@ Definimos la energia estendida :
1

Je(we) = EWEtAGWE — wltf;

entonces : J(v) = Jo(we).
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Método FETI, Caso discreto.

Para obtener un problema de minimisation tal que w; = R)v se
introduce una restriction lineal de la forma Mw, = 0 donde M es
una matriz de dimensién m x N, que verifica :
wy=Rv,I=1,--- msiy solamente si Mw, =0y

we = (wy, -, w)).

Es decir que el conjunto definido por las restricciones
Vo={ve:vi=vjenly,sije I(l);1 </ < m} en el caso discreto
se escribe : Vo = {v. € RNe . My, = 0}.
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Método FETI, Caso discreto.

Asi el problema de minimisacién toma la forma : calcular w, € R
tal que :

Je(we) = min  Je(v) (55)

we ERNe
Mv. =0

Se puede demostrar que si u es solucién del problema original
monodominio y w, es solucién de (55), entonces
wy = R,u,/: 1,“' ,/
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Método FETI, Caso discreto.

La matriz M es tal que Vy = Kernel(M), y tal que obligue a los
desplazamientos wl) y Wr(’) a ser continuos através de la frontera

=
Fi.

Sea {x1,---,xn; } el conjunto de los nodos de interpolacién en la
interfaz I'. Comenzamos por definir los conjuntos y cantidades
siguientes :

o W(i)={j:x; € 09}, el conjunto de los indices de interfaces
a las cual x; pertenece.

@ grado(x;) = #(W(i)), el namero de elementos de W(i), es
decir el nimero de interfaces a las cuales x; pertenece.

e indice(x;, TY)) = al indice local de x; en I'V)
La idea inmediata es obligar a que v(x;) — vj(x;) = 0 para todo par
1j € W(x).
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Método FETI, Caso discreto.

Puede ocurrir que algunos nodos de la interfaz pertenezcan a mas
de dos subdominios, grado(x;) > 3.

Figure — Caso con el grado(x;) > 3

y entonces aparecen ecuaciones redundantes. Sera necesario seleccionar
un pequefio nimero de restricciones de manera a que todas las
condiciones de continuidad sean verificadas sin redundancia.
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Método FETI, Caso discreto.

La matriz M sera de la forma :

M:[Mu), M(m)}

tal que Mv, = MOy o MMy donde M) es de dimensién
r X N,'.

t .
Descomponemos v; = (v, ® vlg) ) separando los nodos internos a
Q; de los nodos de la |nterfaz r.

La matriz M() = [I\/I,(i), Méi)} = [O, Mlgi)} pues los nodos

internos no participan a las restricciones, la continuidad esta
garantizada por el espacio de interpolacion.
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Método FETI, Caso discreto.

Sivl,j € W(x) con | < j anotamos i = indice(x;, T")) y
Ji = indice(x;, TY)) | las restricciones toman la forma :

() — () =0

en consecuencia los coeficientes de M son de la forma {—1,0,1}.
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Método FETI, Caso discreto.

Una manera de construir M es la siguiente : para cada W(x;) se
organizan los indices en orden creciente. A continuacién para cada
par de indices consecutivos imponemos una sola restriccion, es decir
en total grado(x;) — 1 restricciones. El namero total de
restricciones es entonces :

Nr

r= Z(grado(x;) -1)

i=1

Por construccién la matriz M es de rango maximal, no hay
restricciones redundantes, r = rango(M), y la dimensién de M es
rx N..
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Método FETI, Caso discreto.

Si | <j son dos indices consecutivos en W;y, sea k(i,/,j) un indice
entre 1y r asignado a la restriccién involucrando v; y v;. Podemos
ahora definir los coeficientes de M :

(M(I))k,s =1,sis=1
( I))k’s =0,sis # I
(Mﬁ’j)),ﬂS =1,sis :f,-
(I\/léj))ks =1, sis # J;

)

todos los otros coeficientes son nulos.
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Método FETI, Caso discreto.

Una segunda posibilidad es la redundancia, imponemos una
restriction para todo / < j, /,j € W(x;). Obtenemos asi

1
E(grado(x,-)(grado(x,-) — 1) restricciones y
N o
r= Z E(grado(x,-)(grado(x,-) -1)

i=1

En los dos casos
Vo = Kernel(M) = {(Riv)%, -+, (Rmv)t : v € RN,
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Método FETI, Multiplicadores de Lagrange .

El objetivo es ahora : resolver el problema de minimizacién
siguiente, calcular v = (uf,- -+, u’) € RN solucién de

Je(ue) = min Je(w)

We EVO

donde :

1
Je(we) = EWJAEW6 — witf,

y Vo = Kernel(M) = {w, € RN : Mw, = 0}.
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Método FETI, Multiplicadores de Lagrange .

El objetivo de la formulacién utilisando los multiplicadores de
Lagrange es de buscar una solucién del problema de minimizacién
como el punto silla del Lagrangiano associado.

Dado i € R" el Lagrangiano associado al problema de optimizacién
es dado por :

1
L(We, 1) = Je(we) + pMw, = §W§A€W€ — w! e + pt Mw,
Las variables w,, los desplazamientos, son llamadas variables

primales ; la variables i, los multiplicadores de Lagrange son
llamadas variables duales, y representan el flujo entre dominios.
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Método FETI, Multiplicadores de Lagrange .

Podemos definir una funcién dual, para todo . € R" definimos
D(p) -
D(p) = inf L(ve, p)

Visto que A. puede ser singular este infimo puede ser —oo si
(f. — M*1) & Imagen(A.). Como la matriz Z es de rango = d, se
verifica que :

Imagen(Z) = Kernel(A,)

Podemos definir un conjunto de multiplicadores de Lagrange
admisibles :

G ={u: Z"(f. — M*p) = 0}

en consecuencia si i € G entonces D(p) > —o0.
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Método FETI, Multiplicadores de Lagrange .

Para v, € RMe definimos la funcion E(v,) :

E(v.) = sup L(ve, p)
n

Como L es lineal en funcién de p, verificamos que :

E(v) +00, si Mv, #0
Ve) = .
Je(ve), si Mv. =0

Para los desplazamientos admisibles, es decir aquellos que verifican

Mv, = 0, tenemos que
E(ve) = Je(ve) < 0.
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Método FETI, Multiplicadores de Lagrange .

Definicién

Un punto (uc, A) es un punto silla del Lagrangiano L si verifica la
condicion siguiente :

L(ue, p) < E(ue) = L(ue, \) = D(N) < L(Ve, \) V Ve,

Derivando con respecto a las variables primales y duales se obtiene
que un punto critico (ue, \)' de L(ve, i) verifica la condicién de
primer orden siguiente :

Acuc + MIX =f,
Mu, =0
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Método FETI, Multiplicadores de Lagrange .

En el caso donde la matriz A, es regular( invertible) y en
consecuencia, por construccidn estrictamente definida positiva,
podemos resolver el problema de optimisacién utilisando un método
clasico para la minimization de un problema quadratico, convexo
con restricciones de igualdad.

En lo que sigue consideramos que si A, es singular, entonces la

matriz Z es de rango d = Z d.
I=1
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Método FETI, Pseudo inversa de Moore-Penrose .

La pseudo-inversa de Moore-Penrose es una generalizacion de la
inversa de matriz, mismo rectangular. Existe para toda matriz y es
nica.

Sea A una matriz de dimensién n x m a coeficientes en R, admite
una pseudo-inversa A’ de dimensién m x n a coeficientes en R que
es Unica. Se la puede caracterizar de la manera siguiente : una
matriz G es igual a Al si :

1 AGA=A
2 GAG=G
3 (AG)' = AG
4 (GA)' = GA

Esta caracterizacién no es constructiva, pero permite verificar si
una matriz Af es la pseudo-inversa de una matriz A dada.
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Método FETI, Pseudo inversa de Moore-Penrose .

Una observacion : Si y es un vector de R" y 72t = Aly para todo
x € R™ tenemos que

|A7**" = 7l < || Ax — 7|
=ast

es decir que Ay®** es la projeccion de y en el espacio generado por
las columnas de A. Mas aun es solucién de :

Ax =y

en el sentido de minimos cuadrados.
Si la matriz A tiene sus lineas linealmente independientes (es decir
invertible a derecha) entonces : AT = A*(AAf)~L.

Si la matriz A tiene sus columnas linealmente independientes (es
decir invertible a izquierda) entonces : AT = (AAf) 1AL

Jean R. Roche Decomposicién de domaines 216 / 336



Pseudo inversa de Moore-Penrose, sistema lineal

Supongamos que queremos resolver el sistema lineal sobre o
subdeterminado siguiente :

Ax=b

con A una matriz rectangular de dimensién n x m, x € R y
b € R". Anotamos el espacio generado por b, R(b).
Entonces R(b) C Im(A) si y solamente si AATh = b . Lo que quiere
decir que el sistema
Ax=b
tiene una solucién solamente si R(b) C Im(A).
Si R(b) C Im(A) entonces ¥y € R existe un vector v tal que :

Av =~b

Av = vb = AATAb = AATyb

Sea 7 =1 entonces AATb = b, reciprocamente :si AATh = b
entonces A(ATh) = b y podemos decir que b € Im(A).
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Pseudo inversa de Moore-Penrose, sistema lineal

Si A una matriz rectangular de dimensiéon n x m, b € R" y se
verifica que AATh = b. Entonces todo vector de la forma

x = Atb+ (I — ATA)y
es una solucién de Ax = b para todo y € R™. En efecto :
Ax =AATh + (I — ATA)y

=b+ (A— AATA)y

=b gracias a la primera condicién de la caracterizacién
Por otro lado : si z es solucién :
z=AlAz+ (I — ATA)z = ATb + (I — ATA)z

es decir toda solucién tiene esta forma.
Podemos observar que si A es cuadrada y invertible AT = A=1y
donc x = AL es solucién unica. Es el solo caso.
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Método FETI, Pseudo inversa de Moore-Penrose .

Un método para calcular la pseudo-inversa es la utilizacién de la
descomposicién en valores singulares SVD.
Una matriz A de dimensién n x m de rango r < n admite una

factorizacion :
A= UDV*

Donde :
e UcC™"y V eC™"™ son dos matrices unitarias.

@ D es una matriz diagonal de la forma :

°=|o o]

donde S es una matriz diagonal con los valores singulares de
A, es decir la raiz cuadrada de los valores propios de A*A.
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Método FETI, Pseudo inversa de Moore-Penrose .

Entonces :
Al = VDT U*
donde : ) .
S O
f_
o'~ o
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ejemplo

DML (i,1)=1/D(i,1);

endfor

DML

DM1PSEUDO=DM1'
APSEUDO=V*DM1PSEUDO*U"

VERIF2=A*APSEUDO*A
VERIF3=APSEUDO*A*APSEUDO
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—0.247929
—0.475245
—0.475413
—0.689653
—0.105051

1 2 3
0 5 6
A=|(4 0 7
5 6 7
2 01
—0.093998 0.084889 —0.911714 —0.302102
—0.594249 0.526038  0.120067  0.360387
0.739948  0.446812  0.128313 —0.101754
—0.109475 —0.656499 0.203849 —0.199621
0.280222 —0.292309 —0.310390 0.853612
14.9476 0 0
0 4.8545 0
D= 0 0 2.8288
0 0 0
0 0 0

Jean R. Roche
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—0.3886 0.5930 —0.7052
V =1-0.4690 —-0.7861 —0.4026
—0.7932 0.1743  0.5836

1.0000e +00  2.0000e 00  3.0000e + 00

—9.1580e — 16  5.0000e + 00  6.0000e + 00

UDV* =| 4.0000e +00 —2.0514e —15 7.0000e + 00
5.0000e +-00  6.0000e 400  7.0000e + 00

2.0000e +00 —8.2997e — 16 1.0000e + 00
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0.0669 0 0 0 0

Dt = 0 0.2060 0 00
0 0 03535 0 0
Al = vDtU* =

_2620le—02 1.0917e — 02  2.7293e — 02 \ "

—1.9138e — 01  3.6264e — 02 1.1240e — 0

—8.6387e — 03 —1.6850e — 01 —1.6850e — 01
1.6822e — 01 1.3281e — 01  —1.0276e — 01
1.0983e — 01  —4.7465¢ — 04 —4.4665e — 02

Verificacién :

1.0000e + 00 2.0000e 4 00 3.0000e + 00
2.1094e — 15 5.0000e + 00 6.0000e + 00
Ax A" x A= | 4.0000e +00 4.4131e —15 7.0000e + 00
5.0000e + 00 6.0000e + 00 7.0000e + 00
2.0000e + 00 1.6653e — 15 1.0000e + 00
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Método FETI, Gradiente proyectado.

Si consideramos el problema de optimizacién numeérica : calcular
u € RN tal que :
J(u) = min J(v
(1) = min J(v)
donde J : RV — R es una funcién estrictamente convexa,
diferenciable y € © R" es un conjunto convexo.
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Método FETI, Gradiente proyectado.

1) Inicialisacién :¢ > 0, T > 0, k = 0, elegimos Ve RNy

po € RY.
2) lIteracion en k : para k =1,--- hasta la convergencia :
a) verificacion de la convergencia
k _ k=1 J k) _ J k—1
IV I )
[Ivell (VO

b) Calculo de VJ(v*~1)
c) Calcular py argumento minimo de la funcion :

o(p) = J(x* 1 = pJ(vF1))

con la restriccon p > 0.
d) Calcular x* = Pc(x*=1 — prJ(vk=1)), donde Pc designa la
proyeccion ortogonal sobre C
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Método FETI, Gradiente proyectado.

En el caso donde la restriccién es de igualdad, es decir :
C ={veR": tal que Gv = b}

entonces :
Pc = Iy — G{(GGH)1G.
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Método FETI, Gradiente proyectado.

En lo que sigue consideramos que si A, es singular, entonces la

m
matriz Z es de rango d = Z d.
=1
Definimos la matriz G = MZ de dimensién r x d. La matriz G es

de la forma :
G =Mz =MD zO) ... p(m) Zz(m)],
Comenzamos por caracterizar el hecho que A.u. = f. — M.

Acue = f. — M*\ <= f. — M*\ € Imagen(A.)
< f. — M*\ 1L Kernel(A.)
— ZHF — MA) =0
— GA=Zif =g
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Método FETI, Gradiente proyectado.

La solucién general del sistema singular toma la forma :
ue = AL(f — M*X) + Za

con o € R" arbitrario.
Si ahora anotamos :

K =MAIMT
e =MA!f.
obtenemos
KAX\—Ga=c¢e
Gia=g
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Método FETI, Gradiente proyectado.

Multiplicando por el projector :
Py = (I — G(G'G)) Gt
obtenemos que A es solucién de :

PoK\ =Pge
G\ =g

con a = (G'G) GH(KX — MA.Tf.). donde :
o Pp=1-G(G'G)'Gt,

o K=MA M,
e e = MA.E,
o g =17,

o A.y (G'G)' son las pseudo inversas de Moore Penrose.
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Método FETI, Gradiente proyectado.

Una vez A calculado, los desplazamientos u, son la solucién de :

ue = Al (f. = MEX\) + Za
a = (GG) GHKA — MAT).
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Método FETI, Gradiente proyectado.

Cuando la matriz A, es regular, la matriz Z es de rango nulo y
entonces podemos prescindir del vector a.. En este caso :

o K=MA "Mt
e e = MA.'f,
e G=0, P():/dyg:O.
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Método FETI, Algoritmo FETI.

Algoritmo

Dato inicial : \o, (por ejemplo \g = 0)
1) Calculare y g :

(56)

e =MA.f,
g =27'f,

2) Resolver los sistemas lineales siguientes usando la pseudo
inversa (ver apendice)

G'K(GB: + Cv.) + G1GS, = GtPy(e — K)o)

CtK(G,B* + Cvi) + CtGo, = CtPo(e — KX\o)
Gt(G/B* + C'Y*) = Gtg

3) Definimos A\, = Ao + G + Cs.
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Método FETI, Algoritmo FETI.

Algoritmo
4) Calcular el residuo : ro = Po(K )\« — e€).
5) Para k =1,2,--- hasta la convergencia efectuamos la

iteracion siguiente :

zx—1 =Nr_1

Ak =Ak—1 + vkpk

re =rk—1 — vk PoKpi

6) fin de la iteracion en k.
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Yik—1 =Qzk—1
€k =rk—1"Yk-1
Pk =Yk-1+ gikpk—la sik>1,pp=ysik=1
Ek—1
— Sk
pi PoKpxk
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Método FETI, Algoritmo FETI.

Algoritmo
7) Calcular :

a = (GtG) GHKX — MATF)
ue = A (f. — MtX) + Za.
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Método FETI, Algoritmo FETI.

Para finalizar vamos a especificar la definicién de las matrices C, Q
y N que aparecen en el algoritmo.
Para la definicién de las matrices @ y C dos casos son posibles.

@ Si en la equacién c¢(x) = 0 puede pasar que la matriz de
rigidez local A(") sea singular. En este caso se introduce la
matriz Z ya definida, entonces G = MZ y C = 0, en este caso
Q=1-G(G'G) G

e Si c(x) > ¢o > 0 las matrices A) son regulares entonces
G =0y la proyecciéon Py = I4. En este caso para accelerar la
convergencia se considera la matriz C = MZ donde Z es una
matriz de dimensién N, x r. Las columnas de la matriz Z son
una base del Kernel(A,), donde A, es la matriz de rigidez

cuando hacemos c(x) = 0. Entonces la matriz
Q=1-C(C'KC)™ICtK.
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Método FETI, Algoritmo FETI.

En la literatura se propone la matriz de precondicionamiento N
siguiente :

u i)y Ali Nt (N~ (i it
= 3 MDA A A AT
i=1

El algoritmo FETI descripto aqui es el algoritmo basico. Existen
innombrables evoluciones en la literatura, en particular al algoritmo
FETI — DP por dual-primal.
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Ecuaciones Parabdlicas (Problemas de evolucion).

E—Eu = fenQr=0x(0,T)
u =0 en 0Q x (0, T)
u(x,0) = uo(x) en Q

donde Q es un conjunto convexo, abierto de RY de frontera regular
y T > 0 es un dato. El operador £ esta definido por :

d
Lu:= div(AVu) — agu = Z

ij=1

0 ou

87)(1-(3[7].87)9-) — aou.
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Ecuaciones Parabdlicas (Problemas de evolucion).

La matriz de funciones A = A(x, t) = ajj(x, t);; € Mp(R) verifica
la condicién de elipticidad uniforme : 3 a > 0 tal que

d

(A(x, 1)¢,€) = Z (x)&i& > alé]?, V€ € Ry (x,t) € Qr.

. (57)
Los coeficientes a; j(x, t) € C(2 x [0, T]). Las funciones
ao(x,t) > 0y f(x,t) también pertenecen a C(Q2 x [0, T]).
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Comenzamos por definir algunos espacios de funciones.

T
L? ((0, T); L ( ) ={v:(0,T)— L2(Q)/ vintegrable y /0 Hv||3dx < 0o},

-
L2(0, T; H3(Q)) ={v: (0, T) — H3(Q)/ vintegrable y / |v||2dx < oo},
0

L2(0, T; H3 (Q) N H3(Q)) ={v : (0, T) — H3(Q) N H*(Q)/ v integrable y

T
/ Hv||%dx < 00
0

T 82,
v | e e < i),
CO([0, T); L2(Q)) ={v : [0, T] — L*(R)/v es continua en [0, T]
yVt € [0, T], v(.,t) € L*(Q)},
Co([0, T]; H3()) ={v : [0, T] = L3(Q)/v es continua en [0, T]y
vt € [0, T], v(.,t) € Ha(Q)}.
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Podemos también definir las siguientes formas bilineales :

a(u,v) —/(Zd: a--@@)—i-a uvdx
) - 0 IdanaX,' 0 °

ij=1

Si L es le laplaciano entonces podemos afirmar que : si f € L2(Q7)
y tp € L?(Q) entonces existe una tnica funcién
ue 20, T; HY(Q)) n C([0, T]; L3(Q)) tal que

%(u(t), v) 4+ (Vu, Vv) = (f(t),v),Vv € H}(Q)

u(0) = ug, en Q
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1) si f € [2(Q7) y up € H3(Q) entonces existe una dnica
solucién en :

L2(0, T; H?(Q) N H(Q)) N C([0, T]; H3 () y

g“: € L%((0, T); L3(Q))

2)sife COO(Q_T_) et ug € L%(Q) entonces existe una solucién
anica en C*°(2 x [¢, T]), € > 0.

3) Si ahora definimos la forma bilineal siguiente :

d Ou Ou
a(u,v) = Z a,-J(x)%a—)g_. (58)
ij=1

La condicién suficiente para la existencia de una solucién es la
elipticidad débil (coercividad débil), es decir la existencia de
a >0y A >0 tales que :

a(v,v) + Allvilg = allvIl3. (59)
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Ecuaciones Parabdlicas, problema semi-discreto.

Consideremos ahora una semidiscretizacién en espacio, continua en
la variable tiempo, usando el método de Galerkin, mas precisamente
en elementos finitos.

Sea Tp una triangulacion de  tal que Urer, T = Qp C Q (Si Q es
un dominio poligonal, para h suficientemente chico se puede
obtener Q, = Q).

Sean :

Vh(Qh) = {p S CO(Qh) “PT € Pl(T) VTe 777} y V,?(Qh) =
Vin(Qh) N Ho ().

El problema semi-discreto se escribe : dados f € [2(Q7) y

upo € VP ( approximacion de ug) encontrar

up(t) € VP, Vt € (0, T) tal que :

d

a(uh(t), Vh) + a(uh, Vh) = (f(t), Vh),V Ve V,?

up(0) = upp, en Q
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Ecuaciones Parabdlicas, problema semi-discreto .

Considerando una base de V), {¢1,...,¢n,}, obtenemos un
sistema de ecuaciones diferenciales.

Si :
ij @Yj Yy Uon= Zfod ©j (60)
Jj=1

el problema semidicretodiscreto se presenta de la manera siguiente :

d
ML ey + Ae(e) = £(1
£(0) = &o
donde §(t) = {fl(t), e ,{Nh(t)}, fo = {50,17 S 7fO,Nh} y

f(t) ={f(t),..., fn,(t)} con fi(t) = (f(t),&). Los coeficientes de
las matrices M y A estan definidos de la manera siguiente :

C W g = (&)
o Aij=a(§,&)

(61)
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Ecuaciones Parabdlicas, discretizacion del tiempo

Euler explicito

n__ ¢n—1
éh 5fh +A§,’;_1 — fh(tn_l)

Es decir que a cada paso de tiempo :
Eh=Et = OtALT ot (e

con & = {&o,1,---, &N, )
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Ecuaciones Parabdlicas, discretizacion del tiempo

Euler explicito

é-n o §n—1 .
%1 + A€

Consistencia : si h es el paso de discretizacion en espacio y § t en
tiempo. tenemos :

0
Anotamos : Lu = —I: —Auy Lpsiu =

Lu— Lpseu = O(6t + h?)

ot 1
Estabilidad : si e < 5

1€" o0 < 11€°%00 + T I llso,@r
Convergencia : si e/ = u(x;j, ndt) — £ enton ﬁ<l
onvergencia : si ¢ = u(x;, j entonces : si 5 < 5

|e"]lco < O3t + h?)
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Ecuaciones Parabdlicas, discretizacion del tiempo

esquema 6

gn _ ¢n—1

hdith FOAEL + (1—0) AL = 0 F(t") + (1 — ) fi(t" 1)

donde & = {&1(t"), -, En, (E7)} y f(t) = {Au(t), - fiv, (£)}-

Es decir que a cada paso de tiempo :
En+OtO AL = €716t (1-0) A& 140t 0 f(t")+6t (1-0) f(t"1)

con &o = {&o,1,-- > &on, } Y fr(t) = {A(t), ..., fu,(t)}.

Entonces :
1) Si @ =0 tenemos el esquema explicito.
2) Si 6 =1 tenemos el esquema implicito.

3) Si 6 =1/2 tenemos el esquema de Crank-Nicolson.
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Ecuaciones Parabdlicas, discretizacion del tiempo

esquema 6

Consistencia

El error de consistencia es del orden de O(8, t + h?) si 0 #1/2y
O((t)® + h?) sif =1/2.

Estabilidad
i) Para1/2 < <1 el § esquema es incondicionalmente >
estable.
i) Para 0 <6 <1 el # esquema es L™ estable si ot < 1
=v= i W2 = 2(1—0)

oo on . n
Convergencia : si ¢ = u(x;, ndt) — £ entonces el error es del orden

de O(6, t+h?*)si0#1/2y O((6t)* + h?)si 6 =1/2.
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Ecuaciones Parabdlicas, formulacién multidominios.

Si definimos uj = u|q,, i = 1,2, Vt > 0, una formulacién de los
dominios del problema es la siguiente :

( Ou; .
at—ﬁu;:f en Qr;i=Q;x(0,7),i=1,2
u=20 en 0Q; NI x (0, T),i=1,2
u(x, 0) = uo(x) en Q (62)
up = up en F:S_llﬁi_b
ouy Ouo
a—nL = BinL en [

con

d
ov ou .
— = E aj j=—n;i, nj composante de la normale n;.  (63)
on, & ] Ox;

1=
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Ecuaciones Parabdlicas, formulacién multidominios.

La forma débil de esta formulacién es la siguiente :
encontrar u; € L%(0.T; Hignan, () N C3([0, T]; L*()), i=1,2

0
(w1, v1)1 + ar(u, vi) = (f,vi)1 Yvi € H3(Q1)

ot
uy = up en
0 1
a(um )2 + ax(u2, vo) = (f, v2)2 Vwo € Hy(S22)
0
a(quzu)z + az(u2, Rap) = (f, Rop)2 + (F, Rip)1—

0
- a(ulaRlﬂ)l —ar(uy, Rip) Y € A
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Ecuaciones Parabdlicas, problema semi-discreto .

Si Qjp, i=1,...,m es una descomposicién de dominios sin
solapamiento.

Recordamos las definiciones de los espacios de aproximacién en los
sub dominios :

o Vin(Qin) ={p € CoQin):pr €PU(T) VT € Tin},
° V,',h(Qi,h) = Vin(Qin) N HG(Qip),
-] Vifh(th) = {p € V,"h(Q,"h) p=0€9Q,N 89;,/,},
por otra parte, en la practica consideramos una aproximacion
ph € Py de € A. Obtenemos el espacio de aproximacion Vr({h. Si

{71,...,7n; } es una base en la cual representamos los elementos
de V?, podemos escribir :
rh

Nr
x) =Y pnvi(x)
=
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Ecuaciones Parabdlicas, problema semi-discreto .

La formulacién multi-dominios del problema semi-discreto es la
siguiente : Encontrar
upp(t) € V5 L0, T, Vi p) y tan(t) € V5, N L2(0, T, V3,) tal

que :
( d 0
E(ULh, vip)1 + ar(usn, vin) = (Fvin)t VYvip € Vip(Q15)
uih = U p en [}
d
7 t(u2 hy va,n)2 + a2(uzn, van) = (F,2, )2 Vvo € VP4 (Qup)
d
E(Uz,h, Ronpin)2 + a2(uz,p, Roppen) = (F, Rappen)2 + (F, Rappen)1
\ ~3 t(u1 hy Ranin)1 — a(usp, Ranin) Viw € VP,

Donde Ry p : Vth — Vl*,h(Ql,h) Yy Ron: VFOJ, — V2*7h(Q27h) son
operadores de prolongacién o extension del valor de la funcion
definida en el borde(frontera) ', a todo el dominio.
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Ecuaciones Parabdlicas, problema semi-discreto .

Podemos elegir dos maneras de calcular las prolongaciones
H1h = Rinpen Y 2, = Ropptn : la primera es considerar un
relevamiento harménico en V', (Q1.4) y V3,(21,4)
respectivamente, es decir la solucién de :
—Apip=20, en Q;
Wih = 0, en 02, N 89,—7/-,
pi,h(x) = pn(x) en Tp

La segunda es simplemente definir : Ry ppup en Vl*,h(Ql,h) tal que :

{’Rl’huh(xj-’h) = u(xj,n) si x;.nes un nudo de discretizacion delp,

Ri,nten(xj,n) = 0 si x; pes un nudo de discretizacion de €Q; p.
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Ecuaciones Parabdlicas, problema semi-discreto .

Si aplicamos un esquema de discretizacién en la variable tiempo
implicito se obtiene una secuencia de funciones u! € V2,
aproximacién de u(t", x), que es la solucién en el tiempo t".

]. 71 .

Agn (ks 0) = (U™ 95)) + aluh, @) = (F(t7), ),V j = 1,..., N
u2 = upp, en Qp

donde At" es el paso de discretizacién del tiempo y

= n—1 —I—Atn

Siup € Vf? el esquema implicito es de orden uno en tiempo y dos

en espacio.

Mas aun este esquema es estable sin condiciones sobre la magnitud

del paso de tiempo At.
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Ecuaciones Parabdlicas, problema semi-discreto .

Ahora definimos la forma bilineal a;(u, v) de la manera siguiente :
ar(u,v) = (u,v) + Ata(u,v),

y el segundo miembro :
g(t,u,v) = (u,v) + At f(t,v).

El sistema discreto podemos re escribirlo de la forma :

(Uh,QO) (tn UZ_]',QOJ‘)VQOJ', ./: 17 y Nha
up = upo, en Qp
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Ecuaciones Parabdlicas, problema discreto y DD .

Consideramos una discretizacién del tiempo {t"}, y una secuencia
At" tal que =0,

Th
t=t"T Ay T=) A"

n=1
Para resolver el sistema discreto a cada paso de tiempo
introducimos un método de descomposicién de dominios de
Schwarz. Para comenzar consideramos a cada paso de tiempo una
descomposicién geométrica del dominio con solapamiento de Q.
Podemos considerar una descomposicién que sera la misma a cada
paso de tiempo o una descomposicién adaptada a cada paso de
tiempo.
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Ecuaciones Parabdlicas, problema discreto y DD .

Figure — descomposicién de dominios uniforme en tiempo
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Ecuaciones Parabdlicas, problema discreto y DD .

PP —
1Y) P —
o 0NN, N0 9N, QN0 QN0 2NR, 200,
2, 2, 2, 2, 2 2% 9, 2
07
06
2 o, ene, 9, 9N 9 900, 9 900 9
£05
2
2, ana, 2, 2,09, 2,
04
, 29, 9, 2,09, 2,
03
2 ana, 2, 2,19, 2
02
Q N0, Q,
01
0
o ot 02 03 04 05 06 07 08 09 1
X

Figure — descomposicién de dominios no-uniforme en tiempo
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Ecuaciones Parabdlicas, problema discreto y DD .

1 Sea u) € V{ una aproximacion de wp

2 Paran=1,..., Ty resolvemos (64), es decir :
Sea u)" = u" 1.
Para I =1,..., hasta la convergencia del método de
descomposition de dominios :

a) Parai=1,...,m, resolvemos el problema :
Calcular w/ € \/,-?h solucién del sistema :
I 1 I, .
at(W/V@i,j) = g(tn7 u}l’; 799i,j)_at(uhna Soi,j) v PLijs J = 1a ey Ni,h;
I+1,
b) + n +Z

Si I* es el indice para eI cual la iteracién del método de
0n0 o_o /*
descomposition de dominios para :

up = Uy’
Las funciones ¢;j, j=1,..., N son la base de V; h, que es de
dimension N . Las funciones W,-’ son la extensién por cero de
w! € \/,-?h.
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Ecuaciones Parabdlicas, Ejemplo .

Consideremos el caso siguiente :

Oru(x,t) = u"(x,t) + p | u(x, t) |P +f(x,t) en]0,1[x]O, T],
u(x,0) = wp(x) > 0 en 0, 1]
u(0,t) = u(1,t) = en |0, T],

donde f(x, t) = 100t(do.5 + do.g + d0.2), es una fuente con soporte
puntual. La potencia p =4 y = 1200. La condicién inicial esta
dada por la funcién ug(x) = 0.01x(1 — x).
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Ecuaciones Parabdlicas, Ejemplo .

Aplicando una discretizacién en elementos finitos de tipo IP; y una
discretization implicita en la variable temporal obtenemos :

1 ~ -
— My (U = Up) + AU = F(UZP + 7701 (64)

@ 7, es el paso de tiempo.

My, = i;d ,
" </Q¢wj X>i,j—1:Nh

Ap = Vi Vd .
o </ VALY X>i,j:1:Nh

o Up = (Up, U3, .., Up) " = (upa), uf (o), oy i (xmy)) T = Un(2").

o )</|uh|”wjdx>]wh.

o F1 = F(t") = (/ f(t")wjdx>T

Q
o {¢;i}, (i=1,---,Np), es la base de Lagrange de los
elementos Py.
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Ecuaciones Parabdlicas, Ejemplo .

A cada paso de tiempo tenemos que resolver el problema en
dimensién finita siguiente :

1
?MhU;:+1 _|_AhU’r71+1 F(Un+1) ?MUn_F fn—i-l
1

Es decir, si anotamos o« = — y :
Tn

Kn(UPTh) = aMyUITt + A URTE — F(URTY)

Gh =« ,\/I/,U;77 + Fn—H

Tenemos que resolver a cada paso de tiempo el sistema non lineal
siguiente :
Kn(U) = Gy
en RN+
Aplicaremos un método de Newton para resolverlo.
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Si anotamos Ju(U) : R¥» — RN |a aplicacién lineal :

In(U)S = aMpd + Apd — aarI:'(U) )

La iteracion de Newton a realisar a cada paso de tiempo es la
siguiente : Encontrar delta en RV tal que

In(UR)S = —K(UX) + G,

y entonces Ukt = Uk 4§
Para que este algoritmo iterativo converja es necesario que Jj, sea
coercivo.
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A cada iteracion del método de Newton aplicamos el método de
descomposicién de dominios que nos garantiza la existencia y
unicidad de la iteracién de Newton, pues una eleccion
suficientemente pequefia de los subdominios garantiza la
coercividad de Jj.

En este caso alcanza con elejir subdominios (a;, b;) verificando :

V2

|b,-—a,-|<
Coo — O
donde :
e = | 2 E(UH)
< 1or

En nuestro ejemplo calculamos hasta el tiempo final T = 4. El
namero de puntos de discretizacién es N = 300, el paso de tiempo
fijado es 7 = 0.2.

A cada paso de tiempo, a la primera iteracién consideramos un
dominio unico.
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Ecuaciones Parabdlicas, Ejemplo .

solution approchée

Figure — 20 pasos de tiempo

n 1 2 19 20

# Iter-Newton 2 2 3 4
EA 7.9e 0 [ 2777 | ... ] 953 | 98e°

# sd 1 1| .. 2 3
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Ecuaciones Parabdlicas, Método Waveform .

Para explicar la estrategia del algoritmo waveform, proponemos,
como primer paso, aplicar el método de descomposicion de
dominios al problema inicial unidimensional :

Oru(x, t) — u"(x,t) = f(x, t) en Qr = (0,L) x (0, T],
u(x,0) = up(x) en [0, L]
U(O’ t) :gl(t) y U(L> t):g2(t) €n (07 T],

La funcién f es supuesta acotada en Q7 y Holder continua, ( existe
C >0y a>0tal que

|f(x1,t1) — f(x2, t2)| < C||(x1, t1) — (x2, t2)]|), las condiciones
frontera g1(t) y g2(t) son supuestas continuas por trozos. Con
estas hipétesis hay existencia y unicidad de la solucién, si f =0y
up = 0 le solucién verifica la estimacién siguiente :

L —x X
lu(x; Moo < ——llgr(t)loo + 7 llg2(t)lloc

Jean R. Roche Decomposicién de domaines 266 / 336



Ecuaciones Parabdlicas, Método Waveform .

Para introducir el método de descomposicién de dominios de
Schwarz waveform consideramos la descomposicién geométrica con
solapamiento en una dimensién. Consideramos una descomposicién
del dominio Q7 = (0, L) x (0, T] en dos subdominios

Qr, =(0,8L) x (0, T]y Qr, = (L, L) x (0, T] con
O<a<p<l

“| n| "\QE “\
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Ecuaciones Parabdlicas, Método Waveform .

La solucién u(x, t) de la ecuacién de evolucién puede ser obtenida
a partir de u1(x, t) y ua(x, t) solucién de las ecuacidnes :

Orur(x,t) — uf(x, t) = f(x, t) en Qr = (0,8L) x (0, T],
u1(x,0) = up(x) en [0, BL]
u1(0, t) = gl(t) y ul(ﬁb t) = U2(5L7 t) €n (Oa T]>

y
Orua(x,t) — Uy(x, t) = f(x, t) en Qr = (aL,L) x (0, T],
up(x,0) = wp(x) en [alL, L]

w(al,t) =w(al,t)y u(L,t) = g2(t) en (0, T],

La solucién del problema original u(x, t) (monodominio) es igual a
u1(x, t) sobre Qr, y a ua(x, t) sobre Qr,.
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Ecuaciones Parabdlicas, Método Waveform .

Deducimos un algoritmo iterativo, dada la condicion inicial up, para
I =1, ... hasta la convergencia del método de Schwarz, vamos a
resolver de manera independiente, es decir con pasos de tiempo
eventualmente diferentes, los problemas siguientes :

Aeul ™ (x, t) — uf“l”(x, t) = f(x,t) en Q7 = (0,8L) x (0,
u]l.+1(X7 0) = UO(X) en [OvﬁL]
uit(0,t) = gu(t) y uy N (BL, t) = us(BL,t) en (0, T],
y
Beult(x, t) — ubt(x, £) = f(x, 1) en Qr = (al, L) x (0,

us™(x,0) = up(x) en [aL, L]
1+1 _ 0 +1 _
u; (OéL, t) - Ul(OéL, t) y U(La t) - gZ(t) en (Oa T]a
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Ecuaciones Parabdlicas, Método Waveform .

Figure — Descripcién del algoritmo waveform

La dificultad de este algoritmo es conectar las soluciones u! en las
fronteras de los subdominios. Hassan y al presentaron un método que
implica una correccién a partir de una malla fina, calculando los valores

medios de los datos en las interfaces.
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Ecuaciones Parabdlicas, Método Waveform .

Los errores d'(x, t) = uj(x, t) — u1(x, t) y
el(x, t) = uh(x, t) — ua(x, t) verifican las estimaciones siguientes en

la interfaces x = alLy x = L :

1d2(aL, Yl < 28 Bgnd( oo

i
le"2(BL, )]|oo < g( 6L

Si definimos la norma siguiente :

18 (., oo = sup llg(x, )lloo

)

obtenemos que :

2. Yo < ;i Y I6L
1642l < (=) 1L,
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Ecuaciones Parabdlicas, Método Waveform .

Vamos ahora a considerar la version multidominios del algoritmo
waveform Schwarz. La descomposition geométrica en m
subdominions es de la forma Q7 = (oL, BiL) x (0, T] para
i=1--- mconay;=0,n=1lya1<6,i=1--- m—1

Figure — Descomposicién multidominio con solapamiento
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Ecuaciones Parabdlicas, Método Waveform .

La solucién u(x,t) en Q7 sobre cada subdominio Q7 ; es igual a la
solucién u;(x, t) de la ecuacion :

8tu,-(x, t) - u,’-'(x, t) = f(X’ t) en QT,i
ui(x,0) = up(x) en [a;L, BiL]
u,-(a,-L, t) = u,-_1(a,-L, t) y U,'(B,'L, t) = U,'_:,_l(ﬁ,'L, t) en (0, T],

con up(0,t) = g1(t) y un+1(L, t) = go(t) para t € (0, T].
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Q00 9 2,00,

Figure — Descripcién del algoritmo waveform multidomaine
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Ecuaciones Parabdlicas, Método Waveform .

Algoritmo

(Algoritmo Waveform)
1) paral=1,--- ,m (ndmero de sub dominios)
a) parat=At,---, T
inicializar u?(x,t), x € 9Q; N 9

fin de la iteracion a).

fin de la iteracién 1)
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Ecuaciones Parabdlicas, Método Waveform .

Algoritmo
2) Para k =1,---, convergencia de la iteracion Schwarz
waveform
a) paral=1,--- m (ndmero de sub dominios)

parat=At,---, T

Beuf L (x, t) — uf T (x, 1) = F(x, t)en Q7
uf ™ (x,0) = uo(x) en [ayL, BiL]
u eyl t) = uj_q (oL, t)
y quJrl(ﬂ/Lv t) = u/!+1(6/L7 t)en (07 T]’
fin de la iteracién en t
parat=At,---, T
Transmision de datos frontera de cada uf™(x, t)

fin de la iteracién en t,
fin de la iteracién en |

fin de la iteracion en k
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Método Waveform, Ejemplo .

Consideramos la ecuacién de Chipot-Weissler

ur(x,t) — Au(x, t)+ | Vu(x, t) |9=| u(x,t) |P in Qr,
u(x,t) =0 on X,
u(x,0) = up(x) >0 on Q

Suponemos que p =2, g = 1.3. En este caso Chipot-Weissler [?]
demostraron que la solucién explota en tiempo finito, es decir existe
unicamente en un intervalo de tiempo (0, Tpax) donde Tpax < 00,

y lim¢— 1, ||u]|cc = c0. Consideramos la condition inital
o = 103 sin(7x), f = 0.
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Método Waveform, Ejemplo .

Fijamos a priori el nimero de sub dominios a m = 3. El paso de
tiempo es fijado a 71 = 73 = 1.e™> en los dominios uno y tres y
75 = 0.5e7° en el dominio dos. El resultado calculado al tiempo
Tmax = 1.e3.

solution approchée par sous-domaines

x10*
12

solution

Figure — Solucién numérica
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Introduccién al calculo paralelo,Clasificacion de las

arquitecturas

Consideramos aqui la clasificacién dicha de Flynn de 1972.
Calculadoras secuenciales SISD(Single Instruction flow Single Data
flow). Son las calculadoras secuenciales clasicas.

B U s
! I
MEMORIA hH UNIDAD DE UNIDAD DE | UNIDAD
! CONTROL CALCULO i /0
I

por la unidad de calculo

Figure — Arquitectura SISD.
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Introduccion al calculo paralelo,Calculadoras secuenciales

SISD

Por ejemplo para calcular A = B + C efectuamos las operaciones

siguientes :
i) lire B,

i) lire C,

iii) realizar la operacién B + C,
)

iv) depositar el resultado en A.
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Introduccién al calculo paralelo,Calculadoras SIMD (Single

Instruction flow Multiple Data flow).

MEMORIA

] l l

UNIDAD DE CONTROL. UNIDAD DE CALCULO.

N N [

Figure — Arquitectura SIMD.

Permite efectuar simultaneamente la misma operacién sobre datos
diferentes. Pero estas arquitecturas presentas algunos problemas.
@ El tiempo de cebado de una serie de operaciones tiende a
aumentar con el namero de unidades de calculo.
@ La acceleracién obtenida no es uniforme, el niimero de
operaciones a efectuar no es siempre un miltiplo del namero

Jean R. Roche Decomposicién de domaines 281 /336




Introduccion al calculo paralelo,Calculadoras SIMD.

@ Incapacidad de realizar calculos recursivos
doi=2,N
X()=2xX(i—1)

@ Es necesario que en la memoria se pueda acceder a varios

datos en paralelo. Una solucién utilizada, es organizar la
memoria en bancos.

M E M O R | A
X(1) | X(2) | X(3) | X(4) | X(5) | X(6) | X(7)
J X(10)| X(11)| X(12)| X(13)| X(14)
UNIDAD DE I I [ [ l l
CONTROL i i ' | !
B U S
UNIDAD DE UNIDAD DE UNIDAD DE UNIDAD DE
CALCULO CALCULO CALCULO CALCULO
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Introduccion al calculo paralelo,Calculadoras

MIMD(Multiple Instruction flow Multiple Data flow).

PROCESADOR
MAESTRO

UNIDAD DE UNIDAD DE UNIDAD DE UNIDAD DE
CALCULO CALCULO CALCULO CALCULO

MEMORIA
COMPARTIDA

Figure — Architectura MIMD. Memoria Compartida
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Introduccion al calculo paralelo,Calculadoras
MIMD(Multiple Instruction flow Multiple Data flow).

Figure — Architectura MIMD, memoria distribuida.
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Introduccion al calculo paralelo, Velocidad asintética.

Dos parametros esperimentales :
@ ny/» medida de media eficiencia.
® ry velocidad asintética.

Programa test :

DO3 i=1,N
V3(i) = V1(i) x V2(1)
END
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Introduccion al calculo paralelo,Velocidad asintética.

I €s la velocidad maxima espresada en términos de Mflops para N
grande. Mflops= 10° operaciones flotantes por segundo.

La velocidad asintética depende del periodo del reloj, del nimero de
unidades de calculo y del flujo maximo de la memoria

ny /o es el valor de N para el cual la velocidad medida es igual a la
mitad de la velocidad asintética, (Expresa la tasa de paralelismo de
la arquitectura).
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Introduccion al calculo paralelo,Velocidad asintética.

El tiempo de ejecucion T de una boucle es una funcién afin de N,
T=d+aN

donde d es el tiempo de cebado, a la pendiente y N el nombre de
iteraciones. Entonces r, = 1/ay nyjp = d/a.

“Np N

Figure — Tiempo de célculo en funcién de N.
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Introduccion al calculo paralelo,Velocidad asintética.

Si la computadora es del tipo SIMD con p procesadores, 7 el
tiempo necesario para calcular una serie de p operaciones en
paralelo, entonces :

T=d+7(N/p)+rT

Figure — Tiempo de calculo en funcién de N, caso de p procesadores.
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Introducciéon al calculo paralelo,Speedup.

Tiempo con un solo procesador

Speedup = (65)

Tiempo con p procesadores
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Introduccién a la interfaz MPI (Message Passing Interface).

El modelo por pasaje de mensajes es un modelo de programacion
que puede ser utilizado con conjunto de procesadores que disponen
de una memoria local y que comunican el pasaje de mensajes, es
decir enviando y recibiendo mensajes.

u.c u.c u.c u.c

MEMORIA MEMORIA MEMORIA MEMORIA

DADADE

u.c u.c u.c u.c

MEMORIA MEMORIA MEMORIA MEMORIA

Figure — Message Passing Interface.
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Introduccién a la interfaz MPI (Message Passing Interface).

Ventajas del modelo MPI

El modelo por pasaje de mensajes se acomoda de un
conjunto de procesadores non homogéneos conectados por
una red de comunicaciones. Soporta algoritmos diversos con
cargas no homogéneas sobre cada procesador.

La mayor parte de los errores de programacién provienen de
la mala gestién de la locacién de la memoria.

El rendimiento es mejorado pues este tipo de computadora
permite de disponer de mucha memoria y sobre todo de
memoria cache rapida.
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Ejemplo MPI.

Creacién del proceso :

Algoritmo

Ejemplo MPI

program main

include " mpif.h "

integer ierr,myid, numprocs

C inicializacién MPI

Call MPI_INIT (ierr)

C Saver quien soy

Call MPI_COMM_RANK(MPI _COMM _WORLD, myid,ierr)
Call MPI_COMM _SIZE(MPI_COMM _WORLD,numprocs,ierr)
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Ejemplo MPI.

Algoritmo

C if (myid.eq.0) then

C

C trabajo del maestro

C

end if

C

C trabajo de los esclavos
C

C Stop MPI

C

Call MPI_FINALIZE(ierr)
stop

end
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Introduccién a la interfaz MPI (Message Passing Interface).

Las instruccidnes siguientes hacen parte de todo programa :
@ Call MPI_NIT (ierr),
@ Call MPI_COMM_RANK(MPI_COMM _WORLD,myid,ierr),
@ Call MPI_COMM _SIZE(MPI_COMM _WORLD,numprocs,ierr),
@ Call MPI_FINALISE(ierr)
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Introduccién a la interfaz MPI (Message Passing Interface).

@ MPI-INIT (ierr)
ierr : un entero
ierr es un codigo de error o MPI _success

e MPI_COMM RANK(comm,rankierr)
Comm : entero, caracteriza o identifica el contexto de
comunicacion y el grupo de procesos asociados.
Es definido por "mpif.h"
rank : un entero
Cada proceso a un rank en el grupo asociado al comunicador
MPI_COMM _WORLD.
ierr : un entero, cédigo de error.
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Introduccién a la interfaz MPI (Message Passing Interface).

e Call MPI_COMM _SIZE(MPI_COMM WORLD, size, ierr)
size : un nimero entero.
Esta rutina nos informa en size el nimero de procesos que el
utilizador a inicializado para el programa.
Si "numprocs" es el valor de size, es el namero de
procesadores asociados a MPI_COMM _WORLD.
Cada proceso a el mismo MPI_COMM _WORLD y
"numprocs" pero un diferente "myid" (rank).
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Introduccion a la interfaz MPI, Comunicaciones.

MPI_SEND( adress, length,tipodata, destinacién,tag,comm)

@ adress : lugar en la memoria del comienzo del buffer que
contiene los datos a enviar.

@ length : Entero. El tamafio del mensaje.
@ tipodata : Tipo de dato, enteros, reales, caracteres, etc...

@ destinacién : identificacién del proceso al que los datos son
destinados.

@ tag : un namero arbitrario, entero positivo, que exprime la
exclusividad y caracteriza el un mensaje. Permite de organizar
el recibo de los mensajes en el buen orden.

@ comm : identifica el grupo de procesos y el contexto de
comunicacion.
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Introduccion a la interfaz MPI, Comunicaciones.

Diferentes "tipodata" :
e MPI_CHAR,
e MPI INTEGER,
o MPI_ FLOAT,
o MPI_DOUBLE PRECISION,
@ etc...

Por ejemplo si queremos enviar una columna de una matriz a :

Algoritmo

do 40 i =1, numprocs — 1

do 30 j =1, acols

30 buffers(j) = a(i,j)

call MPI_SEND(buffer,acols, MPI_DOUBLE PRECISION,i,i,
MPI_COMM_WORLD,ierr)

40 continue
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Introduccion a la interfaz MPI, Comunicaciones.

MPI_RECV(adress,
maxlength,tipodata,source,tag,comm,status,ierror)

@ adress : lugar en la memoria del comienzo del buffer que contiene
los datos a enviar.

@ maxlength : Entero. El tamafio maximal del mensaje.
@ tipodata : Tipo de dato, enteros, reales, caracteres, etc...

@ source : identificacion del proceso de donde aceptamos los datos.
Por ejemplo MPI _ANY_SOURCE, indica que aceptamos datos de
todo proceso asociado al contexto MPI_ COMM _WORLD.

@ tag : un namero arbitrario, entero positivo, que exprime la
exclusividad y caracterizar del un mensaje. Permite de organizar el
recibo de los mensajes en el buen orden.

@ comm : identifica el grupo de procesos y el contexto de
comunicacion.

@ status : informaciones sobre el mensaje. Por ejemplo :
stat(MPl_SOURCE) es el rank del proceso de donde vienen los
datos.
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Introduccion a la interfaz MPI, Comunicaciones Colectivas.

MPI_BCAST (adress, length, tipodata,source,tag,comm,ierr)
source : entero, proceso origen de los datos.
Va a enviar el contenido de los datos en adress a todos los procesos

de comm.
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Introduccion a la interfaz MPI, Calculo Colectivo.

Reduction

MPI_REDUCE(sendbuffer, recvbuffer,length, tipodata, operacién,
source , comm,erreur)

Operacion : tipo de operacion.

o MPI_MAX
e MPI_MIN
e MPI_SUM
e MPI_PROD
o MPI_LAND
e MPI_BAND
e MPI LOR
e MPI_BOR
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Introduccién a la interfaz MPI.

Evaluacion del tiempo

tt=MPI_WTIME()

variable en doble precisién que contiene el tiempo transcurrido
desde un punto inicial arbitrario.

t1I=MPI_WTICK

variable en doble precisién que contiene el tiempo transcurrido
entre dos consultaciones sucesivas.
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Introduccién a la interfaz MPI, Ejemplo.

Calculo de 7.

1
1
A mdx = arctan(x)[l) = arctan(]_) _ arctan(O) — %

Algoritmo de calculo de la integrale.

N

<
N )= —

= 1+x2

1/2

Figure — Descomposicién del intervalo.
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Introduccién a la interfaz MPI, Ejemplo.

Paralelizamos el calculo agrupando la evaluacién de la superficie /;
en varios subgrupos y efectuando la adicién.

A continuacién, con una operacién de reduccién (suma global)
obtenemos el resultado.

Un proceso, el director, es responsable de la comunicacién con el
exterior. Por otro lado calcula el valor de Ny lo distribuye a todos
los procesos(broadcast).

Entonces cada proceso calcula el subgrupo de superficies que le
fueron atribuidas, y envia el resultado al proceso que hace la suma
global.
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Introduccién a la interfaz MPI, Ejemplo.

Algoritmo

include "mpif.h"

double precision PI25D
parameter(PI25D=3.141592653589793239462643)

double precision mypi,pi,h,sum,x,f,a

integer n,myid,numprocs,i,ierr

C

C funcion a integrar

C

f(a) =4.d0/(1.d0 + ax* a)

C Call MPI_INIT (ierr)

Call MPI_COMM _RANK(MPI_COMM _WORLD,myid,ierr)
Call MPI_COMM _SIZE(MPI _COMM __WORLD,numprocs,ierr)
10 if(myid.eq.0) then

print*, " entrar el ndmero de intervalos :( si zero stop)"
read(*,*) n

endif
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Introduccién a la interfaz MPI, Ejemplo.

Algoritmo

m|

C brodcast n

C

Call

MPI_BCAST(n,1,MPI_INTIGER,0,MPI_COMM __WORLD,ierr)
C

C Veerificacién de n

C

C

if(n.le.0) go to 30

C
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Introduccién a la interfaz MPI, Ejemplo.

Trabajo de cada esclavo

Algoritmo

h=1/n

sum=0.

do 20 i = myid + 1, n, numprocs
x=h*(dble(i)-0.5)
sum=sum+-f(x)

20 continue

mypi=h*sum
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Introduccién a la interfaz MPI, Trabajo del maestro

Algoritmo

r\|

C recuperacion de todas las sumas parciales
C

Call

MPI_REDUCE(mypi,pi,1, MPI _DOUBLE PRECISION,MPI_SUM,0,
MPI_COMM_WORLD,jerr)

C

C El proceso 0 escribe la respuesta

C

if(myid.eq.0) then

print*,"pi es ", pi, "Erreur", abs(pi-PI25D)
endif

go to 10

30 Call MPI_FINALIZE(ierr)

Stop

end

4
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Aspectos practicos de Schwarz sin solapamiento

1,2

Figure — Descomposicién en dos subdominios sin solapamiento.
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Aspectos practicos de Schwarz sin solapamiento

—Auf +nuf =f, en
uf =0 en 091 N OQ

ouf oul~1

1 2 n—1

an + aluf —78'1 + Q1Uy = 51, en F1,2
1 1

—Auy + uy =f, en Q
uy =0 en 02 N 0N
ouj up?

n—1
+agu; " =&, enlp
8n2
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Aspectos practicos de Schwarz sin solapamiento

A cada iteracién debemos resolver :

—Aug =f, en Q
uy =0 en 01 N OQ
0
Ouk + akug =&k, en T1p
ony

un
(fk, Uk) — 87nl|< + Oé/UZ

conk=1,21=1,21#k
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Aspectos practicos de Schwarz sin solapamiento

Formulacién variacional :

/(—Au,'(’—i—nu,'(’)vdxz/ fv dx
Q

Q
n n 8“!’(1
VuVv +nuivdx — vdy = fv dx
Qy M2 ony Qy
VuZVv+17qudx—/ €k —akug)vdy = / fv dx
Qy M2 Qy
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Aspectos practicos de Schwarz sin solapamiento

Un aspecto practico es la evaluacién fuerte o débil de la derivada
normal :

1) Sik=1yl=2,
ouf n ouf n
(87nl + 042U1)\r172 :(_Tni + azuy)

=(a1n — & + aaun),

|r1,2

2) Consideremos la funcién test v definida en 1 5. Sean vi , v»
relevamientos de v en Q1 y Q) respectivamente.

ouf
/ (a +aguf) vo dy = — / v1 d’y+/ ap uf vy dy
My, 9N2 M2 M2

=— ([ Vu{Vvi +nuivdx — fv dx)+
Ql Q1

+/ ap uf vi dvy
M2
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Aspectos practicos de Schwarz sin solapamiento

En una dimensién, utilisando diferencias finitas (Que de hecho son
equivalentes a elementos finitos 1) definimos una descomposicién
en dos subdominios dando v = x,.

o ———&— o —0_ —— o6 ——9°
C;

Figure — Descomposicién en dos subdominios sin solapamiento.
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Aspectos practicos de Schwarz sin solapamiento

El algoritmo toma la forma
—(u1)" +nui =f en (0,)
uf(0) =0

(uf)/ + Oéluf :(Ug_l)/ + alug_l =& enxy,m =7

—(u3)" +nug =f en (7,1)
uy(0) =0

—(u8) + ul = — (U7 + apul ™t = & en X =
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Aspectos practicos de Schwarz sin solapamiento

Dado uf el calculo de —(uf)' + azuf en 7 lo podemos efectuar de
la manera siguiente :

1) Como en dos dimensiones :
—(u)'(7) + a2uf () = cauf(7) — & + a2uf (v)
2) Integrando numéricamente en un pequefio intervalo :
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Aplicacion la ecuacion de Maxwell arménica

Consideramos las ecuaciones de Maxwell siguientes :

& campo eléctrico

‘H campo magético

D induction eléctrica

B induccién magética

J densidad de corriente eléctrica

D =¢e€y B= puH, donde € es la permitividad dieléctrica y
la permeabilidad magnética.

J = o0&, o0 > og es la conductividad eléctrica.
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Formulacion arménica en tiempo

€ = Re[E(x) exp iwt].

H = Re[H(x) exp iwt].
donde w es la frecuencia angular o pulsacién, w # 0.
=

rotH —iecwvE—c E=0 enQ
rot E —ipwE =0 en Q
nx E =1 en 0
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Formulacion arménica en tiempo

Sustituyendo y eliminando H obtenemos una equation en terminos
de E :

rot(u trot E) — w?e E 4 iwc E =0 en Q
nx E =1 en0Q

Siu=E —Ej connx Ey=1 endQ.

rot(u " trot u) — w?eu+ iwou=F en Q
nxu=0 endf2

1

con F = —rot(utrot E,) + w?eEy — iwaEy,
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Formulaciéon multidominios

Si uj = uy,, para i =1,2

rot(u_lrot u) — wleu + iwou; = F; en
nxu =0 en I NI
nxu=nxuy enl
nx (p trotu)=nx(u trotu) enT
nxu =0 en 00 NI

rot(;flrot up) — wW2eup + iwoup = F en Qy
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formulacion débil

Consideremos los espacios :
H(rot, Q) = {v € (L>(Q))*|rot v € (L3(Q))%}

Ho(rot,2) = {v € H(rot,Q)|(n x v),, = 0}

Definimos la forma bilineal :
m(u,v) = /(,ulrot u rot V—w?euv-tiwouv)dx Yu,v € H(rot,Q)
Q

La formulacién débil del problema es la siguiente : encontrar
u € Ho(rot, Q) tal que :

m(u,v) = (F,v) Yv € Hy(rot,Q)

Yu,v € H(rot, Q) /[rotuv — urot v]dx = (u,v X n)|r
Q
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El caso de baja frecuencia corresponde a prescindir del termino

—w2/ euvdx
Q

entonces es facil demonstrar la coercividad.

Im(v, v)|> = /(,u_lrot v rot Vv 4+ wovv)dx
Q

Pero /(O’V\7)dX > oo ||v[§
Q

=
& twaod v,

Im(v, v)|* > max{p~

donde :
vz, = (/ (rot v rot 7 + vv)dx)*/?
Q
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Version débil de la formulacién multidominios

si consideramos los espacios :

Z; ={vj € H(rot, )| n x vj = 0en 92; N 00}
ZJO :Ho(rot, QJ)
xr={V:T = R3W =nx V., v € Ho(rot,Q)}

m(ul, Vl) = (Fl, V1)1 VVl & Z](_)
nxu=nxuenl
mg(UQ, V2) =5 (FQ, V2)2 \V/V1 € Zg
ma(u2, RoV) = (F2, RoW)2 + (F1, R1WV)1 — my(u1, RiV) V U € xr

donde R1W y RoV son operadores de xr — Z;,j = 1,2 tal
que :n X RiW =WV, ;=172
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Método de Dirichlet Neumann

Dado /\(,), € xp para cada k > 0 hacer :

calcular uk+1 € Zip

(n x uﬁ;l)w = )\h enl

’ calcular ukJrl € Lop
m2(u§7:1, von) = (F,von) Vvap € Zgh
ma(us T RonVa) = (F2, RonWh)2 + (Fi, RuaWa)t
—my (ukt h LR1AVA) Y Wh € Xrop
y entonces :

ML =0 (n x ué‘tl)w +(1—60)X\fenT
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Ejemplo, calcul de el campo eléctrico

Consideramos el problema de calcular el campo eléctrico en un
tokamak :

Figure — Maqueta de un tokamak.
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Introducimos un modelo en dos dimensiones en una seccién :

'y = Antenna

Figure — Dominio de calculo.

y consideramos una formulacién arménica.
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Entonces las equaciones de Maxwell se transforman en una
equation de segundo orden en el campo eléctrico

W2
rotrot E— —KE = 0 in,
c

div(KE) = 0 inQ,
rotExn = iwpgfs onla,
Exn = 0 Oan:r\rA.
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Formulacidon mixta aumentada

Para tener en cuenta las condiciones de borde introducimos
multiplicadores y restrcciones :

o H§(rot, Q) := {u € H(rot, Q) | u x nr. =0}
o X§(K,Q):= HS(rot,Q) N H(divK, Q).
Calculamos (E, p) € X5(K, Q) x L2(Q) tal que :

a;(E,F)+b(F,p) = I(F) YFeXS$(K,Q), (66)

b(E,q) = 0 VYqel*Q), (67)
donde :
as(E,F) = (rotE |rotF)— ij(KE| F)+
+ s(div(KE) [ div(KF)), seC
b(F,p) = (div(KF)|p), (68)
I(F) = iwpols, FT)r.
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Formulacién multidominio, condiciones de transmision

En cada subdominio calculamos los campos E; (i =1, ..., n) tal
que :

W2
rotrotE;——zﬁE,- = f; enQ;,

c

div(KE;) = g en(Q,

Eixn = 0 enl’,

Las condiciones de transmision en ¥; ; son :

[E x "]Z/,j = 0 (69)
[KE ’ n]zi,j = (70)
[fotE x n]g,. = 0. (71)
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Formulacion débil

Sea :
W, = {V,‘ S H(I’O'E7 Q,‘) N H(diVK,Q,')‘V,’ X i = 0}
W? = Hy(rot, ;) N H(div K, Q) = X n(K, Q)

La formulacién débil es :
encontrar (E;, p;) € W; x L?(Q;) tal que

ajs(Ei, Fi)+ bi(Fi,pi)) = Li(Fi) YFjeW} (72)
bi(Ei,qi) = Ii(Fi) Vai€L*()
[E]Zi,j = 0
[otE x nlg,, = 0

La solucién de este sistema de ecuacidnes es solucién de el
problema multidominios.
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Para considerar las condiciones de salto a travez de las fronteras
introducimos multiplicadores de Lagrange Aj;, obtenemos una
formulacién llamada LDMAVF :

Encontrar (E;, pi, A;) € W, x L2(Q;) x x tal que :

ajs(Ei, Fi)+ bi(Fi, pi)
+(Nin, [KFi - mil)s + (AT, [Fix ni)x = Li(F;) VFie W}
bi(Ej, qi) = Ii(Fi) Vg € L2()
(in, [KE; - ni])s + (pim, [Ei x nil)s = 0 V(p;) € x

con x ={p € H_l/z():,-j)\ Pz, = V|5,V E Xn(K,Q)}.
(M Assous et al., 2011
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Théoréme

La formulacion LDMAVF admite una solucién unica
(E,’,p;,)\i) e W; x Lz(Q,') X Xg/.

Ademas (E;, p;) € Xn(K,Q;) x L?(Q;) es solucion de la
formulacién monodominio. Y tenemos que :

An = (sg —sdivKE — p)IZ;,- y At =(rotE)y)s,,  (73)

V.
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Calculo numérico

Sistema de coordenadas (R, Z, 0).
Elementos finitos de Taylor-Hood, P, — IP;.
Descomposition en cinco subdominios.

Solucién del sistema lineal : algoritmo GMRES.

!

Figure — descomposicion en cinco subdominios.
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Resultados Numeéricos

Figure — Componente en R.
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Resultados Numeéricos
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Figure — Componente en Z.
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Resultados Numéricos

Figure — Componente en 6.
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