
1

Introducción al método de descomposición de dominios
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5. Apéndice 73
5.1. Condicionamiento de sistemas lineales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

5.1.1. Introducción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
5.1.2. Norma de una matriz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
5.1.3. Condicionamiento de un sistema lineal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
5.1.4. Condicionamiento y descomposición de dominios . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

5.2. Precondicionadores . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
5.2.1. El precondicionador SSOR d’Evans . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88
5.2.2. El algoritmo de Richardson . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

5.3. Pseudo inversa de Moore-Penrose . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
5.4. Gradiente Proyectado . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94
5.5. Reconexión de espacios de Sobolev . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Motivación

Podemos considerar dos tipos de motivación, la primera de orden informática y la segunda análisis
numérico.

Es convenido de establecer que la primera utilización del método de descomposición de dominios
es obra de Hermann Amandus Schwarz que en un art́ıculo publicado en 1870 utilizó una descompo-
sición de dominios para resolver una ecuación de Laplace en un dominio en forma de L utilizando la
representación de la solución en serie de Fourier cuando el dominio es un rectángulo. Pero fue una
utilización aislada que no dio lugar ni a un desarrollo intensivo de la metodoloǵıa, ni a un análisis de
rendimiento y de las aplicaciones posibles.

Introduction aux
méthodes de

Schwarz

Véronique Martin

Introduction

Méthodes de
Schwarz

Schwarz du point de vue
continu

Schwarz du point de vue
discret

Méthode de
Schwarz comme
préconditionneur

Rappels sur le
préconditionnement

Préconditionnement par
volume

Precond. par
sous-structuration

Vers les méthodes
optimisées

Limitiations de la méthode
de Schwarz classique

Alternatives

Conclusion

Origine de la méthode de Schwarz

Réf: The origins of the alternating Schwarz method. M.J. Gander.

2014.

Riemann Weierstrass Schwarz
Figura 1.1: Hermann Amandus Schwarz.

Posteriormente el método de descomposición de dominios volvió a ser estudiado cuando apare-
cieron las computadoras paralelas. La discretización de ecuaciones diferenciales a derivadas parciales
establecidas en dominios de geometŕıa muy compleja, con caracteŕısticas f́ısicas muy variables (por
ejemplo, las secciones eficaces de fenómenos f́ısicos) implican en general un mallado muy fino y en
consecuencia un sistema lineal de tal tamaño que es insoluble con un computador monoprocesador,
sin contar con los problemas causados por la necesidad de pre-condicionamiento.

El método de descomposición de dominios permitirá resolver este tipo de problemas descompo-
niendo el problema inicial, sobre todo el dominio, en un conjunto des problemas de dimensión más
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pequeña definidos en subdominios. Cada sub-problema discretizado tendrá una dimensión bien inferior
a la dimensión del problema original, el sistema lineal resultante será de dimensión menor, mejor con-
dicionado y resoluble con una computadora mono procesadora. Los diversos sub-problema podrán ser
resueltos en paralelo en una computadora con multiprocesadores y un algoritmo, en general iterativo,
permitirá la convergencia a la solución del problema original.

Fundamentalmente los métodos de descomposición de dominios se dividen en dos tipos, los métodos
con o sin solapamiento (o superposición) de subdominios. Los métodos con solapamiento son llamados
métodos de Schwarz y los métodos sin solapamiento se los suele llamar métodos de subestructuración.

Para resolver una ecuación diferencial a derivadas parciales en un dominio Ω utilizando la des-
composición de dominios tΩiui“1,¨,m se deberá establecer la formulación multidominios equivalente, es
decir los subproblemas a resolver sobre cada sub-dominio Ωi y las condiciones de interfaz, es decir a la
frontera de subdominios, de tal manera que la solución del problema mono dominio sea la misma que
la solución del problema multidominios. Enseguida establecer el algoritmo de resolución del proble-
ma multidominios y para terminar desarrollar el programa informático que implemente el algoritmo
multidominios en un computador multiprocesador.

Estas notas de curso están inspirada en un conjunto des trabajos y libros que son referenciados en
la bibliograf́ıa. Señalo aqúı los principales: [55], [14], [63], [3], [9], [18] y [17].

1.2. Formulación multidominios

Para introducir la formulación multidominios de un problema dado por ecuaciones diferenciales de
derivadas parciales vamos a considerar un problema simple, la ecuación de Poisson definida sobre un
dominio acotado Ω de R2.

"

´∆ upxq “ fpxq si x P Ω
upxq “ 0 si x P BΩ

(1.1)

Introducimos una descomposición del domino Ω en dos subdominios Ω1 y Ω2 sin solapamiento es
decir que Ω “ Ω1 Y Ω2 y Ω1 X Ω2 “ H.

Definimos Γ “ BΩ1 X BΩ2 la interfaz entre los dos subdominios, que suponemos Lipschitz. Sea
n “ n1 el vector normal exterior al dominio Ω1.

Ω2!

Ω1!
Γ!

!!

Ω!

Figura 1.2: descomposición en dos subdominios.
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En lo que sigue notamos ui, i “ 1, 2 las restricciones a Ωi i “ 1, 2 respectivamente de u la solución
del problema (1.1).

El problema (1.1) puede ser reformulado en la forma multi-dominio siguiente:

$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

´∆ u1pxq “ fpxq si x P Ω1

u1pxq “ 0 si x P BΩ1 X BΩ
u1pxq “ u2pxq si x P Γ
Bu2

Bn
“ Bu1

Bn
si x P Γ

u2pxq “ 0 si x P BΩ2 X BΩ
´∆ u2pxq “ fpxq si x P Ω2

(1.2)

Tenemos una equivalencia fuerte entre los dos problemas (es decir tienen la misma solución) si u
es suficientemente regular, es decir u P C2pΩq. En otros casos se obtiene una equivalencia entre las
formulaciones débiles de los dos problemas.
Definiciones de espacios útiles

pu, vq “

ż

Ω

uv dx

L2
pΩq “ tv función medible definida sobreΩ tal que pv, vq es finitau (funciones de cuadrado integrable).

H1
pΩq “ tv P L2

pΩq tal que ∇v P L2
pΩqu

H1
0 pΩq “ tv P H1

pΩq tal que v “ 0 en BΩu

H1{2
pΓq “ espacio de trazas en Γ de las funciones de H1

pΩq.

Además definimos los siguientes espacios funcionales definidos sobre los subdominios:

V “ H1
0 pΩq

Vi “ tvi P H1
pΩiq tal que vi|BΩiXBΩ “ 0u

V 0
i “ H1

0 pΩiq

Λ “ tη P H1{2
pΓq tal que η “ v|Γ para un v P V u

Cabe señalar que el espacio funcional Λ no es el mismo con respecto a la posición de la frontera Γ. Si
ΓXBΩ “ H entonces Λ “ H1{2pΓq. Si ΓXBΩ ‰ H entonces Λ “ H

1{2
00 pΓq. El espacioH

1{2
00 pΓq Ă H1{2pΓq.

Todos estos espacios estan dotados de una norma:

i) En L2pΩq definimos }v}0,Ω “ pv, vq1{2.

ii) En H1pΩq definimos }v}1,Ω “ p}v}20,Ω `
ř2

j“1 } Bv
Bxj

}20,Ωq1{2.

Para demostrar la equivalencia entre la forma débil o variacional mono dominio y la formulación
débil multi-dominio debemos definir los operadores de relevamiento siguientes:

Ri : Λ Ñ Vi tal que pRiηq|Γ “ η i “ 1, 2 (1.3)

Este tipo de operador continuo existe, por ejemplo el relevamiento harmónico.
La formulación variacional del problema (1.1) es la siguiente: encontrar u P H1

0 pΩq tal que:

apu, vq “ p∇u,∇vq “

ż

Ω

∇u∇v dx “ pf, vq, para todo v P H1
0 pΩq (1.4)

Si ahora definimos pui, viqi “
ş

Ωi
ui vi dx y aipui, viq “ p∇ui,∇viqi la formulación débil del problema

multidominios (1.2) es la siguiente: Encontrar u1 P V1 y u2 P V2 tal que:
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$

’

’

’

&

’

’

’

%

a1pu1, v1q “pf, v1q1 @v1 P V 0
1

u1 “u2 enΓ

a2pu2, v2q “pf, v2q2 @v2 P V 0
2

a2pu2,R2µq “pf,R2µq2 ` pf,R1µq1 ´ a1pu1,R1µq @µ P Λ

(1.5)

Lema 1.2.1. Los problemas (1.4) y (1.5) son equivalentes, es decir que si u es solución de (1.4) la
restricción de u a Ω1, u1 y la restrición de u a Ω2, u2 son solución del problema (1.5) y viceversa.

Demostración 1.2.1. Ida
Supongamos que u P H1

0 pΩq es la solución de la ecuación (1.4). Definimos ui “ u|Ωi
, i “ 1, 2,

entonces ui P Vi y verifican las siguientes ecuaciones:

a1pu1, v1q “

ż

Ω1

∇u1∇v1 dx “

ż

Ω1

∇u∇v1 dx “

ż

Ω1

fv1 dx “ pf, v1q1 @v1 P V 0
1

a2pu2, v2q “

ż

Ω2

∇u2∇v2 dx “

ż

Ω2

∇u∇v2 dx “

ż

Ω1

fv2 dx “ pf, v2q2 @v2 P V 0
2

y
u1 “ u2 en Γ

Para µ P Λ definimos la función R tal que µ Ñ Rµ de la manera siguiente:

Rµ “

#

R1µ en Ω1

R2µ en Ω2

entonces Rµ P H1
0 pΩq (reconexión de Sobolev, ver apéndice).

De la definición de u tenemos que apu,Rµq “ pf,Rµq, pero entonces:

apu,Rµq “ a1pu1,Rµq ` a2pu2,Rµq “ pf,Rµq “ pf,Rµq1 ` pf,Rµq2

concluimos que:
a2pu2,Rµq “ pf,Rµq1 ` pf,Rµq2 ´ a1pu1,Rµq

Vuelta
Consideremos ahora ui, i “ 1, 2 la solución de (1.5). Definimos:

u “

#

u1 en Ω1

u2 en Ω2

(1.6)

Pero u1 “ u2 en Γ, entonces u P H1
0 pΩq (reconexión de Sobolev).

Por otro lado si v P H1
0 pΩq podemos definir µ “ v|Γ P Λ. Si ahora consideramos que el relevamiento

Riµ pertenece a Vi y además pv|Ωi
´ Riµq P H1

0 pΩiq “ V 0
i y eso para i “ 1, 2.

Llevando esto a la formulación variacional del problema (1.4) obtenemos:

apu, vq “

2
ÿ

i“1

aipui, v|Ωi
´ Riµq ` aipui,Riµq

“ p

2
ÿ

i“1

pf, v|Ωi
´ Riµqq ` a1pu1,R1µq

` pf,R1µq ` pf,R2µq ´ a1pu1,R1µq

“

2
ÿ

i“1

pf, v|Ωi
´ Riµq ` pf,Riµq

“ pf, vq
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es decir que u definido en (1.6) es solución de (1.4) en H1
0 pΩq.

Caso regular

Sea Ω Ă Rd un abierto acotado de borde Lipschitz y Ω1, Ω2 dos abiertos de borde Lipschitz
subconjuntos de Ω tal que:

Ω1 Y Ω2 “ Ω (1.7)

Ω1 X Ω2 “ ϕ (1.8)

Sea Γ “ BΩ1 X BΩ2.
Sea u una solución regular del problema siguiente:

Lu “ ´∇.papxq∇uq ` bpxq.∇u ` cpxqu “ f, en Ω (1.9)

u “ 0, en BΩ (1.10)

aqúı suponemos que bpxq es regular.

Teorema 1.2.1. (Equivalencia fuerte)

1) Suponemos que u es una solución del problema (1.9).

2) Sean w1 y w2 soluciones regulares del problema multidominios siguiente:
$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

Lw1pxq “ fpxq si x P Ω1

w1pxq “ 0 si x P BΩ1 X BΩ
w1pxq “ w2pxq si x P Γ
n1.pa∇w2 ´ bw2q “ n1.pa∇w1 ´ bw1q si x P Γ
w2pxq “ 0 si x P BΩ2 X BΩ
Lw2pxq “ fpxq si x P Ω2

(1.11)

Entonces:
#

w1pxq “ upxq, en Ω1

w2pxq “ upxq, en Ω2

(1.12)

Demostración 1.2.2. Si u es solución regular de (1.9), sea wi “ u en Ωi, mostremos que wi, i “ 1, 2
son solución de (1.11).

Por 1q Lwi “ fi, i “ 1, 2 y por la continuidad de u, w1 “ w2 en Γ.
Integrando el problema (1.9) contra una función test v P C8

0 pΩq:
ż

Ω

pa∇u∇v ´ u∇.pbvq ` cuvqdx “

ż

Ω

fv dx (1.13)

2
ÿ

i“1

ż

Ωi

pa∇wi∇v ´ wi∇.pbvq ` cwivq dx “

2
ÿ

i“1

ż

Ωi

fv dx (1.14)

Por otro lado si aplicamos Green:

2
ÿ

i“1

ż

Ωi

p´∇.pa∇wi ´ b∇wiqv ` cwivq dx (1.15)

´

ż

Γ

n1.pa∇w1 ´ bw1 ´ a∇w2 ` bw2qv dΓ “

2
ÿ

i“1

ż

Ωi

fvdx (1.16)
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A partir de (1.13) obtenemos:

ż

Γ

n1.pa∇w1 ´ bw1 ´ a∇w2 ` bw2qv dΓ “ 0, @v P C8
0 pΩq (1.17)

En consecuencia:
n1.pa∇w1 ´ bw1q “ n1.pa∇w2 ´ bw2q, en Γ (1.18)

Los cálculos, a causa de la regularidad, pueden efectuarse en los dos sentidos.

1.2.1. Interpretación con elementos finitos

Consideremos un dominio Ω que descomponemos en dos subdominios Ω1 y Ω2 sin solapamiento.
Consideremos una triangulación uniforme que anotamos ThpΩq compatible con la descomposición de
dominios, ver la figura (1.3).

Sea Vh “ tvh : vh P C0pΩq, y vT P P1pT q, @T P ThpΩqu y Xh “ Vh X H1
0 pΩq.

Anotamos x
p1q

j , 1 ď j ď N1 los nodos de interpolación de Ω1, x
p2q

j , 1 ď j ď N2 los nodos de

interpolación de Ω2 y x
pΓq

j , 1 ď j ď NΓ los nodos de interpolación de Γ. Las funciones de base de Xh

son anotadas en consecuencia: φ
p1q

j las funciones asociadas a los nodos x
p1q

j , φ
p2q

j las funciones asociadas

a los nodos x
p2q

j y φ
pΓq

j las funciones asociadas a los nodos x
pΓq

j .

34

Suppose that Ω is split into two nonoverlapping subdomains and consider
a uniform triangulation Th of Ω, conforming on Γ:

Ω1

Ω2

Γ

Figura 1.3: Malla en dos subdominios

Aśı uh P Xh podrá escribirse de la manera siguiente:

uhpxq “

N1
ÿ

j“1

uhpx
p1q

j qφ
p1q

j pxq `

N2
ÿ

j“1

uhpx
p2q

j qφ
p2q

j pxq `

NΓ
ÿ

j“1

uhpx
pΓq

j qφ
pΓq

j pxq (1.19)
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Entonces la formulación débil de (1.5) toma la forma siguiente:

$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

řN1

j“1 uhpx
p1q

j qa1pφ
p1q

j , φ
p1q

i q `
řNΓ

j“1 uhpx
pΓq

j qa1pφ
pΓq

j , φ
p1q

i q “ pf, φ
p1q

i q1, 1 ď i ď N1
řN2

j“1 uhpx
p2q

j qa2pφ
p2q

j , φ
p2q

i q `
řNΓ

j“1 uhpx
pΓq

j qa2pφ
pΓq

j , φ
p2q

i q “ pf, φ
p2q

i q2, 1 ď i ď N2
řNΓ

j“1 uhpx
pΓq

j qra1pφ
pΓq

j , φ
pΓq

i q ` a2pφ
pΓq

j , φ
pΓq

i q`

`
řN1

j“1 uhpx
p1q

j qa1pφ
p1q

j , φ
pΓq

i q `
řN2

j“1 uhpx
p2q

j qa2pφ
p2q

j , φ
pΓq

i q

“ pf, φ
pΓq

i q1 ` f, φ
pΓq

i q2, 1 ď i ď NΓ

(1.20)

Si ahora anotamos:

pA11qi,j “ a1pφ
p1q

j , φ
p1q

i q,

pA22qi,j “ a2pφ
p2q

j , φ
p2q

i q,

pA1Γqi,j “ a1pφ
pΓq

j , φ
p1q

i q,

pA2Γqi,j “ a2pφ
pΓq

j , φ
p2q

i q,

pAΓ1qi,j “ a1pφ
p1q

j , φ
pΓq

i q,

pAΓ2qi,j “ a2pφ
p2q

j , φ
pΓq

i q,

pA
p1q

ΓΓqi,j “ a1pφ
pΓq

j , φ
pΓq

i q,

pA
p2q

ΓΓqi,j “ a2pφ
pΓq

j , φ
pΓq

i q,

pF1qj “ pf, φ
p1q

j q1,

pF2qj “ pf, φ
p2q

j q2,

pF Γ
1 qj “ pf, φ

pΓq

j q1,

pF Γ
2 qj “ pf, φ

pΓq

j q2,

pU1qj “ uhpx
p1q

j q, pU2qj “ uhpx
p2q

j q y pλqj “ uhpx
pΓq

j q.

El sistema (1.20) puede ahora formularse de la manera siguente:

A11U1 ` A1Γλ “ F1

A22U2 ` A2Γλ “ F2 (1.21)

AΓ1U1 ` AΓ2U2 ` pA
p1q

ΓΓ ` A
p2q

ΓΓqλ “ F Γ
1 ` F Γ

2

Dicho de otra manera, U es solución del sistema lineal:

»

–

A11 0 A1Γ

0 A22 A2Γ

AΓ1 AΓ2 AΓΓ

fi

fl

»

–

U1

U2

λ

fi

fl “

»

–

F1

F2

FΓ

fi

fl (1.22)

donde AΓΓ “ pA
p1q

ΓΓ ` A
p2q

ΓΓq y FΓ “ F Γ
1 ` F Γ

2 .
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1.2.2. Operador de Steklov-Poincaré

En esta sección vamos a estudiar un meta algoritmo para resolver el problema multidominios (1.5).
El operador Steklov Poincaré que también se conoce como el operador de Dirichlet-Neumann es un
operador que en el caso de una ecuación eĺıptica sobre un dominio acotado con condiciones de borde
(en la frontera) de tipo Dirichlet le da al dato de Dirichlet en la frontera la derivada normal en la
frontera.

El algoritmo consiste fundamentalmente en la resolución de una ecuación con incógnitas solamente
en Γ. Vamos a determinar la condición de Dirichlet en el borde Γ de manera que la solución de nuestra
ecuación en los subdominios verifique todas las condiciones de (1.2).

Sea λ el valor incógnita de u en Γ; consideremos los dos problemas siguientes:

$

&

%

´∆ wipxq “ fpxq si x P Ωi

wipxq “ 0 si x P BΩi X BΩ
wipxq “ λ si x P Γ

(1.23)

para i “ 1, 2. Formalmente wi “ ui para i “ 1, 2 si y solamente si

Bw1

Bn
“

Bw2

Bn
(1.24)

Veremos como establecer un algoritmo iterativo sobre λ de manera a converger a una solución verifi-
cando (1.24).

Consideremos la descomposición de wi,i=1,2 siguiente:

wi “ w˝
i ` w‹

i (1.25)

tal que:
$

&

%

´∆ w˝
i pxq “ 0 si x P Ωi

w˝
i pxq “ 0 si x P BΩi X BΩ

w˝
i pxq “ λ si x P Γ

(1.26)

Es decir que w˝
i es el relevamiento harmónico de λ en Ωi, que notamos Hiλ. Por otro lado:

$

&

%

´∆ w‹
i pxq “ fpxq si x P Ωi

w‹
i pxq “ 0 si x P BΩi X BΩ

w‹
i pxq “ 0 si x P Γ

(1.27)

Notamos w‹
i “ Gif .

Formalmente tenemos que:

Bwi

Bn
“

Bw˝
i

Bn
`

Bw‹
i

Bn

“
BHiλ

Bn
`

BGif

Bn

Queremos obtener λ tal que se verifique la ecuación (1.24), es decir que:

Bw1

Bn
“

Bw2

Bn
Bpw˝

1 ` w‹
1q

Bn
“

Bpw˝
2 ` w‹

2q

Bn
Bpw˝

1 ´ w˝
2q

Bn
“

Bpw‹
2 ´ w‹

1q

Bn
BH1λ

Bn
´

BH2λ

Bn
“

BG2

Bn
´

BG1

Bn
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Es decir que formalmente λ debe satisfacer una ecuación definida en la interfaz:

Sλ “ χ (1.28)

con S “ S1 ´ S2, Siλ “
BHiλ

Bn
, i “ 1, 2, el operador de Steklov-Poincaré.

El segundo miembro χ es dado por:

χ “
BG2f

Bn
´

BG1f

Bn
(1.29)

Para definir el sentido de la ecuación (1.28), vamos a pasar por una formulación débil de el operador
de Steklov-Poincaré.

1.2.3. Formulación débil del problema de Steklov-Poincaré

El operador de Steklov-Poincaré está definido como S : Λ Ñ Λ1,( Λ1 el dual de Λ). Y puede ser
representado de la manera siguiente:

xSη, µyΛ,1Λ “

2
ÿ

i“1

x
BHiλ

Bn
, µy (1.30)

“

2
ÿ

i“1

ż

Ωi

∇pHiηq∇pRiµqdx (1.31)

“

2
ÿ

i“1

aipHiη,Riµq @η, µ P Λ (1.32)

Si elegimos como relevamiento Ri el relevamiento harmónico Hi obtenemos:

xSη, µyΛ1,Λ “

2
ÿ

i“1

aipHiη,Hiµq @η, µ P Λ (1.33)

verificamos que S es simétrico y si η “ µ obtenemos:

xSη, ηyΛ1,Λ “

2
ÿ

i“1

aipHiη,Hiµq “

2
ÿ

i“1

}∇Hiη}
2
0,Ωi

ě

2
ÿ

i“1

1

1 ` C2
Ωi

}Hiη}
2
1,Ωi

(1.34)

La constante CΩi
es la constante de Poincaré.

(Por información: el lema de Poincaré nos dice que }Hiη}0.Ωi
ď CΩi

}∇Hiη}0.Ωi
puesto queHiη P H1pΩiq

y Hiη “ 0 en BΩi X BΩ. Entonces

}Hiη}
2
1,Ωi

“ }Hiη}
2
0,Ωi

` }∇Hiη}
2
0.Ωi

ď p1 ` C2
Ωi

q}∇Hiη}
2
0,Ωi

q

El teorema de trazas nos dice que }η}Λ ď C‹
i }Hiη}1,Ωi

entonces obtenemos que:

xSη, ηyΛ1,Λ ě

2
ÿ

i“1

C‹2

i

1 ` C2
Ωi

}η}
2
Λ ě α}η}

2
Λ @η P Λ (1.35)

es decir que en consecuencia S es un operador eĺıptico. Es lo mismo para los operadores Si, i “ 1, 2.
Además, los operadores Si son continuos pues:

xSiη, µyΛ1,Λ “ x
BHiλ

Bn
, µy

“ aipHiη,Hiµq

ď C1}Hiη}1,Ωi
}Hiµ}1,Ωi

ď βi}η}Λ}µ}Λ
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El segundo miembro de la ecuación puede expresarse de la manera siguiente:

xχ, µyΛ1,Λ “ ´

2
ÿ

i“1

x
BGif

Bni

, µy

“ ´

2
ÿ

i“1

ż

BΩi

BGif

Bni

µ dγ

“

2
ÿ

i“1

ż

Ωi

´∇GifRiµdx ´

ż

Ωi

∇Gif∇Riµ dx

“

2
ÿ

i“1

ż

Ωi

pfRiµ ´ ∇Gif∇Riµq dx

“

2
ÿ

i“1

ppf,Riµqi ´ aipGif,Riµqq

Es lineal y continuo pues es combinación de funciones lineales y continuas sobre Λ. En consecuencia,
el problema de Steklov-Poincaré admite una solución y es única (Teorema de Lax Milgram).

El algoritmo que resulta es el siguiente: Calcular λ tal que:

xSλ, µy “ xχ, µy (1.36)

donde:

xSλ, µy “

2
ÿ

i“1

aipHiλ,Hiµq (1.37)

Hiλ es solución de:
$

&

%

Hiλ P Vi
aipHiλ, viq “ 0 @ vi P V 0

i

Hiλ “ λ en Γ
(1.38)

El segundo miembro de la ecuación es dado por:

xχ, µy “

2
ÿ

i“1

ppf,Hiµq ´ aipGif,Hiµqq (1.39)

donde Gif es la solución de:
$

&

%

Gif P V 0
i

aipGif, viq “ f @ vi P V 0
i

Gif “ 0 en BΩi

(1.40)

Comentario: La forma variacional del operador de Steklov Poincaré puede obtenerse directamente de
la relación:

a2pu2,R2µq “ pf,R2µq2 ` pf,R1µq1 ´ a1pu1,R1µq @µ P Λ (1.41)

Si descomponemos ui “ u0i ` u‹
i obtenemos:

2
ÿ

i“1

aipu
0
i ,Riµq “

2
ÿ

i“1

pf,Riµq ´

2
ÿ

i“1

aipu
‹
i ,Riµq @µ P Λ (1.42)

integrando por partes se obtiene:

aipu
0
i ,Riµq “

ż

Γ

Bu0i
Bn

µ dΓ “ x
Bu0i
Bn

, µyΛ1,Λ “ x
BHiλ

Bn
, µyΛ1,Λ (1.43)
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y

aipu
‹
i ,Riµq “ pf,Riµqi `

ż

Γ

Bu‹
i

Bn
µ dΓ (1.44)

“ pf,Riµqi ` x
Bu‹

i

Bn
, µyΛ1,Λ (1.45)

“ pf,Riµqi ` x
BGif

Bn
, µyΛ1,Λ (1.46)

entonces

2
ÿ

i“1

aipu
0
i ,Riµq “

2
ÿ

i“1

x
BHiλ

Bn
, µyΛ1,Λ (1.47)

2
ÿ

i“1

aipu
‹
i ,Riµq “

2
ÿ

i“1

pf,Riµqi ` x
BGif

Bn
, µyΛ1,Λ (1.48)

la relación (1.41) puede aśı reescribirse:

2
ÿ

i“1

x
BHiλ

Bn
, µyΛ1,Λ “

2
ÿ

i“1

pf,Riµqi ´

2
ÿ

i“1

tpf,Riµqi ´ x
BGif

Bn
, µyΛ1,Λu

en consecuencia:
ż

Γ

p
BH1λ

Bn1

´
BH2λ

Bn2

qµ dγ “

ż

Γ

p
BG2f

Bn2

´
BG1f

Bn1

qµ dγ (1.49)

donde Hiλ, i “ 1, 2 son solución de (1.38) y Gif, i “ 1, 2 son solución de (1.40).

1.2.4. Caso de la elasticidad lineal

Sea Ω un abierto acotado y conexo. Denominamos w : Ω Ñ Rd, d la dimensión del espacio, una

ΓD"

ΓN"

Ω2"

Ω1"

!Ω"

!Ω1"

!Ω2"

Γ"

"#"

"$"

f"

Figura 1.4: descomposición en dos subdominios.

función y σpwq el tensor de esfuerzo (o tensión) definido por:

σl,jpwq “ µ̂p
B

Bxl
wj `

B

Bxj
wlq ` λ̂divpwqδl,j (1.50)
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donde l, j “ 1, . . . , d, µ̂ ą 0, λ̂ ě 0 los coeficientes de Lamé y δl,j el tensor de Kronecker.
Definimos la ecuación de equilibrio a través del operador a derivadas parciales siguiente:

pLwql “ ´

d
ÿ

j“1

B

Bxj
σl,jpwq, l “ 1, . . . , d (1.51)

es decir:
Lw “ ´div σpwq “ ´µ̂∆w ´ pµ̂ ` λ̂q∇pdivwq (1.52)

Denominamos u : Ω Ñ Rd el vector de desplazamientos y entonces la ecuación de equilibrio en
elasticidad lineal puede escribirse de la manera siguiente:

$

&

%

pLuql “ fl en Ω, l “ 1, . . . , d,
u “ φD en BΩD “ ΓD,

řd
j“1 σl,jpuquj “ pφNql en BΩN “ ΓN , l “ 1, . . . , d.

(1.53)

donde f , φD y φN son funciones vectoriales definidas en Ω, ΓD y ΓN respectivamente. La descompo-
sición del borde BΩ en ΓD y ΓN verifica que Γ̄D Y Γ̄N “ BΩ, ΓD ‰ ϕ y ΓD X ΓN “ ϕ.

El vector f representa las fuerzas que actúan sobre el cuerpo Ω. φD es el desplazamiento en la
porción del borde o frontera llamado ΓD y φN es la tracción aplicada en la región complementaria de
la frontera llamada ΓN .

Ahora consideramos la descomposición en sud-dominios sin solapamiento Ω1 y Ω2 tal que Ω1XΩ2 “

ϕ y Ω̄1 Y Ω̄2 “ Ω̄. Notamos Γ la frontera ficticia entre Ω1 y Ω2 (Γ “ BΩ1 X Ω2).
Notamos ui, i “ 1, 2 las restricciones de u a Ω1 y Ω2 respectivamente. Las condiciones de transmi-

sión a través de la frontera Γ toman la forma siguiente:

u1 “ u2 (1.54)

d
ÿ

j“1

σl,jpu1qnj “

d
ÿ

j“1

σl,jpu2qnj enΓ (1.55)

donde nj es la coordenada j de la normal al borde Γ, n, exterior al dominio Ω1. Estas condiciones
representan la continuidad de los desplazamientos y los esfuerzos o tensiones normales en Γ.

Formulación multidominios

Consideramos la forma bilinear siguiente:

epw,vq “
µ̂

2

ż

Ω

d
ÿ

j,l“1

p
B

Bxl
wj `

B

Bxj
wlqp

B

Bxl
vj `

B

Bxj
vlqdx (1.56)

` λ̂

ż

Ω

divw div vdx

en el espacio pH1
ΓD

pΩqqd, y H1
ΓD

pΩq “ tv P H1pΩq tal que vΓD
“ 0u.

Si suponemos que f , φD y φN pertenecen a pL2pΩqqd podemos enunciar la formulación débil del
problema de elasticidad de la manera siguiente:

epw,vq “ pf, vq ` pφN ,vΓN
qΓN

´ epφ̂D, vq @v P pH1
ΓD

pΩqq
d (1.57)

con pφ,ψqΓN
“
ş

ΓN
φ¨ψ dγ y φ̂D el prolongamiento a todo Ω del dato φD. En consecuencia la solución

del problema de elasticidad está dada por u “ w ` φ̂D.
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La existencia y la unicidad de la solución es una consecuencia de la desigualdad de Korn:

ż

Ω

d
ÿ

j,l“1

p
B

Bxl
vj `

B

Bxj
vlq

2dx ě }v}
2
1,Ω (1.58)

Para presentar la formulación débil de la formulación multidominios vamos a suponer que ΓN “ ψ
y φD “ 0 y una descomposición en dos subdominios sin solapamiento. Notamos las formas bilineales
sobre cada subdominio Ωi de la manera siguiente:

eipwi,viq “
µ̂

2

ż

Ω

d
ÿ

j,l“1

p
B

Bxl
wi,j `

B

Bxj
wi,lqp

B

Bxl
vi,j `

B

Bxj
vi,lqdx (1.59)

` λ̂

ż

Ω

divwi div vidx

Aśı la formulación débil para dos subdominios se puede enunciar de la manera siguiente:
Encontrar u1 P pV1q

d y u2 P pV2q
d tal que:

e1pu1,v1q “ pf1,v1q1 @v1 P pV 0
1 q

d

u1 “ u2 en Γ

e2pu2,v2q “ pf2,v2q2 @v2 P pV 0
2 q

d

e2pu2,R2µq “ pf2,R2µq2 ` pf1,R1µq1 ´ e1pu1,R1µq @ µ P Λd

donde Ri es la prolongación de Λd Ñ V d
i .

Para reescribir este problema en términos del operador de Steklov-Poincaré definimos las prolon-
gaciones ”harmónicas ”de los datos en el borde Γ y la solución del problema de Dirichlet homogéneo.
Es decir escribimos ui “ EiηΓ ` u˚

i donde EiηΓ es la prolongación ”harmónica”de ηΓ a todo el dominio
Ωi, solución de:

EiηΓ P pViq
d

eipEiηΓ,viq “ 0 @vi P pV 0
i q

d

EiηΓ “ ηΓ en Γ

Por otro lado u˚
i es definido como la solución de:

u˚
i P pV 0

i q
d

eipu
˚
i ,viq “ 0 @vi P pV 0

i q
d

Aśı de manera similar al caso del Laplaciano podemos definir el operador de Steklov-Poincaré de
la manera siguiente:

xSiη, µy “ eipEiη, Eiµq, @ η, µ P pΛq
d (1.60)

y entonces la formulación en dos subdominios puede enunciarse de la manera siguiente: encontrar λ

Sλ “ χ (1.61)

con S “ S1 ` S2 y χ “ χ1 ` χ2 P pΛ1qd.

pχi, µq “ pf , Eiµq ´ eipu
˚
i , Eiµq @µ P Λd. (1.62)



Caṕıtulo 2

Método de Schwarz

2.1. Introdución

Consideremos un dominio Ω. Vamos a considerar una descomposición en dos subdominios Ω1 y Ω2

tal que Ω “ Ω1 Y Ω2 y Ω1 X Ω2 ‰ ϕ.
Inicialmente el método de Schwarz fue presentado sobre una forma dicha alternativa que más tarde

se llamó multiplicativa:

Figura 2.1: descomposición en dos subdominios.

Consideremos siempre el problema elemental de Poisson:

"

´∆ upxq “ fpxq si x P Ω
upxq “ 0 si x P BΩ

(2.1)

Inicialmente el método de Schwarz fue presentado sobre una forma dicha alternada que más tarde
se llamó multiplicativa: dado una primera estimación de la solución u0 vamos a construir dos secuencias
tuk1u|k y tuk2u|k que resolverán los problemas siguientes: si u01 “ u0|Ω1 , para k “ 0, ..., convergencia

$

&

%

´∆ uk`1
1 pxq “ fpxq si x P Ω1

uk`1
1 pxq “ uk2 si x P BΩ1 X Ω2

uk`1
1 pxq “ 0 si x P BΩ1 X BΩ

(2.2)

17
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y
$

&

%

´∆ uk`1
2 pxq “ fpxq si x P Ω2

uk`1
2 pxq “ uk`1

1 si x P BΩ2 X Ω1

uk`1
2 pxq “ 0 si x P BΩ2 X BΩ

(2.3)

Se demuestra que las secuencias tuk1uk y tuk2uk convergen a u1 “ u|Ω1 y u2 “ u|Ω2 . Este algoritmo
presenta un inconveniente: es necesario resolver el problema (2.2) antes de resolver el problema (2.3) a
cada iteración k, impidiendo aśı la paralelización de los dos problemas. Aśı el algoritmo general básico
del método de Schwarz para la forma multiplicativa (alternada si las discretizaciones son diferentes en
cada subdominio) se puede resumir

Sea w1 “ 0.

Para k “ 1, . . . convergencia, calcular uk1 solución de

∆u1
k

“ f1, en Ω1

puk1qBΩ1XBΩ “ g1 en BΩ1 X BΩ

puk1qΓ1 “ wk´1
1

wk
2 “ I1,2u

k
1 (la traza de uk1 en Γ2)

calcular uk2 solución de

∆u2
k

“ f2, en Ω2

puk2qBΩ2XBΩ “ g1 en BΩ2 X BΩ

puk2qΓ1 “ wk
2

wk
1 “ I2,1u

k
2 (la traza de uk2 en Γ1)

Si }wk
1 ´ wk´1

1 } ď tolΓ y }wk
2 ´ wk´1

2 } ď tolΓ Stop
Si }uk1 ´ uk´1

1 } ď tolΩ1 y }uk2 ´ uk´1
2 } ď tolΩ2 Stop

end Para

u “ uk1 en Ω1, u “ uk2 en ΩzΩ1.

Más tarde fue entonces presentado un método de Schwarz que podemos llamar paralelo o aditivo.
Dados u01 “ u0|Ω1 y u01 “ u0|Ω1 , para k “ 0, ..., convergencia vamos a construir dos secuencias tuk1u|k

y tuk2u|k que resolverán los problemas siguientes:
$

&

%

´∆ uk`1
1 pxq “ fpxq si x P Ω1

uk`1
1 pxq “ uk2 si x P BΩ1 X Ω2

uk`1
1 pxq “ 0 si x P BΩ1 X BΩ

(2.4)

y
$

&

%

´∆ uk`1
2 pxq “ fpxq si x P Ω2

uk`1
2 pxq “ uk1 si x P BΩ2 X Ω1

uk`1
2 pxq “ 0 si x P BΩ2 X BΩ

(2.5)

en este algoritmo está claro que los dos problemas (2.4) y (2.5) son desacoplados y pueden ser resueltos
de manera simultánea, es decir en paralelo. Veremos más tarde que el método multiplicativo se puede
también paralelizar, pero de manera un poco menos eficiente.

El algoritmo general básico del método de Schwarz para la forma paralela (aditiva si las discreti-
zaciones son diferentes en cada subdominio) toma la forma siguiente:
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Sea w0
1 “ 0 y w0

2 “ 0.

Para k “ 1, . . . convergencia, calcular uk1 solución de

∆u1
k

“ f1, en Ω1

puk1qBΩ1XBΩ “ g1 en BΩ1 X BΩ

puk1qΓ1 “ wk´1
1

calcular uk2 solución de

∆u2
k

“ f2, en Ω2

puk2qBΩ2XBΩ “ g1 en BΩ2 X BΩ

puk2qΓ1 “ wk´1
2

wk
2 “ I1,2u

k
1 (la traza de uk1 en Γ2)

wk
1 “ I2,1u

k
2 (la traza de uk2 en Γ1)

Si }wk
1 ´ wk´1

1 } ď tolΓ y }wk
2 ´ wk´1

2 } ď tolΓ Stop
Si }uk1 ´ uk´1

1 } ď tolΩ1 y }uk2 ´ uk´1
2 } ď tolΩ2 Stop

end Para

u “ uk1 en Ω1, u “ uk2 en ΩzΩ1.

2.2. Formulación variacional

Consideremos las mismas definiciones del caṕıtulo 1 salvo que definimos:

V ‹
i “ tv P V |v “ 0 en ΩzΩiu. (2.6)

La forma variacional del método multiplicativo puede entonces presentarse de la manera siguiente:
supongamos conocer u0 P V , para cada k ě 0 se resuelven las ecuaciones variacionales siguientes:

calcular wk
1 P V 0

1 la solución de la ecuación:

a1pw
k
1 , v1q “ pf, v1q1 ´ a1pu

k, v1q @ v1 P V 0
1 (2.7)

A continuación definimos la prolongación por zero de wk
1 a todo Ω, w̃k

1 y entonces notamos

uk`1{2
“ uk ` w̃k

1 . (2.8)

Luego calculamos wk
2 P V 0

2 tal que:

a2pw
k
2 , v2q “ pf, v2q2 ´ a2pu

k`1{2, v2q @ v2 P V 0
2 (2.9)

Prolongando por zero wk
2 a todo Ω, se obtiene w̃k

2 y entonces la iteración siguiente:

uk`1
“ uk`1{2

` w̃k
2 . (2.10)

Por supuesto se recupera la formulación (2.2)-(2.3) si definimos;

uk`1{2
pxq “

"

uk`1
1 pxq si x P Ω1

uk2pxq si x P ΩzΩ1
(2.11)
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y

uk`1
pxq “

"

uk`1
2 pxq si x P Ω2

uk`1
1 pxq si x P ΩzΩ2

(2.12)

En el caso de la formulación aditiva tenemos una formulación similar: calcular wk
1 P V 0

1 la solución de
la ecuación:

a1pw
k
1 , v1q “ pf, v1q1 ´ a1pu

k, v1q @ v1 P V 0
1 (2.13)

y en paralelo podemos calcular wk
2 P V 0

2 tal que:

a2pw
k
2 , v2q “ pf, v2q2 ´ a2pu

k, v2q @ v2 P V 0
2 (2.14)

la nueva iteración está definida por:

uk`1
“ uk ` w̃k

1 ` w̃k
2 (2.15)

y entonces:

uk`1
pxq “

$

&

%

uk`1
1 pxq si x P ΩzΩ2

uk`1
1 pxq ` uk`1

2 pxq ´ ukpxq si x P Ω1 X Ω2

uk`1
2 pxq si x P ΩzΩ1

(2.16)

estas dos formulaciones pueden conducir a la versión discretizada por elementos finitos.

2.3. Formulación como un método de proyección

El funcional apu, vq definido en (1.4) es bilineal y coercivo, define aśı un producto interior en V “

H1
0 pΩq. Es lo mismo para los funcionales ai, i “ 1, 2 en V 0

i , Vi y V
‹
i . Podemos aśı definir una proyección

ortogonal con respecto a este producto interior inducido por la forma bilineal Pi : w P V Ñ Piw P V ‹
i

que verifica:
apPiw ´ w, vq “ 0 @v P V ‹

i (2.17)

o lo que es lo mismo:
apPiw, vq “ apw, vq @v P V ‹

i (2.18)

Este producto interior nos permite de reescribir el método de Schwarz como un método de proyección.
La primera ecuación de la formulación variacional del algoritmo multiplicativo puede escribirse de la
manera siguiente: @v P V ‹

1

apu
k`1{2
1 ´ uk, vq “ apw̃k

1 , vq “ a1pwk
1 , v|Ω1q (2.19)

“ pf, v|Ω1q1 ´ a1puk, v|Ω1q (2.20)

“ pf, vq ´ apuk, vq (2.21)

“ apu ´ uk, vq (2.22)

Para la segunda ecuación de la formulación multiplicativa obtenemos:

apuk`1
´ uk`1{2, vq “ apu ´ uk`1{2, vq @v P V ‹

2 (2.23)

entonces tenemos que las secuencias uk`1 y uk`1{2 verifican:

uk`1{2
´ uk “ P1pu ´ ukq (2.24)

uk`1
´ uk`1{2

“ P2pu ´ uk`1{2
q (2.25)
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con Pi, i “ 1, 2 es la proyección ortogonal de V en V ‹
i con respecto al producto escalar inducido por

la forma bilinear ap., .q. Es decir que para todo w P V , Piw P V ‹
i verifica que:

apPiw ´ w, vq “ 0 @v P V ‹
i (2.26)

Notamos I el operador identidad y Ji, i “ 1, 2 el operador de inmersión de V ‹
i en V , que verifica

que Jiv “ v para todo v P V ‹
i , este último operador es no denso, es decir de imagen no densa. Notamos

también J T
i el operador transpuesto, es decir una aplicación no inyectiva de V 1 Ñ pV ‹

I q1 definido por:

xJ T
i F, vy “ xF,Jivy (2.27)

Podemos definir ahora el operador siguiente:

Pi “ JiPi : V Ñ V (2.28)

Se define también Gf como la solución del problema siguiente:
"

Gf P V
apGf, vq “ f @ v P V

(2.29)

entonces u “ Gf y las igualdades (2.24) implican:

uk`1{2
“uk ` P1pu ´ ukq (2.30)

“Ipukq ´ P1pu
k
q ` P1Gf (2.31)

“pI ´ P1qpukq ` P1Gf (2.32)

“uk ` P1Gpf ´ ∆ukq (2.33)

y

uk`1
“uk`1{2

` P2pu ´ uk`1{2
q (2.34)

“Ipuk`1{2
q ´ P2puk`1{2

q ` P2Gf (2.35)

“pI ´ P2qpuk`1{2
q ` P2Gf (2.36)

“uk`1{2
` P2Gpf ´ ∆uk`1{2

q (2.37)

Definimos ahora el operador Qm, m por multiplicativo, Qm “ P1 ` P2 ´ P2P1 : V Ñ V , entonces el
método multiplicativo o alternado se puede reescribir:

uk`1
“rpI ´ P2qpI ´ P1quk ` P1Gf s ` P2Gf (2.38)

“pI ´ P2qpI ´ P1quk ` pI ´ P2qP1Gf ` P2Gf (2.39)

“uk ` QmpGf ´ ukq (2.40)

“uk ` QmGpf ´ ∆ukq (2.41)

De la misma manera el método paralelo o aditivo puede formularse como un método de proyección:

w̃k
1 “ P1pu ´ ukq y w̃k

2 “ P2pu ´ ukq (2.42)

Si ahora definimos Qa “ P1 ` P2, obtenemos:

uk`1
“pI ´ P1q ´ P2qu

k
` pP1 ` P2qGf (2.43)

“uk ` QapGf ´ ukq (2.44)

“uk ` QaGpf ´ ∆ukq. (2.45)
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También es posible escribir la ecuación que verifica el error:

u ´ uk`1{2
“pI ´ P1qpu “ ukq (2.46)

u ´ uk`1
“pI ´ P2qpu ´ uk`1{2

q (2.47)

Si ahora definimos el error ek “ u ´ uk se obtiene en el caso multiplicativo:

ek`1
“ pI ´ P2qpI ´ P1qe

k (2.48)

y en el caso aditivo:
ek`1

“ pI ´ P1 ´ P2qek. (2.49)

2.4. Una generalización

Lo expuesto en las secciones precedentes se aplican a todo operador eĺıptico L, es decir podemos
remplazar ∆ por L en todas las deducciones. Se puede considerar la ecuación :

"

´L upxq “ fpxq si x P Ω
upxq “ 0 si x P BΩ

(2.50)

Donde L es un operador eĺıptico y simétrico dado por:

Lu “ ´

d
ÿ

l,j“1

B

Bxl
pal,j

Bu

Bxl
q ` a0u (2.51)

los coeficientes al,j y a0 son funciones de L8pΩq. Por simetŕıa entendemos que al,jpxq “ aj,lpxq, @x P

Ω, i, j “ 1, ¨ ¨ ¨ , d y por elipticidad que existe α0 ą 0 tal que:

d
ÿ

l,j“1

al,jpxqζlζj ě α0|ζ|
2, @ζ P Rd, x P Ω (2.52)

y a0pxq ě 0, @x P Ω.
La forma bilineal asociada es:

apu, vq “

ż

Ω

p

d
ÿ

l,j“1

al,j
Bu

Bxj

Bv

Bxl
q ` a0u vqdx (2.53)

Esta forma es bilineal, simétrica, continua y eĺıptica sobre H1
0 pΩq.

En la formulación multidominios cambian un poco las condiciones de transmisión:

u1 “u2 en Γ (2.54)

Bu1
BnL

“
Bu2
BnL

(2.55)

donde la derivada normal B

BnL
es definida por:

Bv

BnL

“

d
ÿ

l,j“1

al,j
Bv

Bxj
nl (2.56)
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2.5. Discretización

Presentaremos en esta sección la discretización del método de Schwarz. Para ilustrar los temas
expuestos vamos a considerar un problema en una dimensión, pero fundamentalmente los resultados
y algoritmos presentados son los mismos en dos y tres dimensiones, por supuesto la dificultad de
implementación informática no es la misma.

Consideremos el problema elemental siguiente:
#

´u2
pxq “fpxq, con x P p0, 1q

up0q “up1q “ 0
(2.57)

y una discretización en N puntos de paso h, 0 ď xi ď 1, i “ 1, ¨ ¨ ¨ , N , h “ xi ´ xi´1, x1 “ 0, xi “

xi´1 ` h.
La formulación variacional es la siguiente: encontrar u P H1

0 pp0, 1qq tal que:
ż 1

0

∇upxq∇vpxqdx “

ż 1

0

fpxqvpxqdx (2.58)

Su aproximación por un método de elementos finitos P1 es: encontrar uh P Vh tal que:
ż 1

0

∇uhpxq∇vhpxqdx “

ż 1

0

fpxqvhpxqdx (2.59)

donde Vh “
␣

vh P C0p0, 1q|vh|rxi,xi`1s P P1prxi, xi`1sq
(

XH1
0 pp0, 1qq. Vh es un espacio de dimensión finita,

generado por la base ϕj, j “ 1, ¨ ¨ ¨ , N donde:

ϕjpxq “

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

x ´ xj´1

xj ´ xj´1

, x P rxj´1 ´ xjs

xj`1 ´ x

xj`1 ´ xj
, x P rxj ´ xj`1s

0 si no

(2.60)

Aśı todo elemento de Vh se puede expresar como una combinación lineal de la base:

uhpxq “

N
ÿ

j“1

ujϕjpxq, con uhpxjq “ uj (2.61)

Ahora notamos Uh el vector de RN´2 definido por Uh “ pu2, ¨ ¨ ¨ , uN´1q, los valores de u1 “ uN “ 0
son datos (las condiciones de Dirichlet). El vector Uh es la solución del sistema lineal:

AUh “ fh (2.62)

donde

A “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

2 ´1 0 0 0 0 0 0 | 0 0 0 0
´1 2 ´1 0 0 0 0 0 | 0 0 0

¨ ¨ ¨ A11 |

´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´

0 0 0 ´1 | 2 ´1 0 | 0 0 0
0 0 0 0 | ´1 2 ´1 | 0 0 0
0 0 0 0 | 0 ´1 2 | ´1 0 0
´ ´ ´ ´ | ´ ´ ´ ´

¨ ¨ ¨ A22

0 0 0 0 | 0 ¨ ¨ ¨ 0 0 ´1 2 ´1
0 0 0 0 | 0 ¨ ¨ ¨ 0 0 0 ´1 2

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

. (2.63)
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y fh “ tf2, ¨ ¨ ¨ , fN´1u
t con:

fi “ h

ż xi`1

xi´1

fpxqϕipxqdx (2.64)

Consideremos ahora una descomposición de Ω “ p0, 1q en dos subdominios Ω1 “ p0, xγq y Ω2 “

pxβ, 1q

X1 X2 X! X" XN

Ω1 Ω2

Γ21 Γ12
Ω

Figura 2.2: descomposición en dos subdominios.

El método multiplicativo de Schwarz se puede entonces formular de la manera siguiente: dado
u02 “ pu0β, ¨ ¨ ¨ , u0Nq calcularemos la secuencia:

A11u
n`1
1 “f1 ´ A12u

n
2 (2.65)

A22u
n`1
2 “f2 ´ A21u

n`1
1 (2.66)

donde f1 “ pfpx1q, ¨ ¨ ¨ , fpxγqq, f2 “ pfpxβq, ¨ ¨ ¨ , fpxNqq. La matriz A12 es una matriz llena de ceros
salvo para el coeficiente correspondiente al dato u1pxγq “ u2pxγq y la matriz A21 es una matriz llena
de ceros salvo para el coeficiente correspondiente al dato u2pxβq “ u1pxβq.

En el caso de una descomposición en m subdominios:

Ω1 Ω2 Ω3 Ω4 Ω%Ω %-1
Ω %-2

Figura 2.3: descomposición en m subdominios.

Por j “ 1, ¨ ¨ ¨ ,m debemos resolver:

Ajju
n`1
j “ fj ´

j´1
ÿ

k“1

Ajku
n`1
k ´

m
ÿ

k“j`1

Ajku
n
k . (2.67)
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X! X"

Ω1 Ω2

R2

R1

Figura 2.4: descomposición en dos subdominios.

donde Ajk corresponde a la matriz de interfaz en Γj,k.
Si ahora definimos las matrices de restricción R1 : RN Ñ RN1 , R2 : RN Ñ RN2 :

R1 “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

. (2.68)

y

R2 “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

. (2.69)

Verificamos inmediatamente que:
Ajj “ RjAR

T
j , j “ 1, 2. (2.70)

Aśı para el caso multiplicativo las ecuaciones (2.8) y (2.10) se escriben:

un`1{2
“ un ` RT

1A
´1
1 R1pf ´ Aunq (2.71)

un`1
“ un`1{2

` RT
2A

´1
2 R2pf ´ Aunq (2.72)

donde f ´ Aun es el residuo a la iteración n.
Si ahora consideramos las restricciones sin solapamiento: es decir que RT

1R1 `RT
2R

2 “ I, la matriz
identidad. Esto correponde a una partición de la matriz A, de los vectores u y f diferente:

A “

„

A11 A12

A21 A22

ȷ

, f “

„

f1
f2

ȷ

, u “

„

u1
u2

ȷ

(2.73)

En (2.71) obtenemos:
R1pf ´ Aunq “ f1 ´ A11u

n
1 ´ A12u

n
2 (2.74)
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Ω1

R2
X!X"

R1

Ω2

Figura 2.5: descomposición en dos subdominios, Ri sin solapamiento.

y resolvemos en dominio Ω1, teniendo en cuenta que R1u
n “ un1 ,

A´1
11 R1pf ´ Aunq “ A´1

11 pf1 ´ A12u
n
2 q ´ un1 . (2.75)

entonces la primera ecuación de (2.71) se escribe:
«

u
n`1{2
1

u
n`1{2
2

ff

“

„

un1
un2

ȷ

`

„

A´1
11 pf1 ´ A12u

n
2 q ´ un1

0

ȷ

“

„

A´1
11 pf1 ´ A12u

n
2 q

un2

ȷ

(2.76)

Utilizando la segunda ecuación de (2.71) obtenemos:
„

un`1
1

un`1
2

ȷ

“

„

A´1
11 pf1 ´ A12u

n
2 q

A´1
22 pf2 ´ A21u

n`1
1 q

ȷ

(2.77)

que se pueden reescribir:

A11u
n`1
1 “f1 ´ A12u

n
2 (2.78)

A22u
n`1
2 “f2 ´ A21u

n`1
1 (2.79)

Obtenemos aśı las mismas ecuaciones de la discretización del método original de Schwarz.
Por otro lado esto permite de verificar que el algoritmo multiplicativo de Schwarz es el método de

Gauss-Siedel:
„

A11 0
A21 A22

ȷ „

un`1
1

un`1
2

ȷ

“

„

0 ´A12

0 0

ȷ „

un1
un2

ȷ

`

„

f1
f2

ȷ

(2.80)

que escribimos:
MUn`1

“ NUn
` b (2.81)

con:

M “

„

A11 0
A21 A22

ȷ

, N “

„

0 ´A12

0 0

ȷ

y Un
“

„

un1
un2

ȷ

(2.82)

En el caso de una descomposición en multidominios el método multiplicativo puede enunciarse de la
manera siguiente:

un`i{m
“ un`pi´1q{m

` RT
i A

´1
ii Ripf ´ Aun`pi´1q{m

q, para i “ 1, ¨ ¨ ¨ ,m. (2.83)

Volviendo a las ecuaciones (2.71) un cálculo inmediato da:

un`1
“ un ` pRT

1A
´1
11 R1 ` RT

2A
´1
22 R2qpf ´ Aunq. (2.84)

Se puede ver esta expresión como un método de Richardson precondicionado para resolver el problema
Au “ f .
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2.5.1. Ejemplo de aplicación del método de Schwarz

En esta sección damos un ejemplo en una dimensión de la aplicación del método de descomposición
de dominios aditivo y multiplicativo de Schwarz. La ecuación considerada es la siguiente:

´u2
pxq ` 2upxq “2 ` 2 ˚ x ˚ p1 ´ xq, con x P p0, 1q (2.85)

up0q “up1q “ 0. (2.86)

La figura (2.6) representa la evolución de las iteraciones del método de Schwarz aditivo cuando
consideramos 100 nodos de aproximación de la solución, dos subdominios y un solapamiento de 10
nodos. El resultado es obtenido al cabo de 38 iteraciones con una tolerancia de 8, 31e ´ 06.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Schwarz aditivo, 100 nudos, dos subdominios

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

Figura 2.6: Evolución de las iteraciones del algoritmo Schwarz aditivo, solapamiento 10 nodos.

La figura (2.7) representa la evolución de las iteraciones del método de Schwarz aditivo cuando
consideramos los mismos parámetros que en el ejemplo precedente pero con un solapamiento de 20
nodos de interpolación. El resultado es obtenido al cabo de 21 iteraciones con una tolerancia de
7, 41e ´ 06.

Verificamos inmediatamente que la velocidad de convergencia depende directamente de la superficie
del solapamiento.
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Schwarz aditivo, 100 nudos, dos subdominios

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

Figura 2.7: Evolución de las iteraciones del algoritmo Schwarz aditivo, solapamiento 20 nodos.

La figura (2.8) representa la evolución de las iteraciones del método de Schwarz multiplicativo
cuando consideramos 100 nodos de aproximación de la solución, dos subdominios y un solapamiento
de 10 nodos. El resultado es obtenido al cabo de 21 iteraciones con una tolerancia de 7, 45e ´ 06.

La figura (2.9) representa la evolución de las iteraciones del método de Schwarz multiplicativo
cuando consideramos los mismos parametros que el test precedente pero con un solapamiento de 20
nodos de interpolación. El resultado es obtenido al cabo de 12 iteraciones con un test de 4, 97e ´ 06.
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Schwarz multiplicativo, 100 nudos, dos subdominios

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

Figura 2.8: Evolución de las iteraciones del algoritmo de Schwarz multiplicativo, solapamiento 10
nodos.

2.5.2. Método de Schwarz discretización, Gauss Seidel

Es un método de punto fijo para resolver:

AU “ F con A “

„

A11 A12

A21 A22

ȷ

Definimos una descomposición A “ M ´ N y:

MUn`1
“ NUn

` F

Podemos elegir las matrices M y N ;

M “

„

A11 0
A21 a22

ȷ

y N “

„

0 ´A12

0 0

ȷ

Obtenemos el método de Gauss Seidel por bloques.
Que se puede escribir:

Un`1
1 “ Un

1 ` A´1
11 pF1 ´ A11U

n
1 ´ A12U

n
2 q

Un`1
2 “ U

n`1{2
2 ` A´1

22 pF2 ´ A22U
n`1
1 ´ A22U

n
2 q

es decir:

Un`1{2
“ Un

` Rt
1A

´1
11 R1pF ´ AUn

q

Un`1
“ Un`1{2

` Rt
2A

´1
22 R2pF ´ AUn`1{2

q
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Schwarz multiplicativo, 100 nudos, dos subdominios
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Figura 2.9: Evolución de las iteraciones del algoritmo de Schwarz multiplicativo, solapamiento 20
nodos.
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Cai et Sarkis (1998):

”While working on a AS/GMRES algorithm
in an Euler simulation, we removed part of
the communication routine and surprisingly the
”then AS” method converged faster in both
terms of iteration counts and CPU time.”

R1U R2U

R̃1U R̃2U

Figura 2.10: Operadores de restricción

2.5.3. Método de Schwarz discretización, RAS.

RAS = Restricted Additive Schwarz

Schwarz aditivo
Un`1

“ Un
` pRt

1A
´1
11 R1 ` Rt

2A
´1
22 R2qpF ´ AUn

q

Restricted Additive Schwarz(RAS)

Un`1
“ Un

` pR̃t
1A

´1
11 R1 ` R̃t

2A
´1
22 R2qpF ´ AUn

q

2.5.4. Algoritmo multicolor

Consideremos una descomposición de un dominio Ω enm subdominios con solapamiento, Ω1, ¨ ¨ ¨ ,Ωm.
Consideremos ahora una partición del conjunto de ı́ndices t1, ¨ ¨ ¨ ,mu, C1, ¨ ¨ ¨ , Cs tal que:

i, j P Ck, con i ‰ j Ñ Ωi X Ωj “ ϕ (2.87)
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préconditionneur

Rappels sur le
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Un+1 = Un + (Rt
1A

�1
1 R1 + Rt

2A
�1
2 R2)(b � AUn)

Restricted Additive Schwarz

Un+1 = Un + (R̃t
1A

�1
1 R1 + R̃t

2A
�1
2 R2)(b � AUn)
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Figura 2.11: Método RAS

llamamos los conjuntos Ck los colores.

Algoritmo 2.5.1. (Algoritmo multicolor de Schwarz)
Dato inicial w

1) Para k “ 0, ¨ ¨ ¨ , hasta la convergencia

2) Para l “ 1, ¨ ¨ ¨ , s

3) Resolver para cada i P Cl
$

’

&

’

%

´∆uk`i{m
“ f en Ωi

uk`i{m
“ w en BΩi X Ω

uk`i{m
“ 0, en BΩi X BΩ

(2.88)

w “ uk`i{m

fin loop en i
fin loop en l
uk`1 “ w
fin loop en k

La idea es de elegir la menor cantidad de colores posible.

2.5.5. Método de Richardson.

¿Que es el método de Richardson para resolver Au “ f?
Consiste en obtener la solución u como el ĺımite de un proceso iterativo, donde a cada iteración se

calcula:
un`1

“ un ` αpf ´ Aunq (2.89)

Si estudiamos la convergencia vemos que ek`1 “ uk`1 ´ u verifica que:

en`1
“ pI ´ αAqen “ pI ´ αAq

n
pu1 ´ uq. (2.90)

la convergencia se obtiene si y solamente si ρpI ´ αAq ă 1.
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2.6. Convergencia en una dimensión

Par ilustrar las demonstraciones de convergencia consideramos primero un problema a una dimen-
sión, es decir Ω “s0, 1r:

"

´v2pxq “ fpxq si x Ps0, 1r

vp0q “ vp1q “ 0
(2.91)

Se supone aqúı que la función f es suficientemente regular para que la solución pertenezca a C2pΩq.
Definimos Ω1 “s0, αr y Ω2 “sβ, 1r con β ă α. Evidentemente s0, 1r“ r0, αrYsβ, 1r. La intersección

Ω1 X Ω2 “sβ, αr .
Sea v1 la función definida sobre r0, αs y v2 la función definida sobre rβ, 1s tal que:

"

´v2
1pxq “ fpxq si x Ps0, αr

v1p0q “ 0; v1pαq “ v2pαq
(2.92)

y
"

´v2
2pxq “ fpxq si x Psβ, 1r

v2pβq “ v1pβq; v2p1q “ 0
(2.93)

Si definimos :

vpxq “

"

v1pxq si x Ps0, αr

v2pxq si x Psβ, 1r
(2.94)

entonces v1pxq “ v2pxq en sβ, αr y v es la solución de (2.91).

Proposición 2.6.1. Sea v0 una funćıon tal que v0p0q “ v0p1q “ 0. Sean tvk1ukě0 y tvk2ukě0 dos secuencias
que verifican:

Para k “ 0, ..... convergencia

"

´pvk`1
1 q2pxq “ fpxq si x Ps0, αr

vk`1
1 p0q “ 0; vk`1

1 pαq “ vk2pαq
(2.95)

"

´pvk`1
2 q2pxq “ fpxq si x Psβ, 1r

vk`1
2 pβq “ vk1pβq; vk`1

2 p1q “ 0
(2.96)

Entonces si β ă α, tvk1u
}.}8
ÝÑv1 y tvk2u

}.}8
ÝÑv2 cuando k Ñ 8.

Demostración 2.6.1. Definimos las funciones error siguientes:

d2pxq “ vk1pxq ´ v1pxq six Ps0, αr

ekpxq “ vk2pxq ´ v2pxq six Psβ, 1r
(2.97)

que verifican las ecuaciones:

"

´pdk`1q2pxq “ 0 si x Ps0, αr

dk`1p0q “ 0; dk`1pαq “ vk`1
1 pαq ´ v1pαq “ vk2pαq ´ v2pαq “ ekpαq

(2.98)

"

´pek`1q2pxq “ 0 si x Psβ, 1r

ek`1pβq “ vk2pβq ´ v2pβq “ vk1pβq ´ v1pβq “ dkpβq; ek`1p1q “ 0
(2.99)

Sea Φ la solución de
"

´Φ2pxq “ 0 si x Ps0, αr

Φp0q “ 0; Φpαq “ |ekpαq|
(2.100)

entonces Φpxq “ |ekpαq|
x

α
si x Ps0, αr y Φpxq ě 0, P r0, αs.
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Para comparar definimos la función zpxq “ Φpxq ´ dk`1pxq en r0, αs, esta función verifica:
$

&

%

´z2pxq “ ´Φ2pxq ` pdk`1q2pxq “ 0 si x Ps0, αr

zp0q “ Φp0q ´ dk`1p0q “ 0
zpαq “ Φpαq ´ dk`1pαq “ |ekpαq| ´ ekpαq ě 0

(2.101)

entonces por el principio del máximo tenemos que zpxq ě 0 en s0, αr y por consecuencia Φpxq ě dk`1pxq

en s0, αr.
Siguiendo con las comparaciones definimos ahora zpxq “ Φpxq ` dk`1pxq en r0, αs

$

&

%

´z2pxq “ ´Φ2pxq ` pdk`1q2pxq “ 0 si x Ps0, αr

zp0q “ Φp0q ` dk`1p0q “ 0
zpαq “ Φpαq ` dk`1pαq “ |ekpαq| ` ekpαq ě 0

(2.102)

entonces por el principio del máximo tenemos que zpxq ě 0 en s0, αr y por consecuencia dk`1pxq ě

´Φpxq en s0, αr. Entonces tenemos que:

´Φpxq ď dk`1
pxq ď Φpxq si x Ps0, αr (2.103)

eso implica que |dk`1pxq| ď Φpxq si x Ps0, αr, más aún:

}dk`1
}8,r0,αs ď }Φ}8,r0,αs ď |ekpαq| ď }ek}8,rβ,1s (2.104)

Si ahora consideramos Φpxq en rβ, 1s tal que:
"

´pΦ2pxq “ 0 si x Psβ, 1r

Φpβq “ |dk´1pβq|; Φp1q “ 0
(2.105)

entonces Φpxq “ |dk´1pβq|
px´1q

pβ´1q
ě 0.

Sea ahora zpxq “ Φpxq ` ekpxq en rβ, 1s, zpxq verifica:
$

&

%

´z2pxq “ ´Φ2pxq ´ pekq2pxq “ 0 si x Psβ, 1r

zp1q “ Φp1q ` ekp1q “ 0
zpβq “ |dk´1pβq| ` ekpβq “ |ekpβq| ` ekpβ ě 0

(2.106)

entonces zpxq ě 0 en rβ, 1s(Principio del Máximo) y por consecuencia:

Φpxq ` ekpxq ě 0 y ekpxq ě ´Φpxq en rβ, 1s (2.107)

Sea zpxq “ Φpxq ´ ekpxq en rβ, 1s, zpxq verifica:
$

&

%

´z2pxq “ ´Φ2pxq ` pekq2pxq “ 0 si x Psβ, 1r

zp1q “ Φp1q ´ ekp1q “ 0
zpβq “ |dk´1pβq| ´ ekpβq “ |ekpβq| ´ ekpβ ě 0

(2.108)

entonces zpxq ě 0 en rβ, 1s(Principio del Máximo) y por consecuencia:

Φpxq ´ ekpxq ě 0 y Φpxq ě ekpxq en rβ, 1s (2.109)

entonces :

}dk`1
}8,r0,αs ď |ekpαq| ď Φpαq “ |dk´1

pβq|
pα ´ 1q

pβ ´ 1q
(2.110)

ď γ1}dk´1
}8,r0,αs (2.111)
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con

γ1 ď
pα ´ 1q

pβ ´ 1q
ă 1 (2.112)

entonces:
}dk`1

}8,r0,αs ď γ1}d
k´1

}8,r0,αs con γ1 ď 1 (2.113)

y en consecuencia }dk}8,r0,αs Ñ 0 cuando k Ñ 8.

Utilizando la misma técnica podemos demostrar que }ek`1}8,rβ,1s ď γ2}e
k´1}8,rβ,1s con γ2 ď

β

α
ă 1

y entonces }ek}8,rβ,1s Ñ 0 cuando k Ñ 8.

Tenemos como consecuencia que:

}dk}8,r0,αs ď γ
k
2
1 }d0}8,r0,αs (2.114)

}ek}8,rβ,1s ď γ
k
2
2 }e0}8,rβ,1s (2.115)

donde γ1 y γ2 dependen directamente del solapamiento, es decir de α´ β y
β

α
, cuanto más grande es

el solapamiento más rápida es la convergencia, pero menos interesante es el método.
Esta constatación es ilustrada en el pequeño ejemplo siguiente:

#

´v2
pxq “ 0 si x Ps0, 1r

vp0q “ vp1q “ 0
(2.116)

28 THE MATHEMATICAL FOUNDATION OF DD METHODS <Jh. 1 

rate of convergence depends on the dimension of the overlapping region (denoted 
by a shaded interval). The Schwarz method is applied to approximate the (null) 
solution of the problem 

The proof of estimates (1.5.5), (1.5.6) can be obtained via the maximum 
principle (see, for example, Kantorovich and Krylov 1964, and P.-L. Lions 1989, 
where some convergence results for rather general geometrical configurations are 
also obtained). We will not adopt this point of view in our presentation, resorting 
instead to a variational interpretation due to P.-L. Lions (1988). 

For an introduction and analysis of the additive Schwarz method we refer to 
Matsokin and Nepomnyaschikh (1985) and Dryja and Widlund (1990). 

1.5.2 Variational interpretation of the Schwarz method 

First of all, note that the alternating Schwarz method (1.5.1), (1.5.2) can ob-
viously be generalised to the case of the symmetric elliptic operator (1.4.2). 
The variational formulation of the Schwarz method for the homogeneous Dirich-
let boundary value problem associated with it can be stated as follows: set, as 
usual, V := Hq(£1), V° := H^tti), i = 1,2, and moreover 

-u"(x) = 0 in (0,1) 
u(0) = u( 1) = 0. 

FIG. 1.5.2. Error behaviour for the Schwarz method. 

(1.5.7) V* := {v G V | v = 0 in fi \ ft;}-

Method (1.5.1), (1.5.2) reads: given u° G V, solve for each k > 0 

Figura 2.12: Evolución de las iteración.

La solución es vpxq “ 0, en la imagen (2.12) observamos que justamente la convergencia a la
solución se obtiene con un número menor de iteraciones cuando el solapamiento es de mayor superficie.

Dado un dominio Ω vamos a considerar una descomposición geométrica con solapamiento tΩiui“1,m

tal que Ω “ Ym
i“1Ωi.
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Ejemplo numérico

Consideramos ahora un nuevo ejemplo donde la función fuente f es la adición de funciones de
Dirac.

"

αupxq ´ ∆upxq` || ∇upxq ||30“ µpxq | upxq |2 `
ř3

j“1Kjδxj
@ x P Ω

upxq “ 0 @ x P BΩ.
(2.117)

donde x “ px, yq, Ω “ p0, 1q ˆ p0, 1q, µpxq “ 6, α “ 1, K1 “ 5 “ K2, K3 “ 10, x1 “ p0,1, 0,2q,
x2 “ p0,5, 0,6q y x3 “ p0,9, 0,9q.
En la Figura 2.13, hemos representado la super-solución calculada después de cinco iteraciones de

0

1

1

0.8

2

1

3

0.6 0.8

4

0.60.4

5

0.4
0.2

0.2

0 0

Figura 2.13: Aproximación de la solución (2.117)

Newton cuando la L2-norma de la actualización es de orden 10´4.
El tamaño del paso espacial es dx “ dy “ 0, 02 y el número de subdominios va de 9 a 16. En

la segunda iteración del método de Newton tenemos 9 subdominios y a partir de la tercera iteración
el número de subdominios necesarios es de 16. La figura 2.14 nos da la última configuración de los
subdominios.

Iteración de Newton 1 2 3 4

Norma del update de Newton 4,21 0,17 0,026 6,4 10´4

# Iteración Schwarz - 20 14 6

Norma del update de Schwarz - 8,6 10´4 9,1 10´4 8,8 10´4

#subdominios 1 9 16 16

Cuadro 2.1: Comportamiento del algoritmo
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Figura 2.14: Descomposición en subdominios



Caṕıtulo 3

Métodos de Subestructuración

3.1. Método del complemento de Schur

El método de descomposición de dominios del complemento de Schur es la versión discreta del
operador de Steklov-Poincaré.

Consideremos una descomposición del dominio Ω en dos subdominios Ω1 y Ω2 tales que Ω1XΩ2 “ φ
y Ω̄1 Y Ω̄2 “ Ω̄. Definimos Γ “ BΩ̄1 Y BΩ̄2 la interfaz entre los dos subdominios.

Figura 3.1: descomposićıon en dos subdominios sin solapado.

Supongamos que la numerotación de los nodos de interpolación de la solución numérica de una
ecuación de derivadas parciales eĺıptica por un método de elementos finitos o diferencias finitas puedan
ordenarse de manera a agrupar el vector de incógnitas u en tres vectores de numerotación contigua,
u1 con las incógnitas en nodos interiores a Ω1, u2 con las incógnitas en nodos interiores a Ω2, y para
terminar uΓ correspondiente a las incógnitas situadas en ΓzBΩ. Las dimensiones de estos vectores son
respectivamente N1, N2 y NΓ. Aśı Nh la dimensión del vector de incógnitas u es igual a N1 `N2 `NΓ.

La matriz de rigidez A de dimensiones Nh ˆNh podrá aśı representarse por bloques, de la manera
siguiente:

»

–

A11 0 A1Γ

0 A22 A2Γ

AΓ1 AΓ2 AΓΓ

fi

fl

»

–

u1
u2
uΓ

fi

fl “

»

–

f1
f2
fΓ

fi

fl (3.1)

Los coeficientes de los diferentes bloques son los siguientes:

pAiiqlj “ aipϕ
piq
j , ϕ

piq
l q, l, j “ 1, ¨ ¨ ¨ , Ni (3.2)

37
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donde aip., .q es la forma bilineal asociada al operador de derivadas parciales definidas sobre Ωi,
considerando únicamente los elementos de la base correspondiente a nodos en el interior del dominio
Ωi.

Sobre la interfaz consideramos los elementos de la base de interpolación correspondientes a los
nodos situados en la interfaz, ϕΓ

r , r “ 1, ¨ ¨ ¨ , NΓ.

pAΓΓqrs “ a1pϕΓ
r , ϕ

Γ
s q ` a2pϕ

Γ
r , ϕ

Γ
s q, s, r “ 1, ¨ ¨ ¨ , NΓ. (3.3)

El aporte del producto entre los elementos de la base correspondientes a los nodos al interior de los
dominios Ωi y los elementos de la base correspondiente a los nodos situados en la interfaz se encuentra
en los coeficientes de la submatrices AiΓ.

pAiΓqlr “ aipϕ
pΓq
r , ϕ

piq
l q, l “ 1, ¨ ¨ ¨ , Ni, r “ 1, ¨ ¨ ¨ , NΓ. (3.4)

Una sustitución de Gauss por bloques nos da:

u1 “ A´1
11 pf1 ´ A1ΓuΓq, y u2 “ A´1

22 pf2 ´ A2ΓuΓq. (3.5)

remplazando en la última ecuación obtenemos:

pAΓΓ ´ AΓ1A
´1
11 A1Γ ´ AΓ2A

´1
22 A2ΓquΓ “ fΓ ` AΓ1A

´1
11 f1 ` AΓ2A

´1
22 f2. (3.6)

Podemos ahora notar
ř

h “ pAΓΓ ´ AΓ1A
´1
11 A1Γ ´ AΓ2A

´1
22 A2Γq la matriz complemento de Schur y

χΓ “ fΓ ` AΓ1A
´1
11 f1 ` AΓ2A

´1
22 f2.

Obtenemos aśı el sistema lineal complemento de Schur siguiente:

ΣhuΓ “ χΓ (3.7)

que es la versión algebraica del sistema de Stelov-Poincaré (1.36).

Si descomponemos AΓΓ “ A
p1q

ΓΓ ` A
p1q

ΓΓ, reflejo de la descomposición (3.3), podemos decir que:

Σh “ Σ1,h ` Σ2,h. (3.8)

donde:
Σi,h “ A

piq
ΓΓ ´ AΓiA

´1
ii AiΓ, i “ 1, 2. (3.9)

Estas matrices son densas, simétricas y definidas positivas (versión discreta de la elasticidad).
Cuando el número de incógnitas es pequeño y podemos calcular el complemento de Schur el método
es llamado de condensación estática. Sino, en general, para resolver el sistema lineal se utiliza el
método del Gradiente Conjugado.
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Si se nota rk “ χΓ ´ Σhu
k
Γ el residuo a la iteración k.

Etapa 0 : u0 P Rn et tol ą 0 ; k “ 1 ; p0 “ r0

Etapa k : verificación de la condición de corte. Si
›

›rk
›

› ď tol STOP

Si no

• Calcular :

ρk “ ´

›

›rk
›

›

2

pΣhpk, pkq

•
uk`1

“ uk ` ρkpk

•
rk`1

“ rk ´ ρkΣhp
k

•

βk`1
“

}rk`1}2

}rk}2

•
pk`1

“ rk`1
` βk`1pk

• k “ k ` 1

Dos dificultades aparecen en este algoritmo, la primera de orden operativo, el cálculo de Σhp
k, y la

segunda la convergencia.
Para calcular Σhv, v un vector de dimensión NΓ efectuamos:

Σ1,hv “pA
p1q

ΓΓ ´ AΓ1A
´1
11 A1Γqv (3.10)

Σ2,hv “pA
p2q

ΓΓ ´ AΓ2A
´1
22 Ai2Γqv (3.11)

La evaluación de w “ A´1
ii AiΓv, i “ 1, 2 se hace de la manera siguiente, se calcula la solución del

sistema lineal:
Aiiw “ AiΓv (3.12)

Esto equivale a resolver el problema discreto sobre cada sub dominio, y se puede hacer en paralelo.
El segundo problema, la convergencia del algoritmo del Gradiente Conjugado depende del con-

dicionamiento de la matriz Σh que se nota cond2pΣhq. Una estimación del número cond2pΣhq (ver
Quarteroni) nos dice que:

cond2pΣhq ď C0h
´1 (3.13)

donde h es el paso de discretización y la constante C0 es independiente de h.
Una primera posibilidad de precondicionamiento, para que el condicionamiento sea independiente

de h es considerar el sistema:
Σ´1

i,hΣhuΓ “ Σ´1
i,hχΓ, i “ 1, 2 (3.14)

El nuevo sistema, precondicionado por Σ´1
1,h o Σ´1

2,h tiene un número de condicionamiento independiente
de h.

cond2pΣ´1
i,hΣhq ď Ci, i “ 1, 2. (3.15)

Con Ci independiente de h.
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3.1.1. Caso multidominios

Consideramos el caso donde la descomposición de la geometŕıa Ω es en m subdominios Ωi sin
solapamiento, es decir que Ωi X Ωj “ Φ si i ‰ j.

Notamos Hi el diámetro de cada sub-dominio Ωi.
Las interfaces de descomposición del dominio Ω la notaremos Γ y es igual a Γ “ tYm

i“1BΩiu X Ω.
Notaremos también Γi “ BΩizBΩ y entonces Γ “ Ym

i“1Γi. Aśı Ω “ tYm
i“1Ωiu Y Γ. Notaremos también

Ii el conjunto de ı́ndices de los nodos de interpolación situados al interior del dominio Ωi, y I “ Um
i“1Ii

el conjunto de ı́ndices de los nodos al interior de Ym
i“1Ωi. Sea Ni “ #pIiq. Γ será también el conjunto

de ı́ndices de los nodos situados en las interfaces, Γi será tamb́ıen el conjunto de nodos en Γi, sea
Ji “ #pΓiq

Haciendo una permutación de ı́ndices adaptada podremos particionar el vector de incógnitas u “

ruI , uΓs y el vector del segundo miembro en rfI , fΓs. Aśı la ecuación:

Au “ f (3.16)

donde A es la matriz de rigidez, se puede reescribir por bloques:

„

AII AIΓ

AΓI AΓΓ

ȷ „

uI
uΓ

ȷ

“

„

fI
fΓ

ȷ

(3.17)

donde la matriz AII es una matriz por bloques:

AII “

»

–

A11 ¨ ¨ ¨ 0
¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨

0 ¨ ¨ ¨ Amm

fi

fl (3.18)

donde Aii es la submatriz de la matriz de rigidez local asociada a un problema sea de Dirichlet o
Neumann en Ωi.

La matriz de rigidez asociada a un problema local es dada por:

Ai “

„

Aii AiΓ

AΓi A
piq
ΓΓ

ȷ

(3.19)

Los coeficientes de los bloques de la matriz Ai estan dados por;

pAiiql,j “aipϕj, ϕlq, 1 ď j, l ď Ni (3.20)

pAiΓql,r “Aipψr, ϕlq, 1 ď r ď Ji, 1 ď l ď Ni (3.21)

pA
piq
ΓΓqs,r “aipψr, ψsq, 1 ď r, s ď Ji (3.22)

donde ϕj, j “ 1, ¨ ¨ ¨ , Ni son los elementos de la base de elementos finitos correspondientes a los nodos
en el interior de Ωi y ψr, r “ 1, ¨ ¨ ¨ , Ji son los elementos de la base correspondientes a los nodos en la
interfaz Γi.

Un proceso de sustitución de tipo Gauss por bloques similar al caso de una descomposición en dos
subdominios nos permite de calcular la matriz complemento de Schur en el caso multidominios.

Σh “

m
ÿ

i“1

Rt
i,ΓAΓΓ

piq
´ At

iΓA
´1
ii AiΓRi,Γ (3.23)

FΓ “ χΓ “

m
ÿ

i“1

Rt
i,Γfi,Γ ´ At

iΓA
´1
ii fi (3.24)
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y el sistema lineal asociado es:
Σhuγ “ χΓ (3.25)

Cabe agregar que el número de condicionamiento de Σh depende ahora del paso de discretización y
del diámetro de los subdominios.

cond2pΣhq ď C
H

hH2
min

. (3.26)

donde H es el diámetro maximal de los subdominios y Hmin el diámetro más pequeño de los subdomi-
nios. En el caso donde la descomposición en subdominios es cuasi uniforme, es decir que Hmin ě τH
para un τ fijo, entonces es claro que el número de condicionamiento es de la forma:

cond2pΣhq “ Oph´1H´1
q (3.27)

En esta etapa el desarrollo siguiente es concebir un precondicionador eficaz para el sistema lineal
(3.25).

Un algoritmo directo para el caso multidominios es el siguiente:

Algoritmo 3.1.1. (Algoritmo de Schur multidominios)

1) para i “ 1, ¨ ¨ ¨ ,m (Número de subdominios)

$

’

’

’

&

’

’

’

%

Ensamblar las matrices Aii, AiΓ, AΓΓ
piq, fi, fiΓ,

Calcular los factores de Cholesky : Aii “ LiL
t
i

Ensamblar las matrices Σi “ AΓΓ
piq

´ At
iΓL

t
iL

´1
i AiΓ

Ensamblar FiΓ “ fi,Γ ´ At
iΓL

t
iL

´1
i fi.

(3.28)

Fin de la iteración sobre los subdominios.

2) Ensamblar:
$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

Σh “

m
ÿ

i“1

Rt
i,ΓΣiRi,Γ

FΓ “

m
ÿ

i“1

Rt
i,ΓFiΓ

(3.29)

3) Factorización de Cholesky de Σh: Σh “ LΣL
t
Σ y resolver:

#

LΣwΓ “FΓ

Lt
ΣuΓ “wΓ

(3.30)

4) Para i “ 1, ¨ ¨ ¨ ,m resolver (eventualmente en paralelo): Aiiui “ pfi ´ AiΓRi,ΓuΓq

Fin de la iteración sobre los subdominios.

Obtenemos u “ put1, ¨ ¨ ¨ , utm, u
t
Γq la solución numérica de nuestro problema.

Observación 1. Ri,Γ es un operador de restricción similar al empleado en el caṕıtulo precedente.
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3.2. Métodos de subestructuración en formulación continua

3.2.1. Método Dirichlet-Neumann

El objetivo de este tipo de métodos es de calcular de manera iterativa una solución del problema
multidominios:

$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

´∆ u1pxq “ fpxq si x P Ω1

u1pxq “ 0 si x P BΩ1 X BΩ
u1pxq “ u2pxq si x P Γ
Bu2

Bn
“ Bu1

Bn
si x P Γ

u2pxq “ 0 si x P BΩ2 X BΩ
´∆ u2pxq “ fpxq si x P Ω2

(3.31)

Vamos iterar en una de las condiciones de frontera, en este primer caso la condición de Dirichlet:
Dado una primera estimación λ0, por cada k ě 0 calcularemos las secuencias uk1 y uk2 solución de:

$

’

&

’

%

´∆uk`1
1 “ f, en Ω1

uk`1
1 “0, en BΩ1 X BΩ

uk`1
1 “λk en Γ

y

$

’

’

’

&

’

’

’

%

´∆uk`1
2 “f, en Ω2

uk`1
2 “0, en BΩ2 X BΩ

Buk`1
2

Bn
“

Buk`1
1

Bn
en Γ

y la evolución de λ:
λk`1

“ θuk`1
2 ` p1 ´ θqλk, 1 ą θ ą 0. (3.32)

Si θ “ 1, el método puede no converger sin hipótesis sobre los subdominios Ω1 y Ω2. Considermos
el caso elemental siguiente:

#

´u2
pxq “ 0, en p0, 1q

up0q “ up1q “ 0

Si la descomposición es de la forma Ω1 “s0, αr y sβ, 1r el método converge si y solamente si α ą p1´βq,
si no tendremos divergencia, ver la figura (3.2).

Figura 3.2: Convergencia si θ “ 1.

Se puede obtener un método similar relajando la condición de frontera de tipo Neumann, definiendo
las secuencias ũk`1

1 y ũk`1
2 siguientes :

$

’

’

’

&

’

’

’

%

´∆ũk`1
2 “f, en Ω2

ũk`1
2 “0, en BΩ2 X BΩ

Bũk`1
2

Bn
“µk en Γ

y

$

’

&

’

%

´∆ũk`1
1 “f, en Ω2

ũk`1
1 “0, en BΩ2 X BΩ

ũk`1
1 “ũk`1

2 en Γ
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el parámetro µk calculado a cada iteración:

µk`1
“ θ

Bũk`1
1

Bn
` p1 ´ θqµk, 1 ą θ ą 0. (3.33)

La forma variacional del método de Dirichlet-Neumann se obtiene utilizando la misma técnica que
la usada en la demonstración de la equivalencia entre la formulación multidominios y la monodominio.

Sea λ0 P Λ;

#

a1pu
k`1
1 , v1q “pf, v1q1, para todo v1 P V 0

1

uk`1
1 “λk en Γ

y
#

a2puk`1
2 , v2q “pf, v2q2, para todo v2 P V 0

2

a2pu
k`1
2 ,R2µq “pf,R2µq2 ` pf,R1µq1 ´ a1pu

k`1
1 ,R1µq para todo µ P Λ

con la evolución de λ definida por:

λk`1
“ θuk`1

2 ` p1 ´ θqλk, 1 ą θ ą 0. (3.34)

Este método puede ser interpretado como una iteración de Richardson precondicionada por el
operador de Steklov-Poincaré S2; la primera ecuación puede reescribirse de la manera siguiente:

uk`1
1 “ H1λ

k
` G1f (3.35)

con H1λ
k la solución de: determinar H1λ

k P V1 tal que
#

a1pH1λ
k, v1q “0, para todo v1 P V 0

1

H1λ
k

“λk en Γ

y G1f es la solución de; determinar G1f P V 0
1 tal que

a1pG1f, v1q “ pf, v1q1, para todo v1 P V 0
1

Por otro lado, si escribimos uk`1
2 “ uk`1

2 ´ G2f ` G2f se verifica que:
$

’

’

’

&

’

’

’

%

∆puk`1
2 ´ G2fq “0, en Ω2

uk`1
2 ´ G2f “0 en BΩ X Ω2

Bpuk`1
2 ´ G2fq

Bn2

“ ´
Bpuk`1

1 q

Bn
`

BpG2fq

Bn

pues n2 “ ´n1 “ n. Entonces:

uk`1
2 |Γ “puk`1

2 ´ G2fq|Γ

“S´1
2 p´

BpH1λ
kq

Bn
´

BpG1fq

Bn
`

BpG2fq

Bn
q

“S´1
2 p´S1λ

k
` χq con χ “

BpG2fq

Bn
´

BpG1fq

Bn
(3.36)

podemos ahora reescribir la evolución de λ como una iteración de Richardson:

λk`1
“θuk`1

2 |Γ ` p1 ´ θqλk “ λk ` θpuk`1
2 |Γ ´ λkq

“λk ` θpS´1
2 p´S1λ

k
` χq ´ pS´1

2 S2qλkq

“λk ` θS´1
2 p´Sλk ` χq (3.37)

es decir una iteración de Richardson precondicionada por S2.
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3.2.2. Método Neumann-Neumann

Este método fue propuesto en 1985 por Agoshkov y Lebedev [54]. Mismo si el volumen de cálculo
(la complexidad algoŕıtmica) es superior al método Dirichlet Neumann, el método Neumann-Neumann
es directamente paralelizable.

Dado λ0 definido sobre Γ, para k ě 0 se construyen las secuencias uk`1
i , i “ 1, 2 y ψk`1

i , i “ 1, 2
que son solución de:

$

’

&

’

%

´∆uk`1
i “f, en Ωi

uk`1
i “0, en BΩi X BΩ

uk`1
i “λk en Γ

para i “ 1, 2. A continuacón resolvemos la ecuación sobre la condición en las derivadas normales.
$

’

’

’

&

’

’

’

%

´∆ψk`1
i “f, en Ωi

ψk`1
i “0, en BΩi X BΩ

Bψk`1
i

Bn
“

Buk`1
1

Bn
´

Buk`1
2

Bn
, en Γ

para i “ 1, 2. La evolución de λk es dada por:

λk`1
“ λk ` θpσ1ψ

k`1
1 |Γ ´ σ2ψ

k`1
2 |Γq (3.38)

Los parámetros verifican 0 ă θ, σ1, σ2 ă 1.
La formulación débil es la siguiente: determinar uk`1

i P Vi, i “ 1, 2 solución de
#

aipu
k`1
i , viq “pf, viqi, para todo vi P V 0

i

uk`1
i “λk en Γ

y ψk`1
i P Vi, i “ 1, 2 solución de:
#

a1pψ
k`1
1 , v1q “0, para todo v1 P V 0

1

a1pψ
k`1
1 ,R1µq “ ´ pf,R1µq1 ´ pf,R2µq2 ` a1pu

k`1
1 ,R1µq ` a2puk`1

2 ,R2µq para todo µ P Λ

y
#

a2pψ
k`1
2 , v2q “0, para todo v2 P V 0

2

a2pψ
k`1
1 ,R2µq “pf,R1µq1 ` pf,R2µq2 ´ a1puk`1

1 ,R1µq ´ a2pu
k`1
2 ,R2µq para todo µ P Λ

El algoritmo Neumann-Neumann puede también interpretarse como un método de Richardson pre-
condicionado. Si:

uk`1
i “ Hiλ

k
` Gif (3.39)

entonces:

ψk`1
1 |Γ “S´1

1 p
BpH1λ

kq

Bn
´

BpG1fq

Bn
´

BpH2λ
kq

Bn
´

BpG2fq

Bn
q

“S´1
1 p´Sλk ` ψq. (3.40)

Si n “ n1 “ ´n2 obtenemos:
ψk`1
2 |Γ “ S´1

2 p´Sλk ` ψq. (3.41)

entonces la evolución de la condición de frontera λk

λk`1
“ λk ` θpσ1S

´1
1 ` σ2S

´1
2 qpψ ´ Sλkq. (3.42)

obtenemos un método de Richardson precondicionado por la matriz σ1S
´1
1 ` σ2S

´1
2 .
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3.2.3. Método de Dirichlet- Neumann para la ecuación de elasticidad lineal

Dado λ0 P pΛqd para cada k ě 0 resolver:
$

’

&

’

%

encontrar uk`1
1 P pV 1

q
d

e1puk`1
1 ,v1q “ pf ,v1q @ v1 P pV 0

1 q
d

uk`1
1 “ λk enΓ

seguido de:
$

’

&

’

%

encontrar uk`1
2 P pV 2

q
d

e2pu
k`1
2 ,v2q “ pf ,v2q @ v2 P pV 0

2 q
d

e2pu
k`1
2 , R2µq “ pf , R2µq ` pf , R1µq ´ e1pu

k`1
1 , R1µq @µ P pΛq

d

la evolución de λk en λk`1 se obtiene de la manera siguiente:

λk`1
“ θ uk`1

2 ` p1 ´ θqλk sobre Γ, (3.43)

con 0 ă θ ă 1.

3.2.4. Método de Schwarz sin solapado, condiciones de Robin

Consideremos en esta sección un problema un poco más interesante, una ecuación de reacción
difusión:

´∆u ` ηu “f, en Ω (3.44)

u “0, en BΩ (3.45)

con Ω Ă Rd, d “ 2, 3 , η ą 0 y f P L2pΩq. Para obtener un método sin solapamiento vamos

Optimized Schwarz methods Model problem

Model problem

Steady reaction-diffusion equation

��u + ⌘u = f , in ⌦,

u = 0 on @⌦,

⌦ ⇢ Rd , d = 2, 3,

@⌦ the boundary of ⌦

nnn unit normal vector outward from ⌦,

⌘ > 0 the reaction term.

f 2 L2(⌦) the source term.

⌦

@⌦

4 / 79

Figura 3.3: Dominio Ω.

a considerar una formulación multidominios equivalente a la formulación (1.2), en el caso de dos
subdominios, k “ 1, 2:

´∆uk ` ηuk “f, en Ωk (3.46)

uk “0 en BΩk X BΩ (3.47)
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Optimized Schwarz methods Model problem

Model problem

Steady reaction-diffusion equation

��u + ⌘u = f , in ⌦,

u = 0 on @⌦,

⌦ ⇢ Rd , d = 2, 3,

@⌦ the boundary of ⌦

nnn unit normal vector outward from ⌦,

⌘ > 0 the reaction term.

f 2 L2(⌦) the source term.

⌦1 ⌦2

�1,2

@⌦

4 / 79

Figura 3.4: Descomposición de dominios.

con condiciones de transmisión de Robin:

Bu1
Bn1

` α1u1 “
Bu2
Bn1

` α1u2, en Γ1,2 (3.48)

Bu2
Bn2

` α2u2 “
Bu1
Bn2

` α2u1, en Γ1,2 (3.49)

En 1990, P.L. Lions propuso el algoritmo siguiente; para n ě 1 a cada paso n se resuelve en paralelo
los problemas de Robin siguientes:

´∆un1 ` ηun1 “f, en Ω1 (3.50)

un1 “0 en BΩ1 X BΩ (3.51)

Bun1
Bn1

` α1u
n
1 “

Bun´1
2

Bn1

` α1u
n´1
2 , en Γ1,2 (3.52)

y

´∆un2 ` ηun2 “f, en Ω2 (3.53)

un2 “0 en BΩ2 X BΩ (3.54)

Bun2
Bn2

` α2u
n
2 “

Bun´1
1

Bn2

` α2u
n´1
1 , en Γ1,2 (3.55)

el dato necesario para comenzar las iteraciones es
Bu0k
Bnl

` αku
o
k “ ζ0k .

3.2.5. Convergencia del método de Schwarz sin solapamiento

Si notamos enk “ unk ´ u el error cometido en el dominio k, para k “ 1, 2, verifica las ecuaciones
siguientes:

´∆en1 ` ηen1 “0, en Ω1 (3.56)

en1 “0 en BΩ1 X BΩ (3.57)

Ben1
Bn1

` α1e
n
1 “

Ben´1
2

Bn1

` α1e
n´1
2 , en Γ1,2 (3.58)
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y

´∆en2 ` ηen2 “0, en Ω2 (3.59)

en2 “0 en BΩ2 X BΩ (3.60)

Ben2
Bn2

` α2e
n
2 “

Ben´1
1

Bn2

` α2e
n´1
1 , en Γ1,2 (3.61)

Ahora vamos a suponer que α1 “ α2 “ α y establecer estimaciones en L2pΩkq que demonstrarán
que ||enk ||1 Ñ 0 cuando n Ñ 8. Aplicando el teorema de Green se obtiene:

ż

Ωk

p|∇enk |
2

` η |enk |
2
qdx “

ż

Γ1,2

Benk
Bnk

enkdγ (3.62)

pero utilizando la igualdad:

AB “
1

4α
rpA ` αBq

2
´ pA ´ αBq

2
s

ż

Ωk

p|∇enk |
2

` η |enk |
2
qdx “

1

4α

ż

Γ1,2

pp
Benk
Bnk

` αenkq
2

´ p
Benk
Bnk

´ αenkq
2
qdγ (3.63)

Usando las condiciones de interfaz se obtiene:
ż

Ωk

p|∇enk |
2

` η |enk |
2
qdx `

1

4α

ż

Γ1,2

p
Benk
Bnk

´ αenkq
2dγ “

1

4α

ż

Γ1,2

p
Ben´1

l

Bnl

´ αen´1
l q

2dγ (3.64)

para k “ 1, 2 y l ‰ k. Sumando en k :

2
ÿ

k“1

ż

Ωk

p|∇enk |
2

` η |enk |
2
qdx

loooooooooooooooomoooooooooooooooon

En

`
1

4α

2
ÿ

k“1

ż

Γ1,2

p
Benk
Bnk

´ αenkq
2dγ

loooooooooooooooomoooooooooooooooon

Bn

“

2
ÿ

k“1

1

4α

ż

Γ1,2

p
Ben´1

k

Bnk

´ αen´1
k q

2dγ

looooooooooooooooooomooooooooooooooooooon

Bn´1

Entonces sumamos en n y el carácter telescópico, la serie de términos positivos
8
ÿ

n“1

En ď B0, está

acotada, podemos concluir que ĺımnÑ8 E
n “ 0.

En el caso de más de dos subdominios se puede hacer el mismo razonamiento: si k “ 1, ¨ ¨ ¨m

ż

Ωk

p|∇enk |
2

` η |enk |
2
qdx “

ÿ

l

ż

Γk,l

Benk
Bnk

enkdγ (3.65)

“
1

4α

ÿ

l

ż

Γ1,2

pp
Benk
Bnk

` αenkq
2

´ p
Benk
Bnk

´ αenkq
2
qdγ (3.66)

entonces usando las condiciones de interfaz para todas la fronteras Γk,l ‰ Φ se obtiene:
ż

Ωk

p|∇enk |
2

` η |enk |
2
qdx `

1

4α

ÿ

l

ż

Γk,l

p
Benk
Bnk

´ αenkq
2dγ “

1

4α

ÿ

l

ż

Γk,l

p
Ben´1

l

Bnl

´ αen´1
l q

2dγ (3.67)

Sumando en k “ 1, ¨ ¨ ¨ ,m:
m
ÿ

k“1

ż

Ωk

p|∇enk |
2

` η |enk |
2
qdx

loooooooooooooooomoooooooooooooooon

En

`
1

4α

m
ÿ

k“1

ÿ

l‰k

ż

Γk,l

p
Benk
Bnk

´ αenkq
2dγ

loooooooooooooooooomoooooooooooooooooon

Bn

“
1

4α

m
ÿ

k“1

ÿ

l‰k

ż

Γk,l

p
Ben´1

l

Bnl

´ αen´1
l q

2dγ

looooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooon

Bn´1

Entonces sumamos en n y utilizando el carácter telescópico, obtenemos que la serie de términos

positivos
8
ÿ

n“,1

En ď B0 es acotada, podemos concluir que ĺımnÑ8 E
n “ 0.
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Optimized Schwarz methods Multidomain formulation

Convergence proof for K subdomains
· · · Following [P.-L. Lions (90), B. Desprès (93)] (↵1 = ↵2 = ↵)

The error en
k = un

k � u in subdomain ⌦k at step n verifies, for k = 1, ..., K

Z

⌦k

(|ren
k |2 + ⌘|en

k |2) dx =
X

`

Z

�k,`

@en
k

@nnnk
en

k d�

=
1

4↵

X

`

Z

�k,`

✓
(
@en

k

@nnnk
+ ↵en

k )2 � (
@en

k

@nnnk
� ↵en

k )2
◆

d�

Using the interface conditions we obtain

Z

⌦k

(|ren
k |2 + ⌘|en

k |2) dx +
1

4↵

X

`

Z

�k,`

(
@en

k

@nnnk
� ↵en

k )2 d� =
1

4↵

X

`

Z

�k,`

(
@en�1

`

@nnn`

� ↵en�1
` )2 d�

By summing up over k = 1, ..., K

KX

k=1

Z

⌦k

(|ren
k |2 + ⌘|en

k |2) dx

| {z }
En

+
1

4↵

KX

k=1

X

` 6=k

Z

�k,`

(
@en

k

@nnnk
� ↵en

k )2

| {z }
Bn

=
1

4↵

KX

k=1

X

` 6=k

Z

�k,`

(
@en�1

`

@nnn`

� ↵en�1
` )2

| {z }
Bn�1

Then, by summing up over n :
1X

n=1

En  B0
, thus lim

n!1
En = 0.

⌦k ⌦`

�k,`

@⌦

8 / 79

Figura 3.5: Descomposición de dominios en K subdominios.

3.2.6. Elección del parámetro α.

Consideremos el caso donde η “ 0 en una dimensión:
#

´u2
“f en p0,1q

up0q “up1q “ 0
(3.68)

La descomposición del domminio p0, 1q es de la forma Ω1 “ p0, γq y Ω2 “ pγ, 1q.

Optimized Schwarz methods Multidomain formulation

choice for the Robin parameters in 1D

For simplicity, take ⌘ = 0
The error en

k = un
k � u in subdomain ⌦k at step n verifies, for k = 1, 2

� d2en
k

dx2
= 0, in ⌦k ,

en
1(0) = 0, en

2(1) = 0.

Thus en
1 = Cn

1 x , en
2 = Cn

2 (x � 1), and the interface conditions read

Cn
1 (1 + ↵1�) = Cn�1

2 (1 � ↵1(1 � �)),

Cn
2 (1 + ↵2(1 � �)) = Cn�1

1 (1 � ↵2�),

which determine Cn
1 , Cn

2 .

The convergence factor is defined as

⇢ =
en

1

en�2
1

=
Cn

1

Cn�2
1

=

✓
1 � ↵1(1 � �)

1 + ↵1�

◆✓
1 � ↵2�

1 + ↵2(1 � �)

◆

The algorithm converges in 2 iterations (⇢ = 0) for the optimal parameters

↵1 =
1

1 � �
, ↵2 =

1
�

.

⌦1 ⌦2
0 1�

10 / 79

Figura 3.6: Descomposición de dominios en 1D.

El error enk “ unk ´ u, k “ 1, 2 verifica la ecuación siguiente:

´enk
2

“0 en Ωk (3.69)

en1 p0q “ 0, en2 p1q “ 0 (3.70)

La solución está dada por en1 “ Ck
1x y en2 “ Cn

2 p1 ´ xq y las condiciones de interfaz ( o de
transmisión):

Cn
1 p1 ` α1γq “Cn´1

2 p1 ´ α1p1 ´ γqq, (3.71)

Cn
2 p1 ` α2p1 ´ γqq “Cn´1

1 p1 ´ α2γq (3.72)
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Aśı el factor de convergencia ρ1 “
en1
en´2
1

es dado por
Cn

1

Cn´2
1

y entonces:

ρ “

ˆ

1 ´ α1p1 ´ γq

1 ` α1γ

˙ˆ

1 ´ α2γ

1 ` α2p1 ´ γq

˙

(3.73)

y el algoritmo converge en dos iteraciones pρ “ 0q si elegimos :

α1 “
1

1 ´ γ
, y α2 “

1

γ
(3.74)

se obtiene el mismo resultado si se considera ρ2 “
en2
en´2
2

“
Cn

2

Cn´2
2

.

En el caso de dos dimensiones es posible analizar el problema utilizando la transformada de Fourier
en la variable y a lo largo de Γ1,2 con parámetro ω.

ûpwq “

ż 8

´8

e´iωxupxqdx (3.75)

en dos semi-espacios Ω1 “ p´8, 0q ˆ R y Ω2 “ p0,8q ˆ R. Para un dominio Ωk, k “ 1, 2 en el paso n

Optimized Schwarz methods Multidomain formulation

choice for the Robin parameters in 2D (or 3D)

Analysis based on Fourier transform in y (along �1,2) with parameter !

û(k) = F(u) :=

Z +1

�1
e�i!x u(x) dx

in two-half space ⌦1 =] � 1, 0[⇥R, ⌦2 =]0, +1[⇥R.
The error en

k = un
k � u in subdomain ⌦k at step n verifies, for k = 1, 2

��en
k + ⌘en

k = 0, in ⌦k

We look for solutions which do not increase exponentially in x :

ên
1(x, !) = Cn

1 (k)er+(⌘,!)x
, ên

2(x, !) = Cn
1 (k)er�(⌘,!)x

, (1)

where r± = ±
p
!2 + ⌘

Inserting (1) into the transmission conditions, the convergence factor is

⇢(!, ⌘, ↵1, ↵2) =
en

1

en�2
1

=
Cn

1

Cn�2
1

=

 p
!2 + ⌘ � ↵1p
!2 + ⌘ + ↵1

! p
!2 + ⌘ � ↵2p
!2 + ⌘ + ↵2

!

⌦1 ⌦2

x

y

�1,2
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Figura 3.7: Dominios en 2D.

la transformada de Fourier del error enk “ unk ´ u verifica la ecuación siguiente:

´
Bênk
Bx2

` pω2
` ηqênk “ 0. (3.76)

Dos soluciónes de esta ecuación son:

ên1 px,wq “ Cn
1 e

r`pη,ωq, ên2 px,wq “ Cn
2 e

r´pη,ωq, (3.77)

donde r˘ “ ˘
a

ω2 ` η.
Calculando la transformada de Fourier de las condiciones de transmisión y considerando que n1 “

p1, 0q se obtiene que el factor de convergencia:

ρpω, η, α1, α2q “
ên1
ên´2
1

“
Cn

1

Cn´2
1

“

˜

a

ω2 ` η ´ α1
a

ω2 ` η ` α1

¸˜

a

ω2 ` η ´ α2
a

ω2 ` η ` α2

¸

(3.78)
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El algoritmo converge en dos iteraciones si ρ “ 0, es decir si α1pωq “ α2pωq “
a

ω2 ` η. Si volvemos
al problema inicial las condiciones de transmisión en la interfaz Γ1,2 se escriben

Bun1
Bn1

` S1pu
n
1 q “

Bun´1
2

Bn1

` S1pun´1
2 q, en Γ1,2 (3.79)

Bun2
Bn2

` Spun2 q “
Bun´1

1

Bn2

` S2pun´1
1 q, en Γ1,2 (3.80)

donde Skpuq “ F´1pαkpωqûq, k “ 1, 2. Esto es prácticamente inutilizable.
En la práctica se busca calcular α1 y α2 tales que minimicen ρ en un cierta gama de pulsaciones

(frecuencias):

|ρpω‹, η, α‹
1, α

‹
2q| “ mı́n

α1,α2ě0

ˆ

máx
ω´ďωďω`

|ρpω, η, α1, α2q|

˙

(3.81)

Si h es el paso de dicretización de Γ1,2, consideraremos la gama de pulsaciones rω´, ω`s siguiente:

- ω´ “ π
|Γ1,2|

- ω` “ π
h

esta última cantidad ω` es la mayor pulsación soportada por la discretización.
Es decir si Γ1,2 “ p0, Lq las funciones propias del laplaciano con condiciones de borde de Dirichlet

son umpxq “

b

2
L
sin mπx

L
, el operador de Laplace discreto en una grilla uniforme tiene un valor de

mı́nima y máxima de frecuencias que pueden ser representadas (que se llama ĺımite de Nyquist).
Por ejemplo si elejimos α1 “ α2 “ α la solución α‹ verifica:

|ρpω, η, α‹
q| “ mı́n

αě0

ˆ

máx
ω´ďωďω`

|ρpω, η, αq|

˙

(3.82)

y

α‹
“
`

ppω´
q
2

` ηqppω`
q
2

` ηq
˘1{4

. (3.83)

La determinación de los parámetros optimales α1 y α2 es un tema que depende de la ecuación,
del paso de discretisación, y se debe determinar para cada caso. Sin embargo el método converge en
general para un α ą 0, pero no de manera optimal.

3.2.7. Método de Agoshkov-Lebedev

Dados u01 y u02 para k ě 0 construimos las secuencias:
$

’

’

’

&

’

’

’

%

´∆u
k`1{2
1 “f, en Ω1

u
k`1{2
1 “0, en BΩ1 X BΩ

Bu
k`1{2
1

Bn
` pku

k`1{2
1 “

Buk2
Bn

` pku
k
2 en Γ

entonces uk`1
1 “ uk1 ` αk`1pu

k`1{2
1 ´ uk1q en Ω1.

$

’

’

’

&

’

’

’

%

´∆u
k`1{2
2 “f, en Ω2

u
k`1{2
2 “0, en BΩ2 X BΩ

´qk
Bu

k`1{2
2

Bn
` u

k`1{2
2 “ ´ qk

Buk`1
1

Bn
` uk`1

1 en Γ

y entonces uk`1
2 “ uk2 ` βk`1pu

k`1{2
2 ´ uk2q en Ω2.

Los parámetros verfican pk ě 0, qk ě 0; αk P R y βk P R .
Se observa que si pk “ qk “ 0 y αk`1 “ 1 obtenemos el método de Dirichlet-Neumann.
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3.2.8. Método FETI (Finite Element Tearing and Interconnecting method)

Introducción al caso continuo

Consideramos el caso adjunto y eĺıptico siguiente:
"

´∇.papxq∇upxqq ` cpxqupxq “ fpxq x P Ω
upxq “ 0 x P BΩ

La formulación débil consiste en encontrar u P H1
0 pΩq tal que:

Apu, vq “ F puq

con
"

Apu, vq “
ş

Ω
pa∇u∇v ` cuvqdx

F pvq “
ş

Ω
fvdx

Como el problema es auto adjunto y eĺıptico, por el teorema de Lax-Milgram es equivalente a un
problema de minimización: calcular u P H1

0 pΩq argumento mı́nimo de una enerǵıa:

Jpuq “ mı́n
vPH1

0 pΩ
Jpvq (3.84)

con

Jpvq “
1

2
Apv, vq ´ F pvq

Si consideramos una descomposición geométrica del dominio Ω, en m sudominios Ω1, ¨ ¨ ¨ ,Ωm, defini-
mos las fronteras e interfaces: Γl “ BΩl X Ω y Γl “ BΩl X BΩ. Podemos definir un problema en cada

Γ1"

Γ2"

Γ3"

Γ4"
Ω2"

Ω1"

Ω3"

Ω4"Γ1,2"

Γ2,1"

Γ1,4"
Γ4,1"

Γ4,3"

Γ3,4"Γ3,2"
Γ2,3"

Figura 3.8: descomposición en subdominios, sin solapamiento, notación

subdominio l:
$

&

%

Alpu, vq “
ş

Ωl
pa∇ul∇vl ` culvlqdx, @ul, vl P H1

Γl
pΩlq

Flpvlq “
ş

Ωl
fvldx

H1
Γl

pΩlq “ tv P H1pΩlq tal que v “ 0 en Γlu

Dado un conjunto de funciones vϵ “ p11, ¨ ¨ ¨ , vmu con vl P H1
Γl

pΩlq podemos definir una enerǵıa:

Jϵpvϵq “

m
ÿ

l“1

p
1

2
Alpvl, vlq ´ Flpvlqq (3.85)
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Si v P H1
0 pΩq es tal que v “ vl en Ωl para 1 ď l ď m entonces:

Jpvq “ Jϵpvϵq (3.86)

En general vi ‰ vj en Γij “ BΩi X Ωj. Definimos para uso técnico los conjuntos siguientes:
Notemos I˚plq “ tj : Γlj ‰ ϕu, está claro que si j P I˚plq Ø l P I˚pjq.

Iplq Ă I˚plq “ tj : Γlj tal que si Γlj ‰ ϕ entonces j P Iplq o l P Ipjq pero no los dos al mismo
tiempo.

I˚ Ă Iplq las interfaces de dimensión d ´ 1 cuando Ω Ă Rd.

V0 “ tvϵ : vl “ vj enΓlj, si j P Iplq; 1 ď l ď mu.

Es decir que V0 es el conjunto de funciones definidas en los subdominios continuas a través de las
interfaces.

Para obtener soluciones continuas a través las intefaces introducimos el problema siguiente: mini-
mizar Jϵpvϵq en V0. Es decir calcular uϵ tal que:

Jϵpuϵq “ mı́n
vϵPV0

Jϵpvϵq (3.87)

El método FETI consiste en resolver el problema de optimización (3.87) utilizando multiplicadores
de Lagrange. A continuación se resuelve el problema de punto silla resultante utilizando el gradiente
proyectado, pre condicionado.

Caso discreto

Consideremos ThpΩq una triangulación de Ω casi-uniforme (Si d1 y d2 son respectivamente el

diámetro interior y exterior de los triángulos,
d2
d1

ď σ). Sea Vh el espacio de elementos finitos asociado

a la triangulación ThpΩq.
El problema discreto se enuncia: encontrar uh P Vh X H1

0 pΩq tal que:

Apuh, vhq “ F pvhq @vh P Vh X H1
0 pΩq (3.88)

Si uhpxq “
řNh

i“1 Uiφipxq con φi, i “ 1, ¨ ¨ ¨ , Nh une base de Xh “ Vh X H1
0 pΩq obtenemos un sistema

lineal.
AU “ F (3.89)

con

pAqi,j “ Apφj, φiq “ Apφi, φjq (3.90)

pF qj “

ż

Ω

fφjdx (3.91)

U “ pU1, ¨ ¨ ¨ , UNh
q
t (3.92)

Si ahora consideramos una descomposición de dominios de Ω sin solapamiento tΩ1, ¨ ¨ ¨ ,Ωmu. Ano-
tamos Ωplq los nodos interiores de Ωl y Γplq los nodos en el borde Ωl. El conjunto de todos los nodos
en las interfaces son:

Γ “ Y
m
l“1Γ

plq

El número de nodos en Ωl lo llamamos N
plq
I y el número de nodos en Γplq es N

plq
Γ .

Llamamos Nl “ N
plq
I ` N

plq
Γ .
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Ω4! Ω5! Ω9! Ω13!

Ω3! Ω6! Ω10! Ω14!

Ω15!Ω11!Ω7!Ω2!

Ω16!Ω12!Ω8!Ω1!

Figura 3.9: descomposición en 16 subdominios.

Sea U
plq
I P RN

plq
I y U

plq
Γ P RN

plq
Γ los valores de U correspondientes a los nodos de Ωl y Γplq respecti-

vamente.
Los desplazamientos locales, la matriz de rigidez y las cargas locales son llamadas:

Ul “

˜

U
plq
I

U
plq
Γ

¸

, Aplq
“

˜

A
plq
II A

plq
IΓ

A
plq
IΓ

t
A

plq
ΓΓ

¸

y Fl “

˜

F
plq
I

F
plq
Γ

¸

(3.93)

para 1 ď l ď m.
Si Rl es la restricción de RNh Ñ RNl , Ul “ RlU . La transpuesta Rt

l expande Ul a un U completado
con zeros. Entonces tenemos que:

A “

m
ÿ

l“1

Rt
lA

plqRl (3.94)

F “

m
ÿ

l“1

Rt
lFl (3.95)

que es la relación entre las cantidades locales y globales.

Observación 2. Si cpxq “ 0 y Ω̄l Ă Ω (el caso de los subdominios Ω6,Ω10,Ω7,Ω11 en la figura (3.9))
la matriz Aplq puede ser singular. En el caso de la elasticidad el Kernel(Aplq) puede ser de dimensión
dl ď 6, (si Ω Ă R3). En este caso Zplq es la matriz de dimensión Nl ˆ dl donde las columnas son la
base del Kernel(Aplq):

ImagenpZplq
q “ KernelpAplq

q (3.96)

Si Aplq es regular Zplq “ t0u y dl “ 0.

El equivalente del teorema de Lax-Milgram en el caso discreto nos dice que si A “ At es estricta-
mente definida positiva y AU “ F entonces:

JpUq “ mı́n
V PRNh

JpV q (3.97)

con JpV q “
1

2
V tAV ´ V TF @V P RNh .
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En el método FETI el funcional de enerǵıa no impone la continuidad de las incógnitas a través de
las interfaces. Esta continuidad es impuesta por medio de restricciones.

Si ahora introducimos una notación más próxima con la elasticidad lineal el vector de desplaza-
miento global vϵ “ pvt1, ¨ ¨ ¨ , vtmqt es de dimensión Nϵ “ N1 ` ¨ ¨ ¨ `Nl y los vectores vl “ pvlI

t
, vlΓ

t
qt son

los desplazamientos locales.

La carga global es definida como fϵ “ pf t
1, ¨ ¨ ¨ , f t

l qt donde f t
l “ pf

plq
I

t
, f

plq
Γ

t
q son las cargas locales.

La matrix de rigidez global es block diagonal:

Aϵ “

¨

˚

˚

˝

Ap1q

¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ Apmq

˛

‹

‹

‚

(3.98)

Definimos también la matriz global Z de dimensión Nϵ ˆ d tal que:

Z “

¨

˚

˚

˝

Zp1q

¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ Zpmq

˛

‹

‹

‚

(3.99)

donde Zplq son las matrices de dimensión Nl ˆ mı́nt1, dlu donde las columnas son una base del
KernelpAplqq, entonces d “

řm
l“1 dl. La construción de la matriz Zplq puede realizarse utilizando el

método de triangulación de Gauss.
Ahora podemos introducir la versión discreta de la enerǵıa Jϵpwϵq como:

Jϵpwϵq “
1

2
wt

ϵAϵwϵ ´ wt
ϵfϵ (3.100)

Cuando wl “ Rlv podemos demostrar una igualdad entre Jpvq y Jϵpwϵq. Éxplicitamente si v P RNh :

Definimos wϵ “ pwt
1, ¨ ¨ ¨ , wt

mq con wl “ Rlv.

Definimos f “
řm

l“1 fi y fϵ “ pf t
1, ¨ ¨ ¨ , f t

mq.

Definimos la enerǵıa extendida:

Jϵpwϵq “
1

2
wt

ϵAϵwϵ ´ wt
ϵfϵ (3.101)

entonces: Jpvq “ Jϵpwϵq.
Para obtener un problema de minimización tal que wl “ Rlv se introduce una restricción lineal de

la forma Mwϵ “ 0 donde M es una matriz de dimensión m ˆ Nϵ que verifica: wl “ Rlv, l “ 1, ¨ ¨ ¨ ,m
si y solamente si Mwϵ “ 0 y wϵ “ pwt

1, ¨ ¨ ¨ , wt
mq. Aśı el problema de minimización toma la forma:

calcular wϵ P RNϵ tal que:

Jϵpwϵq “ mı́n
wϵPRNϵ

Jϵpvϵq (3.102)

Mvϵ “ 0 (3.103)

es decir que el conjunto definido por las restricciones V0 “ tvϵ : vl “ vj enΓlj, si j P Iplq; 1 ď l ď mu

en el caso discreto se escribe: V0 “ tvϵ PP RNϵ :Mvϵ “ 0u.
Se puede demostrar [14] , [1] que si u es solución del problema original monodominio (3.84) y wϵ

es solución de (3.102), entonces wl “ Rlu, l “ 1, ¨ ¨ ¨ , l.
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Construcción de la matriz M

La matriz M es tal que V0 “ KernelpMq, y tal que obligue a los desplazamientos w
piq
Γ y w

pjq

Γ a ser
continuos a través de las interfaces entre subdominios Γij.

Sea tx1, ¨ ¨ ¨ , xNΓ
u el conjunto de los nodos de interpolación en la interfaz Γ. Comenzamos por

definir los conjuntos y cantidades siguientes:

W piq “ tj : xi P BΩju, el conjunto de los ı́ndices de interfaces a las cuales xi pertenece.

gradopxiq “ #pW piqq, el número de elementos de W piq, es decir el número de interfaces a las
cuales xi pertenece.

ı́ndicepxl,Γ
pjqq “ al ı́ndice local de xl en Γpjq

La idea inmediata es obligar a que vlpxiq ´ vjpxiq “ 0 para todo par l, j P W pxiq. Puede ocurrir
que algunos nodos de la interfaz pertenezcan a más de dos subdominios, gradopxiq ě 3, ver la figura
(3.10) y entonces aparecen ecuaciones redundantes. Será necesario seleccionar un pequeño número de

83

THE CHOICE OF THE MATRIX BΓ

In 2D, there is a little choice on how to write the constraint of continuity
at a point sitting on an edge, there are many options for a vertex point.

For the edge node we only need to choose the sign, whereas for a vertex
node, e.g. one common to 4 subdomains, a minimum set of three
constraints can be chosen in many different ways to assure continuity at
the node in question.

Continuity constraints enforced by 3 (non-redundant) conditions on the
left, by 6 (redundant) conditions on the right.

Figura 3.10: Caso con el gradopxiq ě 3

restricciones de manera a que todas las condiciones de continuidad sean verificadas sin redundancia.
La matriz M será de la forma:

M “
“

M p1q, ¨ ¨ ¨ , M pmq
‰

(3.104)

tal que Mvϵ “ M p1qv1 ` ¨ ¨ ¨ ` M pmqvm donde M piq es de dimensión r ˆ Ni. Si descomponemos vi “

pv
piq
I

t
, v

piq
Γ

t
qt separando los nodos internos a Ωi de los nodos de la interfaz Γ.

La matriz M piq “

”

M
piq
I , M

piq
Γ

ı

“

”

0, M
piq
Γ

ı

pues los nodos internos no participan a las restric-

ciones, la continuidad está garantizada por el espacio de interpolación.
Si @l, j P W pxiq con l ă j anotamos l̃i “ ı́ndicepxi,Γ

plqq y j̃i “ ı́ndicepxi,Γ
pjqq , las restricciones

toman la forma:
pv

plq
Γ ql̃i ´ pv

pjq

Γ qj̃i “ 0 (3.105)

en consecuencia los coeficientes de M son de la forma t´1, 0, 1u.
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Una manera de construir M es la siguiente: para cada W pxiq se organizan los ı́ndices en orden
creciente. A continuación para cada par de ı́ndices consecutivos imponemos una sola restricción, es
decir en total gradopxiq ´ 1 restricciones. El número total de restricciones es entonces:

r “

NΓ
ÿ

i“1

pgradopxiq ´ 1q (3.106)

Por construcción la matriz M es de rango maximal, no hay restricciones redundantes, r “ rangopMq,
y la dimensión de M es r ˆ Nϵ.

Si l ă j son dos ı́ndices consecutivos en Wpiq, sea kpi, l, jq un ı́ndice entre 1 y r asignado a la
restricción involucrando vl y vj. Podemos ahora definir los coeficientes de M :

pM
plq
Γ qk,s “ 1, sis “ l̃i (3.107)

pM
plq
Γ qk,s “ 0, sis ‰ l̃i (3.108)

pM
pjq

Γ qk,s “ 1, sis “ j̃i (3.109)

pM
pjq

Γ qk,s “ 1, sis ‰ j̃i (3.110)

todos los otros coeficientes son nulos.
Una segunda posibilidad es la redundancia, imponemos una restriction para todo l ă j, l, j P

W pxiq. Obtenemos aśı
1

2
pgradopxiqpgradopxiq ´ 1q restricciones y

r “

NΓ
ÿ

i“1

1

2
pgradopxiqpgradopxiq ´ 1q

.
En los dos casos V0 “ KernelpMq “ tpR1vqt, ¨ ¨ ¨ , pRmvqt : v P RNh .

3.2.9. Formulación utilizando multiplicadores de Lagrange

En esta section vamos a proponer un método de resolución del problema de minimización siguiente:
Calcular uϵ “ puy1, ¨ ¨ ¨ , utmq P RNϵ solución de

Jϵpuϵq “ mı́n
wϵPV0

Jϵpwϵq (3.111)

donde:

Jϵpwϵq “
1

2
wt

ϵAϵwϵ ´ wt
ϵfϵ (3.112)

y V0 “ KernelpMq “ twϵ P RNϵ :Mwϵ “ 0u.
El objetivo de la formulación utiliazndo los multiplicadores de Lagrange es de buscar una solución

de (3.111) como el cálculo de un punto silla del Lagrangiano asociado.
Dado µ P Rr el Lagrangiano asociado al problema de optimización (3.111) anotado

Lpwϵ, µq “ Jϵpwϵq ` µtMwϵ “
1

2
wt

ϵAϵwϵ ´ wt
ϵfϵ ` µtMwϵ (3.113)

Las variables wϵ, los desplazamientos, son llamadas variables primales; la variables µ, los multiplica-
dores de Lagrange son llamadas variables duales, y representan el flujo entre dominios.

Podemos definir una función dual, para todo µ P Rr definimos Dpµq:

Dpµq “ ı́nf
vϵ

Lpvϵ, µq (3.114)
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Observación 3. Visto que Aϵ puede ser singular este infimo puede ser ´8 si pfϵ ´M tµq R ImagepAϵq.
Como la matriz Z es de rango “ d, se verifica que:

ImagenpZq “ KernelpAϵq (3.115)

Podemos definir un conjunto de multiplicadores de Lagrange admisibles :

G “ tµ : Zt
pfϵ ´ M tµq “ 0u (3.116)

en consecuencia si µ P G entonces Dpµq ą ´8.

Para vϵ P RNϵ definimos la función Epvϵq :

Epvϵq “ sup
µ

Lpvϵ, µq (3.117)

Observación 4. Como L es lineal en función de µ, verificamos que:

Epvϵq “

#

`8, si Mvϵ ‰ 0

Jϵpvϵq, si Mvϵ “ 0
(3.118)

Para los desplazamientos admisibles, es decir aquellos que verifican Mvϵ “ 0 , tenemos que
Epvϵq “ Jϵpvϵq ă 8.

Definición 3.2.1. Un punto puϵ, λq es un punto silla del Lagrangiano L si verifica la condición siguiente:

Lpuϵ, µq ď Epuϵq “ Lpuϵ, λq “ Dpλq ď Lpvϵ, λq @ vϵ, µ (3.119)

Derivando con respecto a las variables primales y duales se obtiene que un punto cŕıtico puϵ, λqt

de Lpvϵ, µq verifica la condición de primer orden siguiente:

#

Aϵuϵ ` M tλ “fϵ

Muϵ “0
(3.120)

Observación 5. En el caso donde la matriz Aϵ es regular( invertible) y en consecuencia, por construc-
ción estrictamente definida positiva, podemos resolver el problema de optimización (3.111) utilizando
un método cl’asico para la minimización de un problema cuadratico, convexo con restricciones de
igualdad.

En lo que sigue consideramos que si Aϵ es singular, entonces la matriz Z es de rango d “
řm

l“1 d
plq.

Definimos la matriz G “ MZ de dimensión r ˆ d. La matriz G es de la forma:

G “ MZ “ rM p1qZp1q
¨ ¨ ¨M pmqZpmq

s. (3.121)

Se demuestra, ver [49], que el multiplicador λ solución de (3.120) es solución del sistema reducido
siguiente:

#

P0Kλ “P0e

Gtλ “g
(3.122)

donde:

P0 “ I ´ GpGtGq:Gt,

K “ MAϵ
:M t,
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e “ MAϵ
:fϵ,

g “ Ztfϵ,

Aϵ y pGtGq: son las pseudo inversas de Moore Penrose (ver apéndice).

A continuación dado λ los desplazamientos uϵ son calculados de la manera siguiente:
#

uϵ “ Aϵ
:
pfϵ ´ M tλq ` Zα

α “ pGtGq
:Gt

pKλ ´ MAϵ
:fϵq.

(3.123)

El algoritmo consistirá fundamentalmente en resolver el sistema (3.122)

Observación 6. Cuando la matriz Aϵ es regular, la matriz Z es de rango nulo y entonces podemos
prescindir del vector α. En este caso:

K “ MAϵ
´1M t,

e “ MAϵ
´1fϵ,

G “ 0, P0 “ Id y g “ 0.

El sistema (3.122), es la condición necesaria para que λ sea un máximo de la función dual Dpµq.

En conclusión el algoritmo FETI para resolver los problemas (3.122) y (3.127) es el siguiente, ver
[14]:

Algoritmo 3.2.1. Dato inicial: λ0, (por ejemplo λ0 “ 0)

1) Calcular e y g :
#

e “MAϵ
:fϵ

g “Ztfϵ
(3.124)

2) Resolver los sistemas lineales siguientes usando la pseudo inversa (ver apéndice)
$

’

&

’

%

GtKpGβ˚ ` Cγ˚q ` GtGδ˚ “ GtP0pe ´ Kλ0q

CtKpGβ˚ ` Cγ˚q ` CtGδ˚ “ CtP0pe ´ Kλ0q

Gt
pGβ˚ ` Cγ˚q “ Gtg

(3.125)

3) Definimos λ˚ “ λ0 ` Gβ˚ ` Cγ˚.

4) Calcular el residuo: r0 “ P0pKλ˚ ´ eq.

5) Para k “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ hasta la convergencia efectuamos la iteración siguiente:

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

zk´1 “Nrk´1

yk´1 “Qzk´1

ξk “rk´1
tyk´1

pk “yk´1 `
ξk
ξk´1

pk´1, si k ą 1, p1 “ y0 si k “ 1

νk “
ξk

P t
kP0Kpk

λk “λk´1 ` νkpk

rk “rk´1 ´ νkP0Kpk

(3.126)
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6) fin de la iteración en k.

7) Calcular:
#

α “ pGtGq
:Gt

pKλ ´ MAϵ
:fϵq

uϵ “ Aϵ
:
pfϵ ´ M tλq ` Zα.

(3.127)

Para finalizar esta section vamos a especificar la definición de las matrices C, Q y N que aparecen
en el algoritmo (3.2.1).

Para la definición de las matrices Q y C dos casos son posibles.

Si en la ecuación (3.84) cpxq “ 0 puede pasar que la matriz de rigidez local Apiq sea singular.
En este caso se introduce la matriz Z ya definida, entonces G “ MZ y C “ 0, en este caso
Q “ I ´ GpGtGq´1Gt.

Si cpxq ě c0 ą 0 las matrices Apiq son regulares entonces G “ 0 y la proyección P0 “ Id. En este
caso para acelerar la convergencia se considera la matriz C “ MZ̃ donde Z̃ es una matriz de
dimensión Nϵ ˆ r. Las columnas de la matriz Z̃ son una base del KernelpÃϵq, donde Ãϵ es la
matriz de rigidez cuando hacemos cpxq “ 0. Entonces la matriz Q “ I ´ CpCtKCq´1CtK.

En la literatura se propone la matriz de precondicionamiento N siguiente, ver [14]:

N “

m
ÿ

i“1

M
piq
Γ pA

piq
ΓΓ ´ A

piq
IΓ

t
A

piq
II

´1
A

piq
IΓqM

piq
Γ

t

El algoritmo FETI descripto aqúı es el algoritmo básico. Existen incontables evoluciones en la
literatura, en particular al algoritmo FETI ´ DP por dual-primal.



Caṕıtulo 4

Ecuaciones Parabólicas (Problemas de
evolución)

Vamos a ilustrar los diferentes métodos de resolución de ecuaciones parabólicas utilizando la des-
composición de dominios a través de la ecuación de la temperatura siguiente:

$

’

&

’

%

Bu

Bt
´ Lu “ f en QT “ Ω ˆ p0, T q

u “ 0 en BΩ ˆ p0, T q

upx, 0q “ u0pxq en Ω

(4.1)

donde Ω es un conjunto convexo, abierto de Rd de frontera regular y T ą 0 es un dato. El operador
L está definido por:

Lu :“ divpA∇uq ´ a0u “

d
ÿ

i,j“1

B

Bxi
pai,j

Bu

Bxj
q ´ a0u. (4.2)

La matriz de funciones A “ Apx, tq “ ai,jpx, tqi,j P MnpRq verifica la condición de elipticidad uniforme:
D α ą 0 tal que

pApx, tqξ, ξq “

d
ÿ

i,j“1

ai,jpxqξiξj ě α|ξ|
2, @ ξ P Rd, y px, tq P QT . (4.3)

Los coeficientes ai,jpx, tq P CpΩ̄ ˆ r0, T sq. Las funciones a0px, tq ą 0 y fpx, tq también pertenecen a
CpΩ̄ ˆ r0, T sq.

4.0.1. Existencia y unicidad de la solución

Comenzamos por definir algunos espacios de funciones.

L2
pp0, T q;L2

pΩqq “ tv : p0, T q Ñ L2
pΩq{ v integrable y

ż T

0

}v}
2
0dx ă 8u, (4.4)

L2
p0, T ;H1

0 pΩqq “ tv : p0, T q Ñ H1
0 pΩq{ v integrable y

ż T

0

}v}
2
1dx ă 8u, (4.5)

L2
p0, T ;H1

0 pΩq X H2
pΩqq “ tv : p0, T q Ñ H1

0 pΩq X H2
pΩq{ v integrable y

ż T

0

}v}
2
1dx ă 8 (4.6)

y

ż T

0

}
B2lv

B2xj
}
2
1dx ă 8 @ju, (4.7)

60
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C0
pr0, T s;L2

pΩqq “ tv : r0, T s Ñ L2
pΩq{v es continua en r0, T s y@t P r0, T s, vp., tq P L2

pΩqu. (4.8)

C0
pr0, T s;H1

0 pΩqq “ tv : r0, T s Ñ L2
pΩq{v es continua en r0, T s y@t P r0, T s, vp., tq P H1

0 pΩqu. (4.9)

Podemos también definir las siguientes formas bilineales:

apu, vq “

ż

Ω

p

d
ÿ

i,j“1

ai,j
Bu

Bxj

Bv

Bxi
q ` a0uvdx. (4.10)

Si L es el Laplaciano entonces podemos afirmar que:

1) si f P L2pQT q y u0 P L2pΩq entonces existe una única función u P L2p0, T ;H1
0 pΩqqXCpr0, T s;L2pΩqq

tal que
$

&

%

d

dt
puptq, vq ` p∇u,∇vq “ pfptq, vq, @ v P H1

0 pΩq

up0q “ u0, en Ω
(4.11)

2) si f P L2pQT q y u0 P H1
0 pΩq entonces existe una única solución en:

L2p0, T ;H2pΩq X H1
0 pΩqq X Cpr0, T s;H1

0 pΩqq y
Bu

Bt
P L2pp0, T q;L2pΩqq

3) si f P C8pQ̄T q et u0 P L2pΩq entonces existe una solución única en C8pΩ̄ ˆ rϵ, T sq, ϵ ą 0.

4) si ai,j y a0 pertenecen a C8pΩ̄ ˆ r0, T sq entonces los resultados enunciados en las condiciones
1),2) y 3) son válidos para el operador L definido en (4.2).

5) En el caso del operador (4.2) podemos definir la forma bilineal siguiente:

apu, vq “

d
ÿ

i,j“1

ai,jpxq
Bu

Bxi

Bu

Bxj
. (4.12)

La condición suficiente para la existencia de una solución es la elipticidad débil (coercividad
débil), es decir la existencia de α ą 0 y λ ą 0 tales que:

apv, vq ` λ}v}
2
0 ě α}v}

2
1. (4.13)

El comportamiento de la solución en función de los datos, f y u0, puede estudiarse utilizando el
principio del máximo si suponemos que u P C2pQT q X C0pΩ̄ ˆ r0, T sq.

Supongamos que a0 “ 0. Si f ď 0 entonces u alcanza su máximo en la frontera de QT y si f ě 0
entonces u alcanza su mı́nimo en la frontera de QT . En particular si a0, f ě 0 y u0 ě 0 entonces
u ě 0 en Ω̄ ˆ r0, T s.

(Principio de Hoft) Supongamos f “ 0 y que existen x0 P BΩ, t0 P p0, T q tales que upx, t0q ă

upx0, t0q para todo x P Ω.

Si u es derivable en x0 y a0 “ 0, o si upx0, t0q “ 0 tenemos que
Bu

Bn
px0, t0q ą 0.

Para la ecuación de la temperatura con f “ 0 y a0 “ 0 si u0 ě 0 y u0 ‰ 0 entonces la
solución verifica que upx, tq ą 0, @x P Ω, @t ą 0. Es decir que una pequeña perturbación inicial
se distribuye inmediatamente en todo el dominio, propagación de la temperatura a velocidad
infinita.
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4.0.2. Descomposición de dominios

Si definimos ui “ u|Ωi
, i “ 1, 2, @t ą 0, una formulación de los dominios del problema (4.1) es la

siguiente:
$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

Bui
Bt

´ Lui “ f en QT,i “ Ωi ˆ p0, T q, i “ 1, 2

u “ 0 en BΩi X BΩ ˆ p0, T q, i “ 1, 2

upx, 0q “ u0pxq en Ω

u1 “ u2 en Γ “ Ω̄1 X Ω̄2

Bu1
BnL

“
Bu2
BnL

en Γ

(4.14)

con
Bv

BnL

“

d
ÿ

i,j“1

ai,j
Bu

Bxj
ni, ni componente i de la normal nL. (4.15)

La forma débil de esta formulación es la siguiente:
encontrar ui P L2p0.T ;H1

BΩXBΩi
pΩiq X C2pr0, T s;L2pΩiqq, i “ 1, 2

$

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

%

B

Bt
pu1, v1q1 ` a1pu1, v1q “ pf, v1q1 @v1 P H1

0 pΩ1q

u1 “ u2 en Γ

B

Bt
pu2, v2q2 ` a2pu2, v2q “ pf, v2q2 @v2 P H1

0 pΩ2q

B

Bt
pu2,R2µq2 ` a2pu2,R2µq “ pf,R2µq2 ` pf,R1µq1 ´

B

Bt
pu1,R1µq1 ´ a1pu1,R1µq @µ P Λ.

(4.16)

Consideremos ahora una semidiscretización en el espacio, continua en la variable tiempo, usando
el método de Galerkin, más precisamente en elementos finitos.

Sea Th una triangulación de Ω tal que YTPThT “ Ωh Ă Ω (Si Ω es un domı́nio poligonal, para h
suficientemente chico se puede obtener Ωh “ Ωq.

Sean:

VhpΩhq “ tp P C0pΩhq : p|T P P1pT q @T P Thu y V 0
h pΩhq “ VhpΩhq X H1

0 pΩhq.

El problema semidiscreto se escribe: dados f P L2pQT q y uh,0 P V 0
h ( aproximación de u0) encontrar

uhptq P V 0
h , @t P p0, T q tal que:

$

&

%

d

dt
puhptq, vhq ` apuh, vhq “ pfptq, vhq, @ vPV

0
h

uhp0q “ uh,0, en Ω
(4.17)

Considerando una base de V 0
h , tφ1, . . . , φNh

u, obtenemos un sistema de ecuaciones diferenciales.
Si:

uhptq “

Nh
ÿ

j“1

ξjptqφj y u0,h “

Nh
ÿ

j“1

ξ0,j φj (4.18)

el problema (4.17) se presenta de la manera siguiente:
$

&

%

M
d

d t
ξptq ` Aξptq “ fptq

ξp0q “ ξ0

(4.19)
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donde ξptq “ tξ1ptq, . . . , ξNh
ptqu, ξ0 “ tξ0,1, . . . , ξ0,Nh

u y fptq “ tf1ptq, . . . , fNh
ptqu con fiptq “ pfptq, ξiq.

Los coeficientes de las matrices M y A están definidos de la manera siguiente:

Mi,j “ pξi, ξjq

Ai,j “ apξj, ξiq

Recordamos las definiciones de los espacios de aproximación en los subdominios:

Vi,hpΩi,hq “ tp P C0pΩi,hq : p|T P P1pT q @T P Ti,hu,

V 0
i,hpΩi,hq “ Vi,hpΩi,hq X H1

0 pΩi,hq,

V ‹
i,hpΩi,hq “ tp P Vi,hpΩi,hq : p “ 0 P BΩh X BΩi,hu,

por otra parte, en la práctica consideramos una aproximación µh P P1 de µ P Λ. Obtenemos el espacio
de aproximación V 0

Γ,h. Si tγ1, . . . , γNΓ
u es una base en la cual representamos los elementos de V 0

Γ,h

podemos escribir:

µhpxq “

NΓ
ÿ

j“1

µh,jγjpxq (4.20)

La formulación multidominios del problema semidiscreto (4.19) es la siguiente:
$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

Encontrar u1,hptq P V ‹
1,h X L2

p0, T, V ‹
1,hq yu2,hptq P V ‹

2,h X L2
p0, T, V ‹

2,hq tal que:

d

dt
pu1,h, v1,hq1 ` a1pu1,h, v1,hq “ pf, v1,hq1 @v1,h P V 0

1,hpΩ1,hq

u1,h “ u2,h en Γh

d

d t
pu2,h, v2,hq2 ` a2pu2,h, v2,hq “ pf, 2, hq2 @v2,h P V 0

1,hpΩ1,hq

d

d t
pu2,h,R2,hµhq2 ` a2pu2,h,R2,hµhq “ pf,R2,hµhq2 ` pf,R1,hµhq1

´
d

d t
pu1,h,R1,hµhq1 ´ a1pu1,h,R1,hµhq @µh P V 0

Γ,h

(4.21)

Donde R1,h : V 0
Γ,h Ñ V ‹

1,hpΩ1,hq y R2,h : V 0
Γ,h Ñ V ‹

2,hpΩ2,hq son operadores de prolongación o extensión
del valor de la funcion definida en el borde (frontera) Γh a todo el dominio.

Podemos elegir dos maneras de calcular las prolongaciones µ1,h “ R1,hµh y µ2,h “ R2,hµh: la
primera es considerar un relevamiento harmónico en V ‹

1,hpΩ1,hq y V ‹
2,hpΩ1,hq respectivamente, es decir

la solución de:
$

’

&

’

%

´∆µi,h “ 0, en Ωi,h

µi,h “ 0, en BΩh X BΩi,h

µi,hpxq “ µhpxq en Γh

(4.22)

La segunda es simplemente definir:

R1,hµh enV ‹
1,hpΩ1,hq tal que

#

R1,hµhpxj,hq “ µpxj,hq si xj,h es un nudo de discretización deΓh,

R1,hµhpxj,hq “ 0 si xj,h es un nudo de discretización de Ωi,h.

(4.23)
La resolución del sistema diferencial (4.21) nos conduce a una discretización en la variable tiempo.

Dos opciones bien diferentes son exploradas en la literatura, una clásica que consiste a efectuar la
descomposición geométrica de dominios y avanzar con un paso de tiempo similar en cada sub-dominio.
La segunda llamada waveform, consiste a considerar un paso de tiempo diferente en cada subdominio
e implementar una transmisión de datos en la frontera por interpolación, un poco a la manera de los
métodos multigrillas.
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4.0.3. Método clásico

Como anunciamos en la sección precedente el método clásico consiste en discretizar en la variable
tiempo el sistema: dados f P L2pQT q y uh,0 P V 0

h (aproximación de u0) encontrar uhptq P V 0
h , @t P p0, T q

tal que:

$

&

%

d

dt
puhptq, φjq ` apuh, φjq “ pfptq, φjq, @φj, j “ 1, . . . , Nh

uhp0q “ uh,0, en Ω
(4.24)

Si aplicamos un esquema de discretización en la variable tiempo impĺıcito se obtiene una secuencia de
funciones unh P V 0

h , aproximación de uptn, xq, que es la solución en el tiempo tn.

$

&

%

1

∆tn
ppunh, φjq ´ pun´1

h , φjqq ` apunh, φjq “ pfptnq, φjq, @φj, j “ 1, . . . , Nh

u0h “ uh,0, en Ωh

(4.25)

donde ∆tn es el paso de discretización de la variable tiempo y tn “ tn´1 `∆tn. Si unh P V 0
h el esquema

impĺıcito es de orden uno en la variable tiempo y dos en la variable espacio. Más aún este esquema es
estable sin condiciones sobre la magnitud del paso de tiempo ∆t.

El esquema de discretización en la variable tiempo impĺıcito es incondicionalmente estable en

norma L2 y estable en norma L8 si
δt

h2
ď 1. Por otro lado verifica el principio del máximo discreto, es

decir que si u0h ě 0 y f ě 0 entonces unh ě 0, @n.
Ahora definimos la forma bilineal atpu, vq de la manera siguiente:

atpu, vq “ pu, vq ` ∆ tapu, vq, (4.26)

y el segundo miembro:
gpt, u, vq “ pu, vq ` ∆tfpt, vq. (4.27)

El sistema (4.25) podemos reescribirlo de la forma:

#

atpunh, φjq “ gptn, un´1
h , φjq@φj, j “ 1, . . . , Nh,

u0h “ uh,0, en Ωh

(4.28)

Para resolver el sistema (4.25) a cada paso de tiempo introducimos un método de descomposición
de dominios de Schwarz. Para comenzar consideramos a cada paso de tiempo una descomposición
geométrica de dominios con solapamiento del dominio Ωh. Podemos considerar una descomposición
que será la misma a cada paso de tiempo como representado en la figura (4.1) o una descomposición
adaptada a cada paso de tiempo como la representada en la figura (4.3).

Consideramos una discretización del tiempo ttnun y una secuencia ∆tn tal que t0 “ 0,
tn “ tn´1 ` ∆tn y T “

řTh

n“1∆t
n. Si Ωn

i,h, i “ 1, . . . ,mn es una descomposición de dominios con
solapamiento en el paso de tiempo n, es decir que Ωh “ Y

mn
i“1Ω

n
i,h y se obtiene el algoritmo siguiente:

1 Sea u0h P V 0
h una aproximación de u0
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Décomposition de domaine en temps

DDM en espace

x

y4�t

t

Discretiser en temps et appliquer
Schwarz à chaque pas de temps

résolutions de problèmes
stationnaires dans les
sous-domaines
échange d’informations à travers
l’interface

pas de temps identique dans tout le
domaine

Décomposition espace-temps

x

yT

0

t

2018/11/14 – Lille

Figura 4.1: descomposición de dominios uniforme en tiempo

Optimized Schwarz methods Extensions

Extension to time dependent problems

Domain decomposition in space

Discretize in time and apply the DD algorithm at

each time step:

Solve stationary problems in the
subdomains, in parallel,

Exchange information through the

interface

Same time step on the whole domain.

Space-time domain decomposition

Solve time-dependent problems in the
subdomains, in parallel,

Exchange information through the space-time
interface · · · Following [Halpern-Nataf-Gander
(03), Martin (05)]

Different time steps can be used in
each subdomain according to its
physical properties.
· · · Following [Halpern-C.J.-Szeftel (12),

Hoang-C.J.-Jaffré-Kern-Roberts (13)]
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Figura 4.2: descomposición de dominios uniforme en tiempo, transmisión

Figura 4.3: descomposición de dominios no-uniforme en tiempo

2 Para n “ 1, . . . , Th resolvemos (4.25), es decir:
Sea u0,nh “ un´1

h .
Para l “ 1, . . . , hasta la convergencia del método de descomposición de dominios:

a) Para i “ 1, . . . ,mn resolvemos el problema:
Calcular wl

i P V 0
i,h solución del sistema:

atpwl
i, φi,jq “ gptn, un´1

h , φi,jq ´ atpwl
i, φi,jq @ φi,j, j “ 1, . . . , Ni,h, (4.29)

b) ul`1,n
h “ ul,nh `

řmn

i“1 w̃
l
i

Si l‹ es el indice para el cual la iteración del método de descomposición de dominios para:
unh “ ul

‹,n
h .
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Las funciones φi,j, j “ 1, . . . , Ni,h son la base de V 0
i,h, que es de dimensión Ni,h. Las funciones w̃

l
i son

la extensión por cero de wl
i P V 0

i,h.
La convergencia de este algoritmo reposa fundamentalmente en la convergencia del algoritmo de

Schwarz, que es una conclución del caŕacter eĺıptico de atpu, vq.

4.0.4. Ejemplo numérico

Consideremos el caso siguiente:
$

&

%

Btupx, tq “ u2px, tq ` µ | upx, tq |p `fpx, tq en s0, 1rˆs0, T s,
upx, 0q “ u0pxq ě 0 en s0, 1r

up0, tq “ up1, tq “ 0 en s0, T s,

donde fpx, tq “ 100tpδ0,5 ` δ0,8 ` δ0,2q, es una función fuente con soporte puntual. La potencia p “ 4
y µ “ 1200. La condición inicial está dada por la función u0pxq “ 0,01xp1 ´ xq.

Aplicando una discretización en elementos finitos de tipo P1 y una discretización impĺıcita en la
variable temporal obtenemos:

1

τn
M

`

Un`1
h ´ Un

h

˘

` AhpUn`1
h q “ F̃ pUn`1

h q ` f̃n`1. (4.30)

τn es el paso de tiempo.

M “

ˆ
ż

Ω

ψiψjdx

˙

i,j“1:Nh

,

Ah “

ˆ
ż

Ω

∇ψi∇ψjdx

˙

i,j“1:Nh

.

Un
h “

´

Un
1 , U

n
2 , ..., U

n
Nh

¯T
“ punhpx1q, unhpx2q, ..., unhpxNh

qq
T

» Uhptnq.

F̃ pUn
h q “

ˆ
ż

Ω

| unh |
p ψjdx

˙

j“1:Nh

.

f̃n “ f̃ptnq “

ˆ
ż

Ω

fptnqψjdx

˙T

.

tψiu, pi “ 1, ¨ ¨ ¨ , Nh), es la base de Lagrange de los elementos P1.

A cada paso de tiempo tenemos que resolver el problema en dimensión finita siguiente:

1

τn
MUn`1

h ` AhU
n`1
h ´ F̃ pUn`1

h q “
1

τn
MUn

h ` f̃n`1.

Este sistema es no lineal: aplicamos un método de Newton para resolverlo. A cada iteración del método
de Newton aplicamos el método de descomposición de dominios que nos garantiza la existencia y
unicidad de la iteración de Newton. Calculamos hasta el tiempo final T “ 4. El número de puntos de
discretización es N “ 300, el paso de tiempo fijado es τ “ 0,2.
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Figura 4.4: 20 pasos de tiempo

n 1 2 ... 19 20
# Iter-Newton 2 2 ... 3 4

}δh}8 7,9e´10 2,7e´7 ... 9,53e´5 9,8e´5

# sd 1 1 ... 2 3

Cuadro 4.1: Comportamiento del algoritmo de cálculo de la solución numérica.

4.0.5. Método Waveform

El algoritmo waveform fue introducido por primera vez por Picard [15] y Lindelöf [11] en el siglo
19. Se trata de una paralelización en el tiempo para la simulación de sistemas de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias o de ecuaciones con derivadas parciales dependientes del tiempo. A diferencia de la
estrategia utilizada en los métodos clásicos de descomposición de dominio que consisten en discretizar
la variable tiempo, para luego aplicar, un método de descomposición de dominio al problema estático
que aparece en cada iteración temporal, el algoritmo waveform consiste en descomponer el dominio en
Ωi subdominios y luego, en cada iteración, resolver el problema parabólico en cada Ωiˆs0, T s indepen-
dientemente con un paso de tiempo adaptado al subdominio. Entre cada iteración, una comunicación
regular de datos en la interfaz entre dos subdominios permite obtener la convergencia del método.
Este método está totalmente adaptado a los problemas en los cuales la evolución de la solución no es
uniforme en todo el subdominio, por ejemplo en el caso de una explosión puntual de la solución. Este
algoritmo se ha aplicado con éxito a una variedad de problemas, tales como los problemas parabólicos
en 2007 estudiados por Gander e al. [40], en 2010 por Caetano e al. [23], en 2016 por Ruprecht e al.
Para explicar la estrategia del algoritmo waveform, proponemos, como primer paso, aplicar el método
de descomposición de dominios al problema inicial unidimensional:

$

&

%

Btupx, tq ´ u2px, tq “ fpx, tq en QT “ p0, Lq ˆ p0, T s,
upx, 0q “ u0pxq en r0, Ls

up0, tq “ g1ptq y upL, tq “ g2ptq en p0, T s,
(4.31)

La función f es supuesta acotada en QT y Hölder continua, (existe C ą 0 y α ą 0 tal que |fpx1, t1q ´

fpx2, t2q| ď C}px1, t1q ´ px2, t2q}α), las condiciones frontera g1ptq y g2ptq son supuestas continuas por
trozos. Con estas hipótesis hay existencia y unicidad de la solución, si f “ 0 y u0 “ 0 la solución
verifica la estimación siguiente:

}upx, .q}8 ď
L ´ x

L
}g1ptq}8 `

x

L
}g2ptq}8 (4.32)



CAPÍTULO 4. ECUACIONES PARABÓLICAS (PROBLEMAS DE EVOLUCIÓN) 68

Para introducir el método de descomposición de dominios de Schwarz waveform consideramos
la descomposición geométrica con solapamiento ya definida en la sección precedente en una di-
mensión. Consideramos una descomposición del dominio QT “ p0, Lq ˆ p0, T s en dos subdominios
QT1 “ p0, βLq ˆ p0, T s y QT2 “ pαL,Lq ˆ p0, T s con 0 ă α ă β ă 1.

WAVEFORM RELAXATION FOR THE HEAT EQUATION 2017

Fig. 2.1. Decomposition into two overlapping subdomains.

First note that v = u on ⌦1 and w = u on ⌦2 are solutions to (2.4) and (2.5).
Uniqueness follows from our analysis of a Schwarz-type iteration introduced for elliptic
problems in [19] and further studied in [12] and [6]. We get

@vk+1

@t
= @2vk+1

@x2 + f(x, t), 0 < x < �L, t > 0,

vk+1(0, t) = g1(t), t > 0,
vk+1(�L, t) = wk(�L, t), t > 0,
vk+1(x, 0) = u0(x), 0  x  �L,

and

@wk+1

@t
= @2wk+1

@x2 + f(x, t), ↵L < x < L, t > 0,

wk+1(↵L, t) = vk(↵L, t), t > 0,
wk+1(L, t) = g2(t), t > 0,
wk+1(x, 0) = u0(x), ↵L  x  L.

Let dk(x, t) := vk(x, t) � v(x, t) and ek(x, t) := wk(x, t) � w(x, t) and consider the
error equations

@dk+1

@t
= @2dk+1

@x2 , 0 < x < �L, t > 0,

dk+1(0, t) = 0, t > 0,
dk+1(�L, t) = ek(�L, t), t > 0,
dk+1(x, 0) = 0, 0  x  �L,

(2.6)

and

@ek+1

@t
= @2ek+1

@x2 , ↵L < x < L, t > 0,

ek+1(↵L, t) = dk(↵L, t), t > 0,
ek+1(L, t) = 0, t > 0,
ek+1(x, 0) = 0, ↵L  x  L.

(2.7)

The following lemma establishes convergence of the Schwarz iteration on the interfaces
of the subdomains in L1. Using the maximum principle convergence in the interior
follows.
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Figura 4.5: descomposición de dominios en dos subdominios, dimensión uno

La solución upx, tq de la ecuación (4.31) puede ser obtenida a partir de u1px, tq y u2px, tq solución de
las ecuaciones:

$

&

%

Btu1px, tq ´ u2
1px, tq “ fpx, tq en QT “ p0, βLq ˆ p0, T s,

u1px, 0q “ u0pxq en r0, βLs

u1p0, tq “ g1ptq y u1pβL, tq “ u2pβL, tq en p0, T s,
(4.33)

y
$

&

%

Btu2px, tq ´ u2
2px, tq “ fpx, tq en QT “ pαL,Lq ˆ p0, T s,

u2px, 0q “ u0pxq en rαL,Ls

u2pαL, tq “ u1pαL, tq y upL, tq “ g2ptq en p0, T s,
(4.34)

La solución del problema original upx, tq (monodominio) es igual a u1px, tq sobre QT1 y a u2px, tq sobre
QT2 .

Décomposition de domaine en temps
DDM en espace

x

y4�t

t

Discretiser en temps et appliquer
Schwarz à chaque pas de temps

résolutions de problèmes
stationnaires dans les
sous-domaines
échange d’informations à travers
l’interface

pas de temps identique dans tout le
domaine

Décomposition espace-temps

x

yT

0

t

Résolution de problèmes dépendants
du temps dans les sous-domaines

Echange d’informations à travers
l’interface espace-temps

Discrétisations locales espace et/ou
temps possible : pas de temps locaux

2018/11/14 – Lille

Figura 4.6: descomposición de dominios waveform
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Optimized Schwarz methods Extensions

Extension to time dependent problems

Domain decomposition in space

Discretize in time and apply the DD algorithm at

each time step:

Solve stationary problems in the
subdomains, in parallel,

Exchange information through the

interface

Same time step on the whole domain.

Space-time domain decomposition

Solve time-dependent problems in the
subdomains, in parallel,

Exchange information through the space-time
interface · · · Following [Halpern-Nataf-Gander
(03), Martin (05)]

Different time steps can be used in
each subdomain according to its
physical properties.
· · · Following [Halpern-C.J.-Szeftel (12),

Hoang-C.J.-Jaffré-Kern-Roberts (13)]
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Figura 4.7: Descripción del algoritmo waveform

Deducimos un algoritmo iterativo, dada la condición inicial u0, para l “ 1, ... hasta la convergencia
del método de Schwarz, vamos a resolver de manera independiente, es decir con pasos de tiempo
eventualmente diferentes, los problemas siguientes:

$

&

%

Btu
l`1
1 px, tq ´ ul`1

1

2
px, tq “ fpx, tq en QT “ p0, βLq ˆ p0, T s,

ul`1
1 px, 0q “ u0pxq en r0, βLs

ul`1
1 p0, tq “ g1ptq y ul`1

1 pβL, tq “ ul2pβL, tq en p0, T s,

(4.35)

y
$

&

%

Btu
l`1
2 px, tq ´ ul`1

2

2
px, tq “ fpx, tq en QT “ pαL,Lq ˆ p0, T s,

ul`1
2 px, 0q “ u0pxq en rαL,Ls

ul`1
2 pαL, tq “ ul1pαL, tq y upL, tql`1 “ g2ptq en p0, T s,

(4.36)

Observación 7. La dificultad de este algoritmo es conectar las soluciones uli en las fronteras de los
subdominios. Hassan y al [43, 42] presentaron un método que implica una corrección a partir de una
malla fina, calculando los valores medios de los datos en las interfaces. Es posible también calcular
una interpolación lineal de la solución para obtener valores aproximados de la solución en la malla
más fina en la variable temporal a partir de datos en una malla más grosera en la misma variable o
viceversa.

Observación 8. Basándonos en el trabajo de Gander y al [23], la solución iterativa ul`1
i , solución del

problema (4.35) y (4.36), converge a u solución del problema (4.31).

Los errores dlpx, tq “ ul1px, tq ´ u1px, tq y elpx, tq “ ul2px, tq ´ u2px, tq verifican las estimaciones
siguientes en la interfaces x “ αL y x “ βL:

}dl`2pαL, .q}8 ď
αp1 ´ βq

βp1 ´ αq
}dlpαL, .q}8

}el`2pβL, .q}8 ď
αp1 ´ βq

βp1 ´ αq
}elpβL, .q}8

(4.37)

Si definimos la norma siguiente:
}gp., .q}8 “ sup

r0,Ls

}gpx, .q}8 (4.38)

obtenemos que:

}dl`2p., .q}8 ď p
αp1 ´ βq

βp1 ´ αq
ql}e0pβL, .q}8

}el`2p., .q}8 ď p
αp1 ´ βq

βp1 ´ αq
ql}d0pαL, .q}8

(4.39)
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Caso semidiscreto

Si efectuamos una discretización en diferencias finitas en la variable x clásica de orden dos, con-

siderando N puntos de aproximación con un paso δx “
L

N ` 1
obtenemos un sistema diferencial

ordinario:

dU

d t
ptq “ ANUptq ` F ptq, 0 ă t ď T (4.40)

Up0q “ U0 (4.41)

donde

AN “
1

δ2x

¨

˚

˚

˚

˚

˝

´2 1 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0
1 ´2 1 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨

´ ´ ´ ´ ´

0 ¨ ¨ ¨ 1 ´2 1
0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 1 ´2

˛

‹

‹

‹

‹

‚

(4.42)

F ptq “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

fpδx, tq `
1

δ2x
g1ptq

fp2δx, tq
¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨

fppN ´ 1qδx, tq

fpNδx, tq `
1

δ2x
g2ptq

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

(4.43)

U0 “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

u0pδxq

u0p2δxq

¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨

u0ppN ´ 1qδxq

u0pNδxq

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

(4.44)

y

Uptq –

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

upδx, tq
up2δx, tq

¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨

uppN ´ 1qδx, tq
upNδx, tq

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

(4.45)

A continuación resolvemos esta ecuación diferencial en cada subdominio con un paso de tiempo δy,i
adaptado al comportamiento de la ecuación en el subdominio.

El sistema semi-discreto verifica un principio del máximo discreto. Si f ” 0, g1ptq, g2ptq ě 0, @t ą 0
y u0pxq ě 0 entonces Uptq ě 0.

La solución discreta verifica la estimación siguiente:

}Up.qj}8 ď
N ` 1 ´ j

N ` 1
}g1p.q}8 `

j

N ` 1
}g2p.q}8, 1 ď j ď N (4.46)

Con respecto al error obtenemos la misma estimación que en (4.39).
Vamos ahora a considerar la versión multidominios del algoritmo waveform Schwarz. La descom-

posición geométrica en m subdominions es de la forma QT,i “ pαiL, βiLq ˆ p0, T s para i “ 1, ¨ ¨ ¨ ,m
con α1 “ 0, βm “ 1 y αi`1 ď βi, i “ 1, ¨ ¨ ¨ ,m ´ 1.
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Fig. 3.1. Decomposition into N overlapping subdomains.

For any vector-valued function h(t) in L1(R+, Rn) we define

||h(·, ·)||1,1 := max
1<j<n

||h(j, ·)||1.

Theorem 2.8. The Schwarz iteration for the semidiscrete heat equation with two
subdomains converges in L1(R+, Rn) at the linear rate

||d2k+1(·, ·)||1,1 
✓
↵(1� �)

�(1� ↵)

◆k

||e0(b� a, ·)||1,

||e2k+1(·, ·)||1,1 
✓
↵(1� �)

�(1� ↵)

◆k

||d0(a, ·)||1.

Proof. By Corollary 2.6 we have

||d2k+1(·, ·)||1,1  ||e2k(b� a, ·)||1, ||e2k+1(·, ·)||1,1  ||d2k(a, ·)||1.

Using Lemma 2.7 the result follows.

3. Arbitrary number of subdomains. We generalize the two-subdomain case
described in section 2 to an arbitrary number of subdomains N . This leads to an
algorithm which can be run in parallel. Subdomains with even indices depend only
on subdomains with odd indices. Hence one can solve on all the even subdomains
in parallel in one sweep, and then on all the odd ones in the next one. Boundary
information is propagated in between sweeps.

Consider N subdomains ⌦i of ⌦, i = 1, . . . , N , where ⌦i = [↵iL, �iL] ⇥ [0,1)
and ↵1 = 0, �N = 1, and ↵i+1 < �i for i = 1, . . . , N � 1 so that all the subdomains
overlap, as in Figure 3.1. We assume also that �i  ↵i+2 for i = 1, . . . , N � 2 so
that domains which are not adjacent do not overlap. The solution u(x, t) of (2.1)
can be obtained as in the case of two subdomains by composing the solutions vi(x, t),
i = 1, . . . , N , which satisfy the equations

@vi
@t

= @2vi

@x2 + f(x, t), ↵iL < x < �iL, t > 0,

vi(↵iL, t) = vi�1(↵iL, t), t > 0,
vi(�iL, t) = vi+1(�iL, t), t > 0,

v(x, 0) = u0(x), ↵iL  x  �iL,

(3.1)

where we have introduced for convenience of notation the two functions v0 and vN+1

which are constant in x and satisfy the given boundary conditions, namely, v0(x, t) ⌘
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Figura 4.8: Descomposición multidominio con solapamiento

La solución upx, tq en QT sobre cada subdominio QT,i es igual a la solución uipx, tq de la ecuación:
$

&

%

Btuipx, tq ´ u2
i px, tq “ fpx, tq en QT,i

uipx, 0q “ u0pxq en rαiL, βiLs

uipαiL, tq “ ui´1pαiL, tq y uipβiL, tq “ ui`1pβiL, tq en p0, T s,
(4.47)

con u0p0, tq “ g1ptq y uN`1pL, tq “ g2ptq para t P p0, T s.
En consecuencia la iteración de Schwarz waveform puede enunciarse de la manera siguiente:

Algoritmo 4.0.1. (Algoritmo Waveform)

1) para l “ 1, ¨ ¨ ¨ ,m (número de subdominios)

a) para t “ ∆t, ¨ ¨ ¨ , T

inicializar u0i px, tq, x P BΩi X BΩj

fin de la iteración aq.

fin de la iteración 1q

2) Para k “ 1, ¨ ¨ ¨ , convergencia de la iteración Schwarz waveform

a) para l “ 1, ¨ ¨ ¨ ,m (número de subdominios)

para t “ ∆t, ¨ ¨ ¨ , T
$

&

%

Btu
k`1
l px, tq ´ uk`1

l

2
px, tq “ fpx, tq en QT,l

uk`1
l px, 0q “ u0pxq en rαlL, βlLs

uk`1
l pαlL, tq “ ull´1pαlL, tq y uk`1

l pβlL, tq “ uli`1pβlL, tq en p0, T s,

(4.48)

fin de la iteración en t

para t “ ∆t, ¨ ¨ ¨ , T

Transmisión de datos frontera de cada uk`1
l px, tq

fin de la iteración en t

fin de la iteración en l

fin de la iteración en k

Cada problema i “ 1, ¨ ¨ ¨ ,m es resuelto con una discretización en tiempo adaptada, y eventual-
mente diferente al subdominio vecino.

El cálculo del error no es similar al caso de dos subdominios, pero un poco más complicado, ver al
art́ıculo de Gander y Stuart [8]
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Figura 4.9: Descripción del algoritmo waveform multidominio

Ejemplo numérico

Consideramos en este párrafo la ecuación de Chipot-Weissler

$

&

%

utpx, tq ´ ∆upx, tq` | ∇upx, tq |q“| upx, tq |p in QT ,
upx, tq “ 0 on ΣT ,
upx, 0q “ u0pxq ě 0 on Ω

Suponemos que p “ 2, q “ 1,3. En este caso Chipot-Weissler [2] demostraron que la solución explota
en tiempo finito, es decir existe unicamente en un intervalo de tiempo p0, Tmaxq donde Tmax ă 8, y
limtÑTmax}u}8 “ 8. Consideramos la condición inicial u0 “ 103 sinpπxq, f “ 0. Fijamos a priori el
número de subdominios a m “ 3. El paso de tiempo es fijado a τ1 “ τ3 “ 1.e´5 en los dominios dos y
tres y τ2 “ 0,5e´5 en el dominio dos. El resultado calculado al tiempo Tmax “ 1.e3.

Figura 4.10: Solución numérica



Caṕıtulo 5

Apéndice

5.1. Condicionamiento de sistemas lineales

5.1.1. Introducción

El condicionamiento de una matriz es una noción que permite de estudiar la sensibilidad de un
sistema lineal a la perturbación de los datos. Más claramente la pregunta es: cuál será el error cometido
cuando se resuelve un sistema lineal a causa del redondeo de los datos, por ejemplo en la representación
de los reales o en el cálculo numérico de coeficientes de la matriz o del segundo miembro.

Dado un sistema lineal:
Au “ b (5.1)

Queremos estimar el error δu tal que:

pA ` δAqpu ` δuq “ b ` δb (5.2)

en fonción de las perturbaciones δA y δb.
Asuminos en el resto de la sección que A P MnpRq es una matriz cuadrada con n ˆ n coeficientes

reales y una matriz invertible.

5.1.2. Norma de una matriz

Consideramos aqúı las normas matriciales inducidas por una norma vectorial definida sobre Rn .
Ejemplos de normas vectoriales sobre Rn,

}x}1 “ |x1| ` |x2| ` ¨ ¨ ¨ ` |x2|

}x}2 “
a

řn
i“1 |xi|

}x}8 “ maxt|x1|, |x2|, ¨ ¨ ¨ , |x2|u.

Definición 5.1.1. Llamamos norma matricial inducida de A P MnpRq el número:

~A~ “ supt}Ax};x P Rn, }x} “ 1u. (5.3)

En realidad el supremo es un máximo pues, el conjunto C “ t}x} “ 1u es un conjunto compacto,
la aplicación x Ñ Ax es una función continua, entonces el supremo es realizado en un xA P C tal que
~A~ “ }AxA}, es decir que el supremo es un máximo alcanzado en el conjunto.

Es inmediato demostrar que A Ñ ~A~ (ejercicio) es una norma matricial. Es decir:

73
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a) ~A~ ě 0 @A P MnpRq

b) ~A~ “ 0 ðñ A “ 0̄

~kA~ “ |k|~A~.

~A ` B~ ď ~A~ ` ~B~.

~AB~ ď ~A~~B~.

La definición (5.3) es equivalente a la definición siguiente:

~A~ “ maxt
}Ax}

}x}
;x P Rn

zt0uu. (5.4)

demostración en ejercicio.

Definición 5.1.2. Sea A P MnpRq una matriz invertible. Llamamos radio espectral de la matriz A el
número ρpAq “ maxt|λ|;λ P C, λ valor proprio de Au.

Ejemplos de normas inducidas:

La norma matricial inducida por la norma vectorial infinito es:

~A~8 “ máx
iPt1,2,¨¨¨ ,nu

n
ÿ

j“1

|aij|

La norma matricial inducida por la norma vectorial una es:

~A~1 “ máx
jPt1,2,¨¨¨ ,nu

n
ÿ

i“1

|aij|

La norma matricial inducida por la norma vectorial euclidiana, 2, es:

~A~2 “ pρpAtAqq
1
2

en particular, si A es simétrica,
~A~2 “ ρpAq

Teorema 5.1.1. Sea ~.~ una norma inducida. Entonces:

ρpAq ď ~A~, para todoA P MnpRq (5.5)

Sea A P MnpRq y ϵ ą 0, entonces existe una norma sobre Rn que depende de A y ϵ tal que la
norma inducida sobre MnpRq, llamada ~A~A,ϵ que verifica ~A~A,ϵ ď ρpAq ` ϵ

Demonstración, ver [17].

Teorema 5.1.2. Sea B una matriz de MNpRq. Las siguientes proposiciones son equivalentes:

1 ĺımkÑ`8 B
k “ 0.

2 ĺımkÑ`8 B
kX “ 0.

3 ρpBq ă 1.

4 Existe una norma inducida tal que ~B~ ă 1
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Ejemplo:
Sea la matriz de dimensión n ˆ n con coeficientes reales o complejos, tridiagonal:

A “

»

—

—

—

—

–

a b
c a b

c a b

c a

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

(5.6)

Notamos λ un valor propio de A y v “ pv1, v1, ¨ ¨ ¨ , vnqt el vector propio asociado. Entonces:

Av “ λv (5.7)

Más precisamente:

pa ´ Λqv1 ` bv2 “0

cv1 ` pa ´ λqv2 ` bv3 “0

¨ ¨ ¨ “0

cvj´1 ` pa ´ λqvj ` bvj`1 “0 (5.8)

¨ ¨ ¨ “0

cvN´1 ` pa ´ λqvN “0

definiendo v0 “ vN`1 “ 0 podemos rescribir las ecuaciones (5.8) como la recurrencia:

cvj´1 ` pa ´ λqvj ` bvj`1 “ 0, i “ 1, ¨ ¨ ¨ , N (5.9)

La solución de la recurrencia (5.9) es de la forma:

vj “ Bmj
1 ` Cmj

2 (5.10)

con m1 y m2 solución de la ecuación de segundo orden siguiente:

c ` pa ´ λqm ` bm2
“ 0 (5.11)

Pero v0 “ vN`1 “ 0 entonces:

B ` C “0 (5.12)

BmN`!
1 ` CmN`1

2 “0 (5.13)

y en consecuencia:
ˆ

m1

m2

˙N`1

“ 1 “ ei2sπ, s “ 1, ¨ ¨ ¨ , N (5.14)

que significa:
m1

m2

“ ei
2s

N`1
π (5.15)

Por otro lado;

m1m2 “
c

b
(5.16)

por eliminación en las ecuaciones (5.15) y (5.16) obtenemos que:

m1 “

´c

b

¯
1
2
ei

s
N`1

π (5.17)
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y

m2 “

´c

b

¯
1
2
e´i s

N`1
π (5.18)

de (5.11) obtenemos que:
m1 ` m2 “ pλ ´ aq{b (5.19)

y en consecuencia:

λ “a ` b
´c

b

¯
1
2

pei
s

N`1
π

` e´i s
N`1 q (5.20)

“a ` 2b
´c

b

¯
1
2
cos

s

N ` 1
π “ a ` 2 pbcq

1
2 cos

s

N ` 1
π, s “ 1, ¨ ¨ ¨ , N (5.21)

Los coeficientes de los vectores propios vs anotados vs,j se pueden explicitar a partir de (5.10), (5.12),
(5.17) y (5.18) :

vs,j “ Bmj
1 ´ Bmj

2 “B
´c

b

¯
1
2
j

pei
js

N`1
π

` e´i js
N`1 q (5.22)

“2iB
´c

b

¯
1
2
j

sin
js

N ` 1
π, j “ 1, ¨ ¨ ¨ , N, s “ 1, ¨ ¨ ¨ , N (5.23)

Es inmediato que m1 ‰ m2 pues sino vs,j “ pB ´ Bqmj
1 “ 0 para todo j y entonces el vector propio

vs “ 0̄, lo que es absurdo.
Si ahora consideramos una discretización por diferencias finitas del problema:

´u2
pxq “fpxq, si pxq P Ω “ p0, 1q (5.24)

up0q “up1q “ 0 (5.25)

Si se implementa una discretización uniforme en N ` 1 nodos de r1, 1s, sea h “ 1{pN ` 1q. La
aproximación discreta del problema (5.28) nos da el sistema lineal siguiente:

»

—

—

—

—

–

2 ´1
´1 2 ´1

´1 2 ´1

´1 2

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

»

—

—

—

—

–

u1
u2
u3
. . .
uN

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

“

»

—

—

—

—

–

h2fpx1q
h2fpx2q
h2fpx3q
. . .

h2fpxNq

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

(5.26)

Los valores propios se deducen (5.20) cuando a “ 2 y b “ c “ ´1.

λs “ 2p1 ´ cosp
s

h
πqq. (5.27)

En el caso N “ 10 se obtienen los valores propios siguientes:

σpAq “ t0,0810, 0,3175, 0,6903, 1,1692, 1,7154, 2,2846, 2,8308, 3,3097, 3,6825, 3,9190u

y entonces el radio espectral es ρpAq “ 3,9190 que es a priori la norma 2 de la matriz A.
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Figura 5.1: Evolución del valor propio máximo en funcion de N, 1d.

Si ahora consideremos un problema similar en dos dimensiones:

´∆px, yq “fpx, yq, si px, yq P Ω “ p0, 1q ˆ p0, 1q (5.28)

upx, yq “0, si px, yq P BΩ (5.29)

Una discretización por diferencias finitas uniforme en N ` 1 nodos en las dos direcciones, sea h “

1{pN ` 1q. La aproximación discreta del problema (5.28) nos da la matriz siguiente:

Am “

»

—

—

—

—

–

Tm ´I 0 0
´I Tm ´I 0
0 ´I Tm ´1 0
0 ¨ ¨ ¨ 0
0 ´I Tm

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

(5.30)

con Tm la matriz N ˆ N ;

Tm “

»

—

—

—

—

–

m ´1
´1 m ´1

´1 m ´1

´1 m

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

(5.31)

Con m “ 4 obtenemos la matriz de discretización del Laplaciano en un cuadrado con el esquema a
cinco puntos clásico.
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Figura 5.2: Evolución del valor propio máximo en función de N, 1d.

En este particular caso el sistema linear asociado a la discretizacion de (5.28) es el siguiente:

»

—

—

—

—

–

T4 ´I 0 0
´I T4 ´I 0
0 ´I T4 ´I 0
0 ¨ ¨ ¨ 0
0 ´I T4

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

»

—

—

—

—

–

u1,1
. . .
. . .
. . .
uN,N

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

“

»

—

—

—

—

–

h2fpx1, y1q
. . .
. . .
. . .

h2fpxN , yNq

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

(5.32)

Los valores propios de la matriz Am son reales (la matriz es simétrica) y toman los valores siguientes:

λp,q “ m ´ 2 cosp
p

N ` 1
πq ´ 2 cosp

q

N ` 1
πq, 1 ď p, q ď N. (5.33)

En el caso del laplaciano en dos dimensiones, es decir con m “ 4 obtenemos:

λp,q “ 4 sin2
p

p

N ` 1
πq ` 4 sin2

p
q

N ` 1
πq. (5.34)
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Figura 5.3: Evolución del valor propio mı́nimo en función de N, 1d.

5.1.3. Condicionamiento de un sistema lineal

Como es señalado en la introducción de la sección buscamos calcular el error a priori, producido
cuando resolvemos numéricamente un sistema lineal:

Au “ b (5.35)

Queremos estimar el error δu tal que:

pA ` δAqpu ` δuq “ b ` δb (5.36)

en función des perturbaciones δA y δb.
Asuminos en el resto de la sección que A P MnpRq es une matriz quadrada n ˆ n con coeficientes

reales y una matriz invertible.

Definición 5.1.3. Sea A P MnpRq una matriz invertible y ~.~ una norma inducida definida sobre
A P MnpRq. Llamamos condicionamiento de A al número real positivo, condpAq:

condpAq “ ~A~~A´1
~. (5.37)

Esta cantidad tiene algunas propriedades evidentes:

condpAq ě 1.

si α P Rt0u, condpαAq “ condpAq.

si A et B son dos matrices invertibles condpABq ď condpAqcondpBq.
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Figura 5.4: Evolución del valor propio mı́nimo en función de N, 1d.
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Figura 5.5: Evolución del valor propio máximo en función de N, 2D.

Notamos condipAq el condicionamiento de la matriz A con respecto a la norma inducida i, en
particular cond2pAq es el condicionamiento de la matriz A con respecto a la norma matricial inducida
por la norma euclidiana en Rn.
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Figura 5.6: Evolución del valor propio máximo en función de N, 2D.

Para el condicionamiento cond2pAq se pueden demostrar las propiedades siguientes:

Si A es una matriz simétrica definida positiva:

cond2pAq “

c

λmax

λmin

(5.38)

donde λmax es el mayor valor propio de A y λmin es el menor valor proprio de A.

Si A es simplemente una matriz invertible, definimos σmax el mayor valor propio de la matriz
AtA y σmin el menor valor propio, se los llama valores singulares de A. Entonces:

cond2pAq “

c

σmax

σmin

. (5.39)

Si A y B son dos matrices definidas positivas:

cond2pA ` Bq ď cond2pAq ` cond2pBq. (5.40)

Con estas herramientas podemos ahora dar algunas estimaciones del error cometido cuando resolvemos
(5.35).

Proposición 5.1.1. Sea A P MnpRq una matriz invertible y ~.~ una norma inducida definida sobre
A P MnpRq. Sea b P Rn, b ‰ 0 y δb P Rn. Si u es solución de (5.35) y u ` δu es solución de:

Apu ` δuq “ pb ` δbq, (5.41)

entonces
}δu}

}u}
ď condpAq

}δb}

}b}
. (5.42)
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Figura 5.7: Evolución del valor propio mı́nimo en función de N, 2D.

Demostración 5.1.1. Como u es solución de (5.35) y u ` δu verifica Apu ` δuq “ pb ` δbq obtenemos:

Aδu “ δb, (5.43)

entonces:
}δu} ď ~A´1

~}δb}. (5.44)

De la ecuación (5.35) se obtiene que
}b} ď ~A~}u}, (5.45)

deducimos que:
1

}u}
ď

~A~

}b}
. (5.46)

multiplicando (5.44) por (5.46) de cada lado de la desigualdad obtenemos aśı:

}δu}

}u}
ď condpAq

}δb}

}b}
. (5.47)

La estimación de error es optimal en el sentido que existe un segundo miembro b y un error δb para
los cuales obtenemos la igualdad. La primera constatación es que si u es solución de (5.35) y u ` δu
verifica Apu ` δuq “ pb ` δbq entonces:

δu “ A´1δb, y entonces }δu} “ }A´1δb} (5.48)

Hemos señalado que existe u0 tal que }u0} “ 1 y ~A~ “ }Au0}. Obtenemos que:

}δu0}

}u0}
“ }A´1δb}

~A~

}Au0}
(5.49)

Elegimos ahora b “ Au0 y entonces }b} “ ~A~ y:
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Figura 5.8: Evolución del valor propio mı́nimo en función de N, 2D.

}δu0}

}u0}
“ }A´1δb}

~A~

}b}
(5.50)

Por la definición de norma inducida existe v P Rn tal que }v} “ 1 y ~A´1~ “ }A´1v}. Elejimos
ahora δb “ v. En consecuencia:

}δu0} “ }A´1δb} “ }A´1v} “ ~A´1
~ “ }δb}~A´1

~. (5.51)

Deducimos que:
}δu0}

}u0}
“ }δu0} “ }δb}~A´1

~
~A~

}b}
. (5.52)

Es decir que de la elección hecha de b y δv obtenemos la igualdad.
Vamos ahora a considerar el caso donde es la matriz A la que es perturbada por una matriz δA.

Proposición 5.1.2. Sea A P MnpRq una matriz invertible y ~.~ una norma inducida definida sobre
A P MnpRq. Sea b P Rn, b ‰ 0. Sea δA P MnpRq tal que A ` δA es una matriz invertible. Si u es
solución de (5.35) y u ` δu es solución de:

pA ` δAqpu ` δuq “ b (5.53)

entonces
}δu}

}u ` δu}
ď condpAq

~δA~

~A~
. (5.54)

Demostración 5.1.2. Haciendo la diferencia entre el sistema lineal original y el sistema lineal pertur-
bado se obtiene:

Aδu “ ´δApu ` δuq (5.55)

y entonces:
δu “ ´A´1

pδApu ` δuqq. (5.56)
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Deducimos que }δu} ď ~A´1~~δA~}u`δu} , multiplicando y dividiendo por ~A~ obtenemos el resultado
esperado.

Podemos ahora concluir sobre las estimaciones de error teóricas con el teorema siguiente:

Teorema 5.1.3. Sea A P MnpRq una matriz invertible y ~.~ una norma inducida definida sobre A P

MnpRq. Sea b P Rn, b ‰ 0. Sea δA P MnpRq y δb P Rn. Se supone que ~δA~ ă 1
~A´1~

. Entonces la

matriz A ` δA es invertible. Si u es solución de (5.35) y u ` δu es solución de (5.2) entonces:

}δu}

}u}
ď

condpAq

1 ´ ~A´1~~δA~
p
}δb}

}b}
`

~δA~

~A~
q (5.57)

Demostración 5.1.3. La matriz A ` δA “ ApId ` Bq con B “ A´1δA.
La norma ~B~ ă 1 por hipótesis entonces la matriz Id ` B es invertible y su inversa se puede

desarrollar en serie de Neumann:

pId ` Bq
´1

“

8
ÿ

n“0

p´1q
nBn (5.58)

Esto implica que:

~pId ` Bq
´1

~ ď

8
ÿ

n“0

~B~
n

“
1

1 ´ ~B~
ď

1

1 ´ ~A´1~~δA~
. (5.59)

Deducimos que A ` δA es invertible pues pA ` δAq´1 “ pId ` Bq´1A´1.
Por otro lado Au “ b, entonces:

δu “ pA ` δAq
´1

pδb ´ δAuq, (5.60)

deducimos que:

}δu} ď
~A´1~

1 ´ ~A´1~~δA~
p}δb} ` ~δA~}u}q. (5.61)

Multiplicando y dividiendo por ~A~ y dividiendo por }u} obtenemos:

}δu}

}u}
ď

~A´1~~A~

1 ´ ~A´1~~δA~
p

}δb}

~A~}u}
`

~δA~

~A~
q (5.62)

Pero Au “ b y }b} ď ~A~}u}, deducimos que:

}δu}

}u}
ď

condpAq

1 ´ ~A´1~~δA~
p
}δb}

}b}
`

~δA~

~A~
q (5.63)

Por ejemplo: Si consideramos el caso de la matriz del sistema lineal asociado a la discretización
del problema (5.24) el número de condicionamiento euclidiano es del orden de N2. Efectivamente si
h “ 1

N`1
obtenemos que:

cond2pAq “
λN
λ1

“
2p1 ´ cosp N

N`1
πqq

2p1 ´ cosp 1
N`1

πqq
. (5.64)

Cuando N Ñ 8, es decir cuando h Ñ 0, observamos que:

λN Ñ 4 (5.65)
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y
1

h2
λ1 Ñ π2 (5.66)

pues
1

h2
λi “

2

h2
p1 ´ 1 `

i2h2π2

2
` oph4qq. (5.67)

Entonces h2cond2pAq Ñ 4
π2 cuando h Ñ 0. Es decir cond2pAq Ñ 8 cuando h Ñ 0.

Si suponemos que δA “ 0̄, N “ 10 el condicionamiento de la matriz es aproximadamente 100, es
decir:

}δu}

}u}
ď 100

}δb}

}b}
(5.68)

un error de 1% en el segundo miembro b implica un error de 100% en la aproximación de la solución.
En la realidad le estimación del error es muy pesimista y grosera, mismo si es óptima, en particular
en el caso de la resolución de sistemas lineales asociados a la discretización de ecuaciones a derivadas
parciales.

En las figuras 5.9 y 5.11 podemos verificar el comportamiento del número de condicionamiento con
respecto a la evolución de la dimensión N .
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Figura 5.9: Evolución de cond2pAq en función de N , 1d.
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Figura 5.10: Evolución de h2 ˚ cond2pAq en función de N , una dimensión.

En las figuras 5.10 y 5.12 vemos la evolución de h2cond2pAq. Aparece evidente que converge a una
constante, caracterizando el comportamiento del orden de h2 del condicionamiento de la matriz de
discretización del operador de derivadas segundas multiplicado por h2.

En el caso de dos dimensiones de espacio los resultados son similares:
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0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
 100  N  10000

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5 107

razon lmax/lmin

Figura 5.11: Evolución de cond2pAq en función de N , una dimensión.

5.1.4. Condicionamiento y descomposición de dominios

Parece evidente que al menos en el caso de un operador eĺıptico el condicionamiento de la matriz
asociada a una discretización depende de la dimensión de la matriz. La descomposición de dominios
aporta una solución a este problema, pues las matrices de discretización en cada subdominio son
de dimensiones bien inferiores a la dimensión original. Si consideramos el ejemplo en una dimensión
observamos que el cond2pAq es de 3,4373e ` 03. Si consideramos una resolución usando el método de
Schwarz con dos subdominios el condicionamiento de la matriz correspondiente a la discretizacón de
la ecuación diferencial en cada subdominio es del orden de 1e ` 03.

5.2. Precondicionadores

El principio del precondicionamiento de un sistema lineal Au “ b consiste en remplazarlo por un
sistema lineal equivalente (misma solución):

C´1Au “ C´1b. (5.69)

La matriz precondionadora C es elegida con el objetivo de que 1 ď condpC´1Aq ! condpAq. Teórica-
mente la elección óptima es C´1 “ A´1. En la práctica se trata de obtener una matriz C´1 próxima
de A´1 simple a calcular, poco costosa en el sentido de complexidad algoŕıtmica.

Existen un número importante de métodos de cálculo de precondicionadores, en particular técnicas
derivadas de los métodos de Gauss y Cholesky de resolución de sistema lineales. Esas técnicas son las
factorizaciones incompletas, ver([17]). En este documento vamos a introducir precondicionadores para
matrices simétricas definidas positivas.
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Figura 5.12: Evolución de h2 ˚ cond2pAq en función de N , una dimensión.
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Figura 5.13: Evolución de cond2pAq en función de N , dos dimensiones.

5.2.1. El precondicionador SSOR d’Evans

Si A es una matriz simétrica definida positiva, podemos descomponerla de la manera siguiente:

A “ D ´ L ´ Lt. (5.70)

donde D es la matriz diagonal pDqi,i “ ai,i, para i “ 1 : N y pDqi,j “ 0, para i ‰ j, i “ 1 : N ; j “ 1 :
N .
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Figura 5.14: Evolución de h2 ˚ cond2pAq en función de N , 2d.

La matriz L es estrictamente triangular inferior y es igual a p´Lqi,j “ ai,j, para i ą j y p´Lqi,j “

0, para i ď j.
En los métodos iterativos para resolver sistemas lineales, la solución se puede ver como el ĺımite

de la recurrencia:
uk`1 “ Guk ` f, (5.71)

con G una matriz que caracteriza los diversos métodos:

G “ I ´ D´1A para el método de Jacobi.

G “ I ´ pD ´ Lq´1A, para el método de Gauss Seidel.

La iteración uk`1 “ Guk ` f puede verse como una resolución del sistema lineal:

pI ´ Gqu “ g. (5.72)

donde G “ I ´ C´1A, lo que produce la solución del sistema precondicionado:

C´1Au “ C´1b. (5.73)

Aśı tenemos que los precondicionadores correspondientes:

C “ D para la iteración de Jacobi.

C “ D ´ L para el método de Gaus Seidel.

C “ 1
ω

pD ´ ωLq, para el método de SOR (Succesive Overrelaxation Method).

C “ 1
ωp2´ωq

pD´ωLqD´1pD´ωLqt, para el método de SSOR (Symetric Succesive Overrelaxation

Method).
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donde el parámetro ω P p0, 2q . Que el valor del parámetro pertenezca al intervalo s0, 2r está determi-
nado por la convergencia del método considerado.

Precisamente es evidente que:

}uk`1 ´ u} ď ~G~}uk ´ u} ď ~G~
k`1

}u0 ´ u} (5.74)

es decir, el método convergerá si ~G~ ă 1. Debemos determinar ω de tal manera que el radio espectral
deG sea inferior a 1. Para cada problema y método existe un ω‹ óptimo que debe pertenecer al intervalo
p0, 2q, pero en general con ω “ 1 se obtienen buenos resultados.

Se observa que, en todos los casos, el precondicionador C se obtiene sin efectuar ningún cálculo.
En el caso de precondicionador SSOR, como la matriz diagonalD es estrictamente definida positiva,

podemos definir D1{2 de la manera siguiente: pD1{2qi,i “ a
1{2
i,i . Entonces podemos descomponer el

precondicionador SSOR :

C “ TT t, donde T “
pD ´ ωLqD1{2

pωp2 ´ ωqq1{2
. (5.75)

La matriz C es invertible pues detpCq “ 1
ω2N Π

N
i“1ai,i ‰ 0.

En la práctica se remplaza la solución del problema original por:

D´1Au “ D´1b. (5.76)

Entonces el precondionador SSOR se define de la manera siguiente:

C “
1

ωp2 ´ ωq
pI ´ ωD´1LqpI ´ ωD´1Lq

t. (5.77)

Entonces la solución del sistema Cp “ r se calcula en dos etapas:

Calcular y tal que pI ´ ωD´1Lqy “ r por un algoritmo de descenso (el sistema es triangular
inferior).

Calcular p solución de pI ´ ωD´1Lqtp “ y por un algoritmo de subida (el sistema es triangular
superior).

En el caso de la discretización del laplaciano en un cuadrado, si ω es el ω óptimo se puede demostrar
que cond2pC

´1Aq “ OpNq cuando cond2pAq “ OpN2q.

5.2.2. El algoritmo de Richardson

Sea A P MNpRq invertible y b P RN . La solución del sistema lineal:

Ax “ b, (5.78)

la notaremos x‹ y x‹ “ A´1b.
El método de Richardson a paso fijo α P R consiste en construir una secuencia xk, k P N tal que

cada iteración se obtiene gracias a la recurrencia siguiente:

#

x0 P RN iteración inicial

xk`1
“xk ` αpb ´ Axkq

(5.79)

Notaciones:

el résiduo a la iteración k es definido por rk “ b ´ Ak.
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el error a la iteración k está definido por ek “ x‹ ´ xk.

es evidente que rk “ Aek.
La convergencia de este método es una consecuencia de la teoŕıa del punto fijo.

Proposición 5.2.1. La secuencia xk, k P N verifica: ek “ pI ´αAqke0, @k P N. Converge a x‹ para todo
dato inicial x0 P RN si y solamente si:

ρpI ´ αAq ă 1. (5.80)

Más aún:

ĺım
kÑ`8

p
}ek}

}e0}
q
1{k

ď ĺım
kÑ`8

}pI ´ αAq
k
}
1{k

“ ρpI ´ αAq (5.81)

Demostración 5.2.1.

ek`1
“x‹

´ xk`1

“x‹
´ xk ´ αpb ´ Axkq

“ek ´ αpAx‹
´ Axkq

“ek ´ αAek

“pI ´ αAqek

“pI ´ αAq
ke0.

Pero tenemos la equivalencia siguiente en (5.1.2) B P MNpRq es tal que ĺımkÑ`8 B
kx “ 0 si y

solamente si ρpBq ă 1
En consecuencia, concluimos que la secuencia converge si y solamente si ρpI ´ αAq ă 1.

Más aún:
}ek`1

} ď ~I ´ αA~}ek} (5.82)

y
}ek`1

} ď ~I ´ αA~
k
}e0} (5.83)

entonces

ĺım
kÑ`8

p
}ek}

}e0}
q
1{k

ď ĺım
kÑ`8

}pI ´ αAq
k
}
1{k (5.84)

pero tenemos las equivalencias de (5.1.2) y entonces la convergencia de la secuencia es equivalente a
que ρpI ´ αAq ă 1.

En el caso de las matrices definidas positivas se puede determinar un α óptimo. Supongamos que
0 ă λ1 ď λ2 ď ¨ ¨ ¨ ď λN son los valores propios de la matriz A.

Proposición 5.2.2. El valor optimal de α, que minimiza ρpI ´ αAq, es dado por:

αopt “
2

λ1 ` λ2
(5.85)

y se obtiene:

ρpI ´ αoptAq “
λN ´ λ1
λ1 ` λN

“
cond2pAq ´ 1

cond2pAq ` 1
ă 1. (5.86)
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Demostración 5.2.2.

ρpI ´ αAq “ máx
i“1,¨¨¨ ,N

p|1 ´ αλi|q “ máxp|1 ´ αλ1|, |1 ´ αλN |q, (5.87)

entonces el α optimal es solución de:

αopt “ argminαPRmaxp|1 ´ αλ1|, |1 ´ αλN |q (5.88)

obtenemos que: αopt “ 2
λ1`λ2

y en consecuencia:

ρpI ´ αoptAq “
λN ´ λ1
λ1 ` λN

“
cond2pAq ´ 1

cond2pAq ` 1
ă 1. (5.89)

Podemos aśı determinar un αopt óptimo y calcular el número de iteraciones necesarias para obtener
una convergencia con una precisión ϵ dada.

Si la matriz A es definida positiva, α “ αopt “ 2
λ1`λ2

. Si nos damos 1 " ϵ ą 0 vamos a poder estimar

el número de iteraciones k necesarios para que }ek}

}e0}
ď ϵ. Se puede demostrar que k ě

lnp1
ϵ
q

lnp
cond2pAq`1
cond2pAq´1

q
y

cuando el condicionamiento de A es grande k « p
cond2pAq

2
` Op1qqlnp1

ϵ
q.

Algoritmo de Richardson con precondicionador

Si introducimos un precondicionador C, se trata de resolver el sistema lineal:

C´1Ax “ C´1b, (5.90)

entonces el algoritmo de Richardson a paso fijo precondicionado es dado por:

#

x0 P RN dado,

xk`1
“xk ` αC´1

pb ´ Axkq, k P N
(5.91)

En la práctica se obtiene el algoritmo siguiente:

i) Dar x0 P RN , r0 “ b ´ Ax0, dar 1 " ϵ ą 0.

ii) Mientras que }rk} ě ϵ,

iii) resolver Cp “ rk,

iv) calcular xk`1 “ xk ` αp,

v) calcular rk`1 “ b ´ Axk`1 y ir a ii)

Si e0 “ x‹ ´ x0 es el error inicial, el error cometido a cada iteración ek es dado por:

ek “ pI ´ αC´1Aq
ke0, (5.92)

para todo k P N.
Entonces la secuencia xk converge para todo dato inicial x0 si y solamente si

ρpI ´ αC´1Aq ă 1 (5.93)
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5.3. Pseudo inversa de Moore-Penrose

La pseudo inversa de Moore-Penrose es una generalización de la inversa de matriz, mismo rectan-
gular. Existe para toda matriz y es única.

Sea A una matriz de dimensión m ˆ n con coeficientes en R, admite una pseudo inversa A: de
dimensión n ˆ m con coeficientes en R que es única. Se la puede caracterizar de la manera siguiente:
una matriz G es igual a A: si:

1 AGA “ A

2 GAG “ G

3 pAGqt “ AG

4 pGAqt “ GA

Esta caracterización no es constructiva, pero permite verificar si una matriz A: es la pseudo inversa
de una matriz A dada.

Si la matriz A tiene sus ĺıneas linealmente independientes (es decir invertible a derecha) entonces:
A: “ AtpAAtq´1.

Si la matriz A tiene sus columnas linealmente independientes (es decir invertible a izquierda)
entonces: A: “ pAAtq´1At.

El método de descomposición QR puede ser utilizado para calcular una pseudo inversa de una
matriz A de dimensión nˆm con n ą m. Es decir calculamos una matriz Q unitaria (inversa igual a
la transpuesta conjugada, en los reales, ortogonal), y una matriz R triangular superior tal que A “ QR.

R “

„

R1

O

ȷ

(5.94)

Sea R1 una matriz m ˆ m. Entonces A: “ rR1O˚sQ˚, (B˚ es la transpuesta conjugada de B), O es
una matriz con todos los coeficientes nulos.

Consideremos el caso en que la dimensión de A es n ˆ n pero no invertible, pero de rango r.
Calculamos una descomposición de A “ QRU˚ donde , Q es una matriz unitaria de dimensión nˆ n,
U˚ es un matriz ortogonal de dimensión n ˆ n y R es una matriz de la forma:

R “

„

R1 O
O O

ȷ

(5.95)

donde R1 es una matriz r ˆ r.
Entonces

A:
“ U

„

R1
´1 O

O O

ȷ

Q˚ (5.96)

Un otro método para calcular la pseudo inversa es la utilización de la descomposición en valores
singulares SVD.

Una matriz A de dimensión n ˆ m de rango r ď n admite una factorización:

A “ UDV ˚ (5.97)

Donde:

U P Cnˆn y V P Cmˆm son dos matrices unitarias.
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D es una matriz diagonal de la forma:

D “

„

S O
O O

ȷ

(5.98)

donde S es una matriz diagonal con los valores singulares de A, es decir la ráız cuadrada de los
valores propios de A˚A.

Entonces:
A:

“ V D:U (5.99)

donde:

D:
“

„

S´1 O
O O

ȷ˚

(5.100)

5.4. Gradiente Proyectado

Si consideramos el problema de optimización numérica: calcular u P RN tal que:

Jpuq “ mı́n
vPC

Jpvq (5.101)

donde J : RN Ñ R es una función estrictamente convexa, diferenciable y C Ă RN es un conjunto
convexo.

El algoritmo del gradiente proyectado para calcular u solución del problema de minimización
(5.101) es una variación del método del gradiente.

Algoritmo 5.4.1. 1) Inicialización: ϵ ą 0, τ ą 0, k “ 0, elegimos v0 P RN y ρ0 P R˚
`.

2) Iteración en k: para k “ 1, ¨ ¨ ¨ hasta la convergencia:

a) verificación de la convergencia
}vk ´ vk´1}

}v0}
ď ϵ (5.102)

o
}Jpvkq ´ Jpvk´1q}

}Jpv0q}
ď τ (5.103)

b) Cálculo de ∇Jpvk´1q

c) Calcular ρk argumento mı́nimo de la función:

φpρq “ Jpxk´1
´ ρJpvk´1

qq (5.104)

con la restriccón ρ ą 0.

d) Calcular xk “ PCpxk´1 ´ ρkJpvk´1qq, donde PC designa la proyección ortogonal sobre C

En el caso donde la restricción es de igualdad, es decir:

C “ tv P RN : tal que Gv “ bu (5.105)

entonces:
P “ IN ´ Gt

pGGt
q

´1G. (5.106)
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5.5. Reconexión de espacios de Sobolev

Teorema 5.5.1. Sea Ω Ă Rd un abierto acotado de borde Lipschitz y Ω1, Ω2 dos abiertos de borde
Lipschitz, subconjuntos de Ω tales que:

Ω1 Y Ω2 “ Ω (5.107)

Ω1 X Ω2 “ ϕ (5.108)

Sea Γ “ BΩ1 X BΩ2. Sean u1 P H1
0 pΩ1q, u2 P H1

0 pΩ2q tales que:

u1 “ u2 en Γ (5.109)

entonces la función definida por

u “

#

u1, en Ω1

u2, en Ω2

(5.110)

Demostración 5.5.1. u P L2pΩq es evidente pues u1 P L2pΩ1q y u2 P L2pΩ2q. Queda demostrar que
Bu

Bxi
P L2pΩq, i “ 1, ¨ ¨ ¨ , d. Sea φ P DpΩq una distribución, entonces:

x
Bu

Bxi
, φy “ ´xu,

Bφ

Bxi
y (5.111)

“ ´

ż

Ω1

u1
Bφ

Bxi
dx ´

ż

Ω2

u2
Bφ

Bxi
dx (5.112)

Pero φ P H1
0 pΩq y φ P H1

0 pΩkq, k “ 1, 2, usando la fórmula de Green y que φ “ 0 en BΩ :
ż

Ωk

uk
Bφ

Bxi
dx “ ´

ż

Ωk

φ
Buki

Bxi
dx `

ż

Γ

ukφn
k
i dγ (5.113)

donde nk
i es la coordenada i de la normal exterior nk al dominio Ωk.

Sumando para k “ 1, 2 la igualdad (5.113) y considerando n2 “ ´n1 sobre Γ.

x
Bu

Bxi
, φy “

ż

Ω1

Bu1
Bxi

φdx `

ż

Ω2

Bu2
Bxi

φdx (5.114)

´

ż

Γ

pu1 ´ u2qφn
1
i dΓ (5.115)

Pero u1 “ u2 en Γ y resulta que:

Bu

Bxi
“

$

’

’

&

’

’

%

Bu1
Bxi

, en Ω1

Bu2
Bxi

, en Ω2

(5.116)

Como
Buk
Bxi

, k “ 1, 2, i “ 1, ¨ ¨ ¨ , d pertenece a L2pΩkq.

5.6. Fórmula de Green

Sea Ω un abierto acotado, de frontera Lipschitz, entonces @u, v P H1pΩq tenemos que:

ż

Ω

"

B u

B xi
v ` u

B v

B xi

*

dx “

ż

Γ

u|Γ v|ΓnidΓ, @ i “ 1, ¨ ¨ ¨ , n
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donde ni es la coordenada i de la normal a la frontera n.
Corolario Si u P H2pΩq y v P H1pΩq entonces:

ż

Ω

∆u v dx “ ´

n
ÿ

i“1

ż

Ω

B u

B xi

B v

B xi
dx `

ż

Γ

Bu

Bn |Γ

v|ΓdΓ.

y si u, v P H2pΩq
ż

Ω

p∆u v ´ u∆ vq dx “

ż

Γ

Bu

Bn |Γ

v|Γ ´ u|Γ

Bv

Bn |Γ

dΓ.
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5.7. Introducción al cálculo paralelo

5.7.1. Clasificación de la arquitecturas

Consideramos aqúı la clasificación dicha de Flynn de 1972.

Calculadoras secuenciales SISD (Single Instruction flow Single Data flow)

Son las calculadoras secuenciales clásicas.

B       U       S

MEMORIA UNIDAD DE
CONTROL

UNIDAD DE 
CALCULO

UNIDAD
I / O

Unidad que contiene los 
datos

Unidad que:
- lee las instrucciones
- calcula las direcciones
- asegura el desplazamiento 
de los datos
- hace ejecutar los calculos 
por la unidad de calculo

Figura 5.15: Arquitectura SISD.

Por ejemplo para calcular A “ B ` C efectuamos las operaciones siguientes:

i) lire B,

ii) lire C,

iii) realizar la operación B ` C,

iv) depositar el resultado en A.

Calculadoras SIMD (Single Instruction flow Multiple Data flow).

Permite efectuar simultáneamente la misma operación sobre datos diferentes. Pero estas arquitec-
turas presentas algunos problemas.

El tiempo de cebado de una serie de operaciones tiende a aumentar con el número de unidades
de cálculo.

La acceleración obtenida no es uniforme, el número de operaciones a efectuar no es siempre un
múltiplo del número de unidades de cálculo.

Incapacidad de realizar cálculos recursivos

do i “ 2, N

Xpiq “ 2 ˆ Xpi ´ 1q
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M     E     M     O     R     I     A

UNIDAD DE CONTROL UNIDAD DE CALCULO UNIDAD DE CALCULO

Figura 5.16: Arquitectura SIMD.

El acceso a la memoria. Es necesario que en la memoria se pueda acceder a varios datos en
paralelo. Una solución utilizada, es organizar la memoria en bancos.

X(1) X(2) X(3) X(4) X(5) X(6) X(7)

X(10) X(11) X(12) X(13) X(14)

UNIDAD DE
CONTROL

UNIDAD DE
CALCULO

UNIDAD DE
CALCULO

UNIDAD DE
CALCULO

UNIDAD DE
CALCULO

M      E      M      O      R      I       A

B    U     S

Figura 5.17: Pipeline.

Arquitectura MIMD (Multiple Instruction flow Multiple Data flow).

5.7.2. Caracterización del rendimiento de una calculadora paralela

Dos parámetros esperimentales

n1{2 medida de media eficiencia.

r8 velocidad asintótica.
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PROCESADOR
MAESTRO

MEMORIA
COMPARTIDA

UNIDAD DE
CALCULO

UNIDAD DE
CALCULO

UNIDAD DE
CALCULO

UNIDAD DE
CALCULO

Figura 5.18: Architectura MIMD.

PPProcesador

Memoria

PPProcesador

Memoria

PPProcesador

Memoria

PPProcesador

Memoria

PPProcesador

Memoria

PPProcesador

Memoria

Figura 5.19: Architectura MIMD, memoria distribuida.

Programa test:

DO 3 i “ 1, N

V 3piq “ V 1piq ˆ V 2pIq

END

Velocidad asintótica

r8 es la velocidad máxima espresada en términos de Mflops para N grande. Mflops“ 106 opera-
ciones flotantes por segundo.

La velocidad asintótica depende del peŕıodo del reloj, del número de unidades de cálculo y del flujo
máximo de la memoria

n1{2 es el valor de N para el cual la velocidad medida es igual a la mitad de la velocidad asintótica,
(expresa la tasa de paralelismo de la arquitectura).
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El tiempo de ejecución T de (??) es una función af́ın de N ,

T “ d ` aN

donde d es el tiempo de cebado, a la pendiente y N el nombre de iteraciones. Entonces r8 “ 1{a
y n1{2 “ d{a. Si la computadora es del tipo SIMD con p procesadores, τ el tiempo necesario para

N

d

- n1/2

T

Figura 5.20: Tiempo de cálculo en función de N .

calcular una serie de p operaciones en paralelo, entonces:

T “ d ` τpN{pq ` rτ

N

T

p 2 p 3 p- n1/2

d+𝜏

curva media
pendiente  𝜏/p 

Figura 5.21: Tiempo de cálculo en función de N , caso de p procesadores.

Speedup

Speedup “
Tiempo con un solo procesador

Tiempo con p procesadores
(5.117)
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5.8. Introducción a la interfaz MPI (Message Passing Interface)

El modelo por pasaje de mensajes es un modelo de programación que puede ser utilizado con
conjunto de procesadores que disponen de una memoria local y que comunican el pasaje de mensajes,
es decir enviando y recibiendo mensajes, una referencia [9].

U. C.

MEMORIA

U. C.

MEMORIA

U. C.

MEMORIA

U. C.

MEMORIA

U. C.

MEMORIA

U. C.

MEMORIA

U. C.

MEMORIA

U. C.

MEMORIA

Figura 5.22: Message Passing Interface.

Ventajas del modelo MPI

El modelo por pasaje de mensajes se acomoda de un conjunto de procesadores no homogéneos
conectados por una red de comunicaciones. Soporta algoritmos diversos con cargas no homogéneas
sobre cada procesador.

La mayor parte de los errores de programación proviene de la mala gestión de la locación de la
memoria.

El rendimiento es mejorado pues este tipo de computadora permite de disponer de mucha memoria
y sobre todo de memoria cache rápida.

Elementos de MPI

Un ejemplo (en Fortran).

Algoritmo 5.8.1. Ejemplo MPI
program main
include ”mpif.h ”
integer ierr,myid, numprocs
C inicialización MPI
Call MPI INIT(ierr)
C Saber quien soy
Call MPI COMM RANK(MPI COMM WORLD,myid,ierr)
Call MPI COMM SIZE(MPI COMM WORLD,numprocs,ierr)
C if (myid.eq.0) then
C
C trabajo del maestro
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C
end if
C
C trabajo de los esclavos
C
C Stop MPI
C
Call MPI FINALIZE(ierr)
stop
end

En lenguaje C :

Algoritmo 5.8.2. Ejemplo en C
# include <mpi.h>
int argc;
char *argv[];
t int myid, numprocs;
MPI INIT(&argc,&argv); /* inicialisación MPI */
MPI COMM SIZE(MPI COMM WORLD, &numprocs)
MPI COMM RANK(MPI COMM WORLD,&myid)
if (myid==0) {

master();
} else {
slave()
}

MPI FINALISE();
}

Las instrucciónes siguientes hacen parte de todo programa:

Call MPI NIT(ierr),

Call MPI COMM RANK(MPI COMM WORLD,myid,ierr),

Call MPI COMM SIZE(MPI COMM WORLD,numprocs,ierr),

Call MPI FINALISE(ierr)

MPI-INIT(ierr)
ierr: un entero
ierr es un código de error o MPI success

MPI COMM RANK(comm,rank,ierr)
Comm: entero, caracteriza o identifica el contexto de comunicación y el grupo de procesos aso-
ciados.
Es definido por ”mpif.h”
rank: un entero
Cada proceso a un rank en el grupo asociado al comunicador MPI COMM WORLD.
ierr: un entero, código de error.
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Call MPI COMM SIZE(MPI COMM WORLD, size, ierr)
size: un número entero.
Esta rutina nos informa en size el número de procesos que el utilizador a inicializado para el
programa.
Si numprocs es el valor de size, es el número de procesadores asociados a MPI COMM WORLD.
Cada proceso a el mismo MPI COMM WORLD y ”numprocs”pero un diferente ”myid”(rank).

Comunicaciones

MPI SEND(adress, length,tipodata, destinación,tag,comm)

adress: lugar en la memoria del comienzo del buffer que contiene los datos a enviar.

length: Entero. El tamaño del mensaje.

tipodata: Tipo de dato, enteros, reales, caracteres, etc...

destinación: identificación del proceso al que los datos son destinados.

tag: un número arbitrario, entero positivo, que exprime la exclusividad y caracteriza el un men-
saje. Permite organizar el recibo de los mensajes en el buen orden.

comm: identifica el grupo de procesos y el contexto de comunicación.

Diferentes ”tipodata”:

MPI CHAR,

MPI INTEGER,

MPI FLOAT,

MPI DOUBLE PRECISION,

etc...

Por ejemplo si queremos enviar una columna de una matriz a:

Algoritmo 5.8.3. Ejemplo
do 40 i “ 1, numprocs ´ 1
do 30 j “ 1, acols
30 bufferspjq “ api, jq
call MPI SEND(buffer,acols,MPI DOUBLE PRECISION,i,i,MPI COMM WORLD,ierr)
40 continue

MPI RECV(adress, maxlength,tipodata,source,tag,comm,status,ierror)

adress: lugar en la memoria del comienzo del buffer que contiene los datos a enviar.

maxlength: Entero. El tamaño maximal del mensaje.

tipodata: Tipo de dato, enteros, reales, caracteres, etc...

source: identificación del proceso de donde aceptamos los datos. Por ejemplo MPI ANY SOURCE,
indica que aceptamos datos de todo proceso asociado al contexto MPI COMM WORLD.
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tag: un número arbitrario, entero positivo, que exprime la exclusividad y caracterizar un mensaje.
Permite organizar el recibo de los mensajes en buen orden.

comm: identifica el grupo de procesos y el contexto de comunicación.

status: informaciones sobre el mensaje. Por ejemplo: stat(MPI SOURCE) es el rank del proceso
de donde vienen los datos.

Comunicaciones colectivas

MPI BCAST(adress, length, tipodata,source,tag,comm,ierr)
source: entero, proceso origen de los datos.
Va a enviar el contenido de los datos en adress a todos los procesos de comm.

Calcul collectif

Reduction
MPI REDUCE(sendbuffer, recvbuffer, length, tipodata, operación, source, comm, erreur)
Operación: tipo de operación.

MPI MAX

MPI MIN

MPI SUM

MPI PROD

MPI LAND

MPI BAND

MPI LOR

MPI BOR

Evaluación del tiempo
tt=MPI WTIME()
variable en doble precisión que contiene el tiempo transcurrido desde un punto inicial arbitrario.
t1=MPI WTICK
variable en doble precisión que contiene el tiempo transcurrido entre dos consultaciones sucesivas.

5.8.1. Ejemplo

Cálculo de π.
ż 1

0

1

1 ` x2
dx “ arctanpxq

1
0 “ arctanp1q ´ arctanp0q “

π

4
(5.118)
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Algoritmo de cálculo de la integral.

1

1/2

1

I1 I3I2 I4
IN

𝑓 𝑥 =
1

1 + 𝑥!

Figura 5.23: Descomposición del intervalo.

Paralelizamos el cálculo agrupando la evaluación de la superficie Ii en varios subgrupos y efectuando
la adición. A continuación, con una operación de reducción (suma global) obtenemos el resultado.

Un proceso, el director, es responsable de la comunicación con el exterior. Por otro lado calcula el
valor de N y lo distribuye a todos los procesos (broadcast).

Entonces cada proceso calcula el subgrupo de superficies que le fueron atribuidas, y env́ıa el
resultado al proceso que hace la suma global.

Programa

include ”mpif.h”
double precision PI25D
parameter(PI25D=3.141592653589793239462643)
double precision mypi,pi,h,sum,x,f,a
integer n,myid,numprocs,i,ierr
C
C función a integrar
C
fpaq “ 4.d0{p1.d0 ` a ˚ aq

C Call MPI INIT(ierr)
Call MPI COMM RANK(MPI COMM WORLD,myid,ierr)
Call MPI COMM SIZE(MPI COMM WORLD,numprocs,ierr)
10 if(myid.eq.0) then
print*, ”entrar el número de intervalos:( si zero stop)”
read(*,*) n
endif
C
C brodcast n
C
Call MPI BCAST(n,1,MPI INTIGER,0,MPI COMM WORLD,ierr)
C
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C Verificación de n
C
if(n.le.0) go to 30
C
C Calculo del tamano
C
h=1/n
sum=0.
do 20 i “ myid ` 1, n, numprocs
x=h*(dble(i)-0.5)
sum=sum+f(x)
20 continue
mypi=h*sum
C
C recuperación de todas las sumas parciales
C
Call MPI REDUCE(mypi,pi,1,MPI DOUBLE PRECISION,MPI SUM,0, MPI COMM WORLD,ierr)
C
C El proceso 0 escribe la respuesta
C
if(myid.eq.0) then
print*,”pi es ”, pi, ”Erreur”, abs(pi-PI25D)
endif
go to 10
30 Call MPI FINALIZE(ierr)
Stop
end
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rentielles ordinaires du premier ordre. C. R. Acad. Sci., Paris, 118:454–457, 1894.

[12] S. H. Lui. On schwarz alternating methods for nonlinear elliptic pdes. SIAM Journal on Scientific
Computing, 21(4):1506–1523, 1999.

[13] Shiu-Hong Lui. On monotone and Schwarz alternating methods for nonlinear elliptic PDEs.
M2AN, Math. Model. Numer. Anal., 35(1):1–15, 2001.

107



BIBLIOGRAFÍA 108
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