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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacion

Podemos considerar dos tipos de motivacién, la primera de orden informatica y la segunda andlisis
numérico.

Es convenido de establecer que la primera utilizacién del método de descomposicion de dominios
es obra de Hermann Amandus Schwarz que en un articulo publicado en 1870 utilizé una descompo-
sicién de dominios para resolver una ecuacién de Laplace en un dominio en forma de L utilizando la
representacion de la solucion en serie de Fourier cuando el dominio es un rectangulo. Pero fue una
utilizacion aislada que no dio lugar ni a un desarrollo intensivo de la metodologia, ni a un analisis de
rendimiento y de las aplicaciones posibles.

Figura 1.1: Hermann Amandus Schwarz.

Posteriormente el método de descomposicién de dominios volvio a ser estudiado cuando apare-
cieron las computadoras paralelas. La discretizacion de ecuaciones diferenciales a derivadas parciales
establecidas en dominios de geometria muy compleja, con caracteristicas fisicas muy variables (por
ejemplo, las secciones eficaces de fendmenos fisicos) implican en general un mallado muy fino y en
consecuencia un sistema lineal de tal tamano que es insoluble con un computador monoprocesador,
sin contar con los problemas causados por la necesidad de pre-condicionamiento.

El método de descomposiciéon de dominios permitira resolver este tipo de problemas descompo-
niendo el problema inicial, sobre todo el dominio, en un conjunto des problemas de dimensién mas
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pequena definidos en subdominios. Cada sub-problema discretizado tendra una dimensién bien inferior
a la dimension del problema original, el sistema lineal resultante serd de dimension menor, mejor con-
dicionado y resoluble con una computadora mono procesadora. Los diversos sub-problema podran ser
resueltos en paralelo en una computadora con multiprocesadores y un algoritmo, en general iterativo,
permitirad la convergencia a la solucién del problema original.

Fundamentalmente los métodos de descomposicion de dominios se dividen en dos tipos, los métodos
con o sin solapamiento (o superposicién) de subdominios. Los métodos con solapamiento son llamados
métodos de Schwarz y los métodos sin solapamiento se los suele llamar métodos de subestructuracién.

Para resolver una ecuacién diferencial a derivadas parciales en un dominio {2 utilizando la des-
composicién de dominios {€2;};=1.,, se debera establecer la formulaciéon multidominios equivalente, es
decir los subproblemas a resolver sobre cada sub-dominio €2; y las condiciones de interfaz, es decir a la
frontera de subdominios, de tal manera que la solucién del problema mono dominio sea la misma que
la solucion del problema multidominios. Enseguida establecer el algoritmo de resoluciéon del proble-
ma multidominios y para terminar desarrollar el programa informatico que implemente el algoritmo
multidominios en un computador multiprocesador.

Estas notas de curso estan inspirada en un conjunto des trabajos y libros que son referenciados en
la bibliografia. Senalo aqui los principales: [55], [14], [63], [3], [9], [18] ¥ [17].

1.2. Formulacion multidominios

Para introducir la formulacion multidominios de un problema dado por ecuaciones diferenciales de
derivadas parciales vamos a considerar un problema simple, la ecuacién de Poisson definida sobre un

dominio acotado ) de R2.
—A u(z) = f(z) sixef) (1.1)
u(z) = 0 si z € 0N '

Introducimos una descomposicion del domino €2 en dos subdominios €2; y {2, sin solapamiento es
decir que Q=0 UQ y U N Qs = .

Definimos I' = 021 n 0€2, la interfaz entre los dos subdominios, que suponemos Lipschitz. Sea
m = n; el vector normal exterior al dominio €2;.

02

Q1

Figura 1.2: descomposicion en dos subdominios.
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En lo que sigue notamos u;,7 = 1,2 las restricciones a €2; ¢ = 1, 2 respectivamente de u la solucién
del problema (1.1).
El problema (1.1) puede ser reformulado en la forma multi-dominio siguiente:

(A w(z) = f(x) six el
u(z) = 0 si x € 0y N 0N
ui(xr) = wus(x) sizel
) % = % sizel (1.2)
us(x) = 0 si x € 002y N 0N
—A uy(x) = f(x) stz ey

\

Tenemos una equivalencia fuerte entre los dos problemas (es decir tienen la misma solucién) si u
es suficientemente regular, es decir u € C*(€2). En otros casos se obtiene una equivalencia entre las
formulaciones débiles de los dos problemas.

Definiciones de espacios utiles

= fuvd:v
Q

)

) = {v funcién medible definida sobre 2 tal que (v, v) es finita} (funciones de cuadrado integrable).
HY(Q) = {ve L*Q) tal que Vve L*(Q)}

) = {ve HY(Q) tal que v = 0 en 00}

)

= espacio de trazas en I' de las funciones de H'(Q2).

Ademas definimos los siguientes espacios funcionales definidos sobre los subdominios:
V- HY(Q)
Vi = {vie H'() tal que v]a,non = 0}
VP = Hy()
A = {ne HY*D) tal que n = v|p para unv e V}
Cabe senalar que el espacio funcional A no es el mismo con respecto a la posicion de la frontera I'. Si
['ndQ = & entonces A = HY2(T). SiT'noS) # & entonces A = Hé{f(l“). El espacio Hé(/)Q(F) c HY2(I).
Todos estos espacios estan dotados de una norma:

i) En L%(Q) definimos |v]oq = (v,v)"2.

ii) En H'(€2) definimos [[v]v0 = (Julfo + X1 125 150)">

ox;

Para demostrar la equivalencia entre la forma débil o variacional mono dominio y la formulacién
débil multi-dominio debemos definir los operadores de relevamiento siguientes:

Ri:A—V;tal que (Rin)|lr=ni=12 (1.3)

Este tipo de operador continuo existe, por ejemplo el relevamiento harmonico.
La formulacién variacional del problema (1.1) es la siguiente: encontrar u € H{(£2) tal que:

a(u,v) = (Vu,Vv) = f VuVuvdz = (f,v), para todo v e Hg(Q) (1.4)
Q

Si ahora definimos (u;, v;); = SQ w;v;dx y a;(u;,v;) = (Vug, Vuy); la formulacién débil del problema
multidominios (1.2) es la siguiente: Encontrar u; € V; y ug € V5 tal que:
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ay(ur,vy) =(f,v1) Yo eV
Uy =Us enI
ag(ug, v9) =(f,v2)2 Vuy € V3
as(uz, Rop) =(f, Rapt)2 + (f, Ripp)r — ar(uy, Rapt) Ve e A

Lema 1.2.1. Los problemas (1.4) y (1.5) son equivalentes, es decir que si u es solucion de (1.4) la
restriccion de u a €y, uy y la restricion de u a Qq, uy son solucion del problema (1.5) y viceversa.

(1.5)

Demostracion 1.2.1. Ida
Supongamos que u € H(Q) es la solucion de la ecuacion (1.4). Definimos u; = u
entonces u; € V; y verifican las siguientes ecuaciones:

Qmi = 152;

ai(ug,vy) = Vu Vo dax = VuVudr = furdr = (f,v1); Yo, € V0

Ql Q1 Ql

as(ug, vg) = J VusVug dax = f VuVuvydr = fuodr = (f,v2)2 Vv € V3
Qs Q0 o
U = ugy en I
Para pp € A definimos la funcion R tal que p — Ru de la manera siguiente:

Rip en £y
Ru =
Rop en o

entonces Ru € H} () (reconexion de Sobolev, ver apéndice).
De la definicion de u tenemos que a(u, Ru) = (f, Ru), pero entonces:

CL<U7 R,U) = al(“la RH) + a?(u27 R:u) = (fa R:U) = (f> RM)I + (f? RM)Z
concluimos que:

az(uz, Rp) = (f, Rph + (f, Rp)2 — a1 (ur, Rp)

Vuelta
Consideremos ahora u;,i = 1,2 la solucion de (1.5). Definimos:
u; en
. { ven (16)
ug en o

Pero u; = uy en T, entonces u € HL(Q) (reconezién de Sobolev).

Por otro lado siv € HY () podemos definir i = v|r € A. Si ahora consideramos que el relevamiento
Rip pertenece a Vi y ademds (v]q, — Rip) € Hg () = VI y eso para i = 1,2.

Llevando esto a la formulacion variacional del problema (1.4) obtenemos:

2
a(u,v) = Z ai(ui, v|a, — Rip) + a;(u;, Rip)

,\q
Il
—

(Z(f vla, — Rip)) + a1(uy, Rip)
+ (/s RlM) (f, Rop) — a1 (u1, Ryp)

o, — Rip) + (f, Rip)




CAPITULO 1. INTRODUCCION 8

es decir que u definido en (1.6) es solucién de (1.4) en HL().

Caso regular

Sea Q < R? un abierto acotado de borde Lipschitz y €, Qs dos abiertos de borde Lipschitz
subconjuntos de €2 tal que:

61 ) 52 = ﬁ (17)

Sea I' = 0y N 0€)s.
Sea u una solucion regular del problema siguiente:

Lu = —V.(a(x)Vu) + b(x).Vu + c(z)u = f, en (1.9)
u =0, en 09 (1.10)

aqui suponemos que b(x) es regular.
Teorema 1.2.1. (Equivalencia fuerte)
1) Suponemos que u es una solucién del problema (1.9).

2) Sean wy y wy soluciones requlares del problema multidominios siguiente:

([ Lw (2) = f(z) six e
wy () =0 st x € 01 N 0N
) wy () = wy(x) sizel (1.11)
ni.(aVws — bwy) = ni.(aVw; — bwy) sizel '
ws(x) =0 st x € 0 N 0N
| Lws(w) = f(z) six € Qy
Entonces: -
wi(x) = u(x), en 21 (1.12)
wa(z) = u(x), en

Demostracién 1.2.2. Si u es solucion reqular de (1.9), sea w; = u en §;, mostremos que w;,i = 1,2
son solucion de (1.11).

Por 1) Lw; = f;,i = 1,2 y por la continuidad de u, wy = wy en T.

Integrando el problema (1.9) contra una funcidon test v e CL(Q):

J (aVuVv —uV.(bv) + cuv)dz = J fu dz (1.13)
Q Q
2 2
; Li(anin —w;V.(bv) + cw;v) de = ; L fv dx (1.14)

Por otro lado si aplicamos Green:

2
ZJ (—=V.(aVw; — bVw;)v + cwv) dx (1.15)
=19

2
—J ni.(aVw; — bwy — aVwy + bwy)v dI' = ZJ fudx (1.16)
r i=1Y%



CAPITULO 1. INTRODUCCION 9

A partir de (1.13) obtenemos:
f ni.(aVw; — bwy — aVws + bwy)v dI' = 0, Vv € C;°(§2) (1.17)
r

En consecuencia:
ni.(aVw, — bwy) = ny.(aVwy — bwy), en T (1.18)

Los cadlculos, a causa de la reqularidad, pueden efectuarse en los dos sentidos.

1.2.1. Interpretacion con elementos finitos

Consideremos un dominio €2 que descomponemos en dos subdominios €2; y €2 sin solapamiento.
Consideremos una triangulacién uniforme que anotamos 7, (£2) compatible con la descomposicién de

dominios, ver la figura (1.3).

Sea Vh = {Uh U € CO(Q),Y'UT € ]P)l(T),VT € E(Q)} y Xh = Vh N H&(Q)

Anotamos :L'g»l), 1 < j < Nj los nodos de interpolacion de €2y, xf ,1 < 7 < N, los nodos de
interpolacion de Qs y xg-r) 1 < j < Nr los nodos de interpolacion de I'. Las funciones de base de X},

)
: 1 : . (2 . .
son anotadas en consecuencia: apg- ) las funciones asociadas a los nodos z" gp§~ ) las funciones asociadas

J Y
(2) ( (T)

r . .
a los nodos ;" y ¢, ) las funciones asociadas a los nodos x;

Q5

Figura 1.3: Malla en dos subdominios

Asi uy, € X}, podra escribirse de la manera siguiente:

N No Nr
1 1 2 2 I T
un(@) = Y un(@)el (@) + 3 un (@) (@) + Y un (@) (2) (1.19)
Jj=1 j=1 j=1
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Entonces la formulacién débil de (1.5) toma la forma siguiente:

Mun(eM)an (@ o) + I un(@Man (0, o) = (foei, 1<i< Ny
Z;V:zl Uh(x§2))a2(g0§-2), §2)) + Zj\f:rl u (x§-r))a2(g0§r), g0§2)) = (f, @52))2, 1<i< N,
¢ (@ aa (e, o) + as(el, o)+ (1.20)
+ 307 un(@§)as (05, o) + 302 un (@) (0, o)
L= (o) + £l e, 1<i<N

Si ahora anotamos:

= (A = a0, oY),
o (An)iy = az(0, o),
s (Air)iy = a(@), o),
= (Aar)iy = as(l", 017,

= (Ar)iy = ai(p; 0 ),
n (Ara)iy = a2(p; ", ¢

= (AR = ar(e, o),
= (AR = as(e "),
(F1); = (/, 905-1))17

(F); = (f, o),

(F); = (f, wﬁ”)l,
(FQF)] = (f, SOE-F))2,

- (Ul)j = Uh(l'g-l)), (Ug)j = uh(xf)) y ()\)J — Uh(l'(r)>

J

El sistema (1.20) puede ahora formularse de la manera siguente:

AUz + Aor A = Iy (1.21)
Ar1Uy + AraUs + (AR + AR = FI + F}

Dicho de otra manera, U es solucion del sistema lineal:

An 0 A Uy i
0 A22 AQF UQ = F2 (122)
Arp Are Arr A Ir

donde Arp = (AW + AR) y Fr = FT + F}.
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1.2.2. Operador de Steklov-Poincaré

En esta seccién vamos a estudiar un meta algoritmo para resolver el problema multidominios (1.5).
El operador Steklov Poincaré que también se conoce como el operador de Dirichlet-Neumann es un
operador que en el caso de una ecuacion eliptica sobre un dominio acotado con condiciones de borde
(en la frontera) de tipo Dirichlet le da al dato de Dirichlet en la frontera la derivada normal en la
frontera.

El algoritmo consiste fundamentalmente en la resolucién de una ecuacion con incégnitas solamente
en I'. Vamos a determinar la condiciéon de Dirichlet en el borde I' de manera que la solucién de nuestra
ecuacion en los subdominios verifique todas las condiciones de (1.2).

Sea A el valor incégnita de u en I'; consideremos los dos problemas siguientes:

—A wi(x) = f(x) six € ()
wi(z) = 0 si x e 0y N 0N (1.23)
w;(x) A sizel
para ¢ = 1,2. Formalmente w; = u; para ¢ = 1,2 si y solamente si
8w1 6w2
—-— == 1.24
on on ( )

Veremos como establecer un algoritmo iterativo sobre A\ de manera a converger a una solucion verifi-
cando (1.24).
Consideremos la descomposicion de w;,i=1,2 siguiente:

w; = w; + w; (1.25)
tal que:
-A wi(z) = 0 six e
wi(zx) = 0 si x e 0Qy N 0N (1.26)
wi(x) = A sizel
Es decir que w; es el relevamiento harménico de A en €2;, que notamos H;A. Por otro lado:
-A wi(z) = f(z) six e
wr(x) 0 si x e 0Q N 0N (1.27)
wi(xz) = 0 sizel

(2
(2
L
Notamos w; = G, f.
Formalmente tenemos que:

ow; owd  owr

om~ m | om
_ OH;\ N oG, f
on on
Queremos obtener A tal que se verifique la ecuacién (1.24), es decir que:
8w1 o 6w2
om on
o(wy +wy)  d(w; + ws)
om on
o — w) _ 0w ~ wi)
on on

A OHyA  0Gy  0Gh

on on on on
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Es decir que formalmente A debe satisfacer una ecuacion definida en la interfaz:

S =x (1.28)

H\
con S =51 — 85y, S;\ = 65 , 1 =1,2, el operador de Steklov-Poincaré.
n

El segundo miembro y es dado por:
_0Gof GhS
- om on
Para definir el sentido de la ecuacién (1.28), vamos a pasar por una formulacién débil de el operador
de Steklov-Poincaré.

(1.29)

1.2.3. Formulacion débil del problema de Steklov-Poincaré

El operador de Steklov-Poincaré esta definido como S : A — A’,( A’ el dual de A). Y puede ser
representado de la manera siguiente:

(S dacn = 2<‘”jf, (130
- Z | vV R (1.31)
= > ai(Hym, Ript) W, e A (1.32)

i=1
Si elegimos como relevamiento R; el relevamiento harmoénico H; obtenemos:
2

CUNDIS Z a;(Hin, Hip) Y, pe A (1.33)

i=1
verificamos que S es simétrico y si n = u obtenemos:
2 2 2
1

(Snmywa = Y ai(Hm, Hip) = > [VHmlg g, = HTHHZ'UH%,SL; (1.34)
i=1 Q;

i=1 =1

La constante Cq, es la constante de Poincaré.

(Por informacién: el lema de Poincaré nos dice que |H;n]o.0, < Cq, ()
y H;n =0 en 0€); n 0f). Entonces
HHan%Q HHWHOQ +|VH; 77”09 (1+ CQ ) 2, )
El teorema de trazas nos dice que |n||a < C}|H;n|1q, entonces obtenemos que:
2 o
S, mara = Z ey [n3 = alnli vneA (1.35)

es decir que en consecuencia S es un operador eliptico. Es lo mismo para los operadores 5;,i = 1, 2.
Ademas, los operadores S; son continuos pues:

OH; )\
S, ynra = < e Ty

= a;(Hin, Hip)
< Cr|Hin||vo, | Hiptl 10,
< Bilmlalp]a
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El segundo miembro de la ecuacién puede expresarse de la manera siguiente:

2
oG, f
OGaA =— ) (=" 1)
2
0G;
= —ZJ a_fu dy
=1 o8y i

2
= f —VG;fRipdr — f VG, fVRu dx
i=1Y % Q

2
= f (FRipt — VG fVRpr) da
i=1

Mw

((f,Rip)i — ai(Gif, Rip))
=1
Es lineal y continuo pues es combinacion de funciones lineales y continuas sobre A. En consecuencia,
el problema de Steklov-Poincaré admite una solucién y es tnica (Teorema de Lax Milgram).
El algoritmo que resulta es el siguiente: Calcular A tal que:

A =06 w (1.36)
donde: ,
(SA, py = ai(H;\, Hipe) (1.37)
i=1
H; )\ es solucién de:
Hz)\ € V;
ai(Hi)\, Ui) =0 Vvi € ‘/7;0 (138)
HX=MXenl
El segundo miembro de la ecuacion es dado por:
2
X ) = Z((f? Hip) — ai(Gif, Hip)) (1.39)
i=1
donde G, f es la solucién de:
Gif eV
(]JZ'(GZ‘f7 Ui) = f VUZ‘ S ‘/i() (140)
G;f =0en 08

Comentario: La forma variacional del operador de Steklov Poincaré puede obtenerse directamente de
la relacion:

az(uz, Ropt) = (f, Rap)2 + (f, Rap)r — ar(us, Rap) Ve A (1.41)
Si descomponemos u; = uY + u} obtenemos:
2 2 2
Z a;(ud, Rip) = Z fiRip) — Za, Rip) Vel (1.42)
i=1 i=1 i=1
integrando por partes se obtiene:
ouy ud OH\
a;(uf, Rip) = . om 6_ = yan = o LA A (1.43)
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y
. ouy
ai(uj, Rip) = (f, Ript)i +f = (1.44)
T on
ou;
= ([, Rip)i + <?, 1N A (1.45)
0G;
= (f,Rip)i +< a_f7N>A’,A (1.46)
entonces
2 2
OH;\
> ai(ud, Rap) Z = (1.47)
i=1 i
2 2
G,
i Z ( a_f s N A (1.48)
i=1 i
la relacion (1.41) puede asi reescribirse:
OH;\ 2 2 Fle?
2< D2 v = 2 Rapls = DG Raphs — oL )
i=1 i=1
en consecuencia: SH PHA 0Caf 9GS
1 2 2 1
- = - 1.4
2y - (2 - Ty (1.49)

donde H;\,i = 1,2 son solucién de (1.38) y G;f,i = 1,2 son solucién de (1.40).

1.2.4. Caso de la elasticidad lineal

Sea €2 un abierto acotado y conexo. Denominamos w : £ — R9, d la dimensién del espacio, una

d
oV

02

a1

gD

Ip

Figura 1.4: descomposicién en dos subdominios.

funcién y o(w) el tensor de esfuerzo (o tensién) definido por:

0

o1;(w) = ﬂ(a—xl“’j o
J

wi) + Adiv(w)d; (1.50)
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donde l,5 =1,...,d, i1 >0, A = 0 los coeficientes de Lamé y 0;; el tensor de Kronecker.
Definimos la ecuacion de equilibrio a través del operador a derivadas parciales siguiente:

d
0
Z:a_ (w),l=1,...,d (1.51)

es decir: )
Lw = —divo(w) = —gAw — (1 + \)V(div w) (1.52)

Denominamos u : £ — RY el vector de desplazamientos y entonces la ecuacién de equilibrio en
elasticidad lineal puede escribirse de la manera siguiente:

(Lu);, =f, en Q l=1,...,d,
u  =@p en Kp =Ty, (1.53)
Z?:l olﬂ-(u)uj = (QDN)I en QQN = FN, [l = 1, R ,d.

donde f, ¢ v ¢, son funciones vectoriales definidas en €2, I'p y I'y respectivamente. La descompo-
sicién del borde 0Q en I'p y I'y verifica que Tp ULy =02, Tp# oy Ip n Ty = .

El vector f representa las fuerzas que actian sobre el cuerpo €. ¢ es el desplazamiento en la
porcion del borde o frontera llamado I'p y ¢ es la traccién aplicada en la regién complementaria de
la frontera llamada I'y.

Ahora consideramos la descomposicion en sud-dominios sin solapamiento €2y y {25 tal que 21 Ny =
¢y Uy = Q. Notamos I la frontera ficticia entre Q) y Qo (I' = 9Q; 1 Q).

Notamos u;,7 = 1, 2 las restricciones de u a €2y y €25 respectivamente. Las condiciones de transmi-
sién a través de la frontera I' toman la forma siguiente:

u; = Uq (154)
ZUU (uy)n ZUU (ug)njenT (1.55)
j=1

donde n; es la coordenada j de la normal al borde I', n, exterior al dominio {2;. Estas condiciones
representan la continuidad de los desplazamientos y los esfuerzos o tensiones normales en I.

Formulacién multidominios

Consideramos la forma bilinear siguiente:

i LI I
e(w,v) 5 JQ Z 6’xl )(5xl 5 vi)d (1.56)
+ j\f divw div vdzx
Q

en el espacio (H}_ (Q))%, y H}(Q) = {ve H'(Q) tal que vr,, = 0}.
Si suponemos que f, ¢, v ¢y pertenecen a (L2(£2))? podemos enunciar la formulacién débil del
problema de elasticidad de la manera siguiente:

e(w,v) = (f,v) + (on. Vry)ry — e(@p,v) Yo € (Hp, (2))* (1.57)

con (¢, Y)r, = SFN @ dyy @p el prolongamiento a todo €2 del dato ¢ . En consecuencia la solucion
del problema de elasticidad esta dada por u = w + @ .
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La existencia y la unicidad de la solucién es una consecuencia de la desigualdad de Korn:

2da > |v[i 1.58
LZ vy v = v (159

L

Para presentar la formulacién débil de la formulacion multidominios vamos a suponer que I'y = ¢
y ¢p = 0y una descomposicién en dos subdominios sin solapamiento. Notamos las formas bilineales
sobre cada subdominio §2; de la manera siguiente:

0 0 0
i(Wi, V) = fﬂ 2 6I1W” Wi’l)(ﬁ_xlvi’j +&7sz‘,l)d$ (1.59)

j
A J div w; div v;dx
Q

Asi la formulacién débil para dos subdominios se puede enunciar de la manera siguiente:
Encontrar u; € (V)% y uy € (V5)? tal que:

el(ul,vl) = (f17V1)1 vvl € (‘/10)d
u; =usenl’
62(U2,V2) = (f27v2)2 VVQ € (‘/20)d
e2(ug, Ropt) = (f2, Rop)2 + (£, Rip)1 — ex(uy, Rap) ¥V ppe A

donde R; es la prolongacién de A4 — V2.

Para reescribir este problema en términos del operador de Steklov-Poincaré definimos las prolon-
gaciones "harmoénicas “de los datos en el borde I' y la solucion del problema de Dirichlet homogéneo.
Es decir escribimos u; = &nr + u} donde &nr es la prolongacion "harmonica’de nr a todo el dominio
);, solucién de:

Emr € (Vz‘)d
ei(Emr,vi) = 0 Vv, e (V)2

Einr = nr en I’
Por otro lado uj es definido como la solucién de:

u e (V)
ei(uf,v;) =0Vv; € (V-O)d

(2

Asi de manera similar al caso del Laplaciano podemos definir el operador de Steklov-Poincaré de
la manera siguiente:

(Sim, 1y = ei(Em, Eur), ¥ m, e (A) (1.60)

y entonces la formulacion en dos subdominios puede enunciarse de la manera siguiente: encontrar \
SA=x (1.61)
con §= S5y 4S5y x=x1+x2€ (A)

(xi» 1) = (£, Eipp) — es(uf, Eipn) V€ AT (1.62)



Capitulo 2

Método de Schwarz

2.1. Introducion

Consideremos un dominio §2. Vamos a considerar una descomposicién en dos subdominios €2, y €2
tal que 2 = Q; U Qy v Q1 N Qs # @

Inicialmente el método de Schwarz fue presentado sobre una forma dicha alternativa que mas tarde
se llamé multiplicativa:

Figura 2.1: descomposicion en dos subdominios.

Consideremos siempre el problema elemental de Poisson:

{—A u@) = flz) sizeQ (2.1)

ulx) = 0 si x € 00

Inicialmente el método de Schwarz fue presentado sobre una forma dicha alternada que mas tarde
se llam¢ multiplicativa: dado una primera estimacién de la solucién u” vamos a construir dos secuencias
{ub}|r v {u5}|r que resolveran los problemas siguientes: si ud = u°|q,, para k = 0, ..., convergencia

A uz) = f(x) size)
ubt(z) = ub sized nQ (2.2)
ubt(z) = 0 sixe dQy n o
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y
A Wb z) = f(2) sixeQy
ubt™(z) = Wit stz ey n (2.3)
ub™(z) = 0 stz € 0Qy N 00

Se demuestra que las secuencias {u}}; y {u5}r convergen a u; = ulg, v us = ulg,. Este algoritmo
presenta un inconveniente: es necesario resolver el problema (2.2) antes de resolver el problema (2.3) a
cada iteracion k, impidiendo asi la paralelizacion de los dos problemas. Asi el algoritmo general bésico
del método de Schwarz para la forma multiplicativa (alternada si las discretizaciones son diferentes en
cada subdominio) se puede resumir

s Sea w; = 0.
» Para k = 1,... convergencia, calcular u¥ solucién de

Aulk = f17 cn Ql

(Ulf)aﬁmaﬂ = (g1 en an M aQ

(ulf)rl = wlfil

wh = I ou} (la traza de uf en T'y)
calcular u% solucién de

Auzk = f2, en (1

(Ug)aﬁgman = g; en 02y N 0N)

(ug)Fl = wlg

wy = I ub (la traza de uf en Ty)

Si |wk —wi™Y| < toly y ||wh — w5~ < tolp Stop
Si |uf —uf7Y| < tolg, v |ub — ub™t| < tolq, Stop
end Para

w u=ulen Qp, u=ulen Q\Q.

Mas tarde fue entonces presentado un método de Schwarz que podemos llamar paralelo o aditivo.
0 _ 0 0_ ,0 _ : : : k
Dados u} = u’|q, v uj = u’|q,, para k = 0, ..., convergencia vamos a construir dos secuencias {uf}|x
v {ub}| que resolveran los problemas siguientes:

A u(z) = f(x) sizey

ub ™ (z) = ub si € 00y N Dy (2.4)
ubt(z) = 0 sixe d n o
y
A ubtNz) = f(2) sixeQy
ubt™(z) = Wb stz e oy n (2.5)
ub™(z) = 0 si € 0Qy N 00

en este algoritmo esta claro que los dos problemas (2.4) y (2.5) son desacoplados y pueden ser resueltos
de manera simultanea, es decir en paralelo. Veremos mas tarde que el método multiplicativo se puede
también paralelizar, pero de manera un poco menos eficiente.

El algoritmo general basico del método de Schwarz para la forma paralela (aditiva si las discreti-
zaciones son diferentes en cada subdominio) toma la forma siguiente:
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= Sea w? =0y wd=0.
» Para k = 1,... convergencia, calcular u¥ solucién de
k _
Aui” = f1, en

(ulf)aQ1mGQ = (g1 €n an N 0f2

(ulf)rl = w]f_l

calcular u% solucién de

Aus® = fo, en Q
(Ug)mzman = g1 en 0¥y N OS]

(ug)rl - wg_l

wh = I ou¥ (la traza de uf en T'y)

wy = I ub (la traza de uf en Ty)

Si |wh —wh | < tolp y |wh — w5~ < tolr Stop
Si |ub —uf~t < tolg, v |uk — ub™t| < tolg, Stop
end Para

» u=ulen Q, u=ulen Q\Q.

2.2. Formulacion variacional

Consideremos las mismas definiciones del capitulo 1 salvo que definimos:
Vi={veV|v=0 en Q\Q}. (2.6)

La forma variacional del método multiplicativo puede entonces presentarse de la manera siguiente:
supongamos conocer 1’ € V, para cada k > 0 se resuelven las ecuaciones variacionales siguientes:
calcular w¥ € V) la solucién de la ecuacion:

ay (Wt vy) = (f,v1)1 — ay(uF, v) ¥ v e VP (2.7)
A continuacién definimos la prolongacién por zero de w¥ a todo €, u;’f y entonces notamos
WFTY2 b gk, (2.8)
Luego calculamos w4 € V) tal que:
as(w¥ vy) = (f, v2)2 — ag(u¥ V% vy) ¥ vy € VY (2.9)

Prolongando por zero w} a todo €, se obtiene w5 y entonces la iteracién siguiente:

uPtt = uF Y2 ok (2.10)
Por supuesto se recupera la formulacién (2.2)-(2.3) si definimos;

{ ubti(z) size

k+1/2(,\ _
“ (z) ub(x) sixzeQ\

(2.11)
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ub™(z) sixzeQy

(@) = { ub T (2)  sixe Q\Qy (2.12)

En el caso de la formulacién aditiva tenemos una formulacién similar: calcular w} € V la solucién de
la ecuacion:

ar (Wi, v) = (f,v)1 — a1 (u®,v1) ¥ vy € V) (2.13)

y en paralelo podemos calcular wh € VY tal que:
as (W, v2) = (f,v2)2 — az(u®, vy) ¥ vy € VY (2.14)

la nueva iteracion esta definida por:

uFH = F 4wk 4wk (2.15)

y entonces:
ub T (2)  size Q\Qy

M) = W) +ub T () —uF(z) size Q0 (2.16)
ubt™(z) sixe Q\

estas dos formulaciones pueden conducir a la versién discretizada por elementos finitos.

u

2.3. Formulacion como un método de proyeccion

El funcional a(u,v) definido en (1.4) es bilineal y coercivo, define asi un producto interior en V =
H;(€2). Es lo mismo para los funcionales a;,7 = 1,2 en V| V; y V.*. Podemos asi definir una proyecciéon
ortogonal con respecto a este producto interior mdu(:ldo por la forma bilineal P, : we V — Pwe V?*
que verifica:

a(Pw—w,v) =0 YveV* (2.17)
o lo que es lo mismo:
a(Pw,v) = a(w,v) Yve V* (2.18)

Este producto interior nos permite de reescribir el método de Schwarz como un método de proyeccioén.
La primera ecuacién de la formulacion variacional del algoritmo multiplicativo puede escribirse de la
manera siguiente: Vv € V|*

a(ulfﬂ/2 — b v) = a(u;’f,v) = ar(w¥, v]g,) (2.19)
= (f,vla)1 — ar(u®,vla,) (2.20)
= (f,v) — a(u®,v) (2.21)
= a(u —u®,v) (2.22)

Para la segunda ecuacion de la formulacion multiplicativa obtenemos:
a(utt — uF2 ) = a(u — uFY2 ) Yo e Vy (2.23)

entonces tenemos que las secuencias u**! y u**1/2 verifican:

w2 ok = Py(u— uk) (2.24)

uk+1 . uk+1/2 _ P2(u o uk+1/2> (225)
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con P;,i = 1,2 es la proyeccion ortogonal de V' en V;* con respecto al producto escalar inducido por
la forma bilinear a(.,.). Es decir que para todo w € V', Paw € V;* verifica que:

a(Pw—w,v) =0YveVr (2.26)

Notamos I el operador identidad y J;, ¢ = 1,2 el operador de inmersién de V;* en V', que verifica
que J;v = v para todo v € V.*, este ultimo operador es no denso, es decir de imagen no densa. Notamos
también J el operador transpuesto, es decir una aplicacién no inyectiva de vV’ — (V)’ definido por:

(TFF,v) = (F, Jw) (2.27)
Podemos definir ahora el operador siguiente:
Pi=JbF:V >V (2.28)

Se define también G'f como la solucién del problema siguiente:

GfeV
{ a(Gf,v)=f YoeV (2.29)

entonces u = G f y las igualdades (2.24) implican:

w2 =k 4 Py (u — u¥) ( )
=I(uk) — 731 (Uk) + Ple ( )
=(I —P)(u*) + PGS (2.32)
=u" + PIG(f — AuP) (2.33)

uF L k2 Py(u — uk;+1/2) ( )
:I(uk+1/2) . PQ(Uk+1/2) + PQGf ( )
=(I — Py)(u"72) + PG f (2.36)
—F Y2 PoG(f — Aukﬂ/?) ( )
Definimos ahora el operador @),,, m por multiplicativo, Q,, = Py + Py — PoP1 : V. — V| entonces el
método multiplicativo o alternado se puede reescribir:
Uk+1 Z[(I — PQ)(] - Pl)uk + Ple] + PQGf ( )
=(I = Py)(I — P)u* + (I = P)PLGf + PG f (2.39)
=u¥ + Qu(Gf —u¥) (2.40)
=u” + QnG(f — AuP) (2.41)
De la misma manera el método paralelo o aditivo puede formularse como un método de proyeccion:
Wt = Py(u—u) y @f = Py(u — ) (2.42)
Si ahora definimos ), = P; + P, obtenemos:

U =(I = Py) = Po)u + (P1 + Po)Gf (2.43)
=u* + Q. (Gf —u") (2.44)
=u® + Q,G(f — Au). (2.45)
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También es posible escribir la ecuacién que verifica el error:
w—u =(1 =P (u = u") (2.46)
u—uFtt =(I — Py)(u — uF+Y/?) (2.47)

k

Si ahora definimos el error e* = u — u* se obtiene en el caso multiplicativo:

"= (I —Py)(I — Py)e” (2.48)
y en el caso aditivo:
e = (I — Py — Py)e. (2.49)
2.4. Una generalizacion

Lo expuesto en las secciones precedentes se aplican a todo operador eliptico L, es decir podemos
remplazar A por L en todas las deducciones. Se puede considerar la ecuacién :

—L u(x) = f(x) sixef)
{ ugxg = 0 si x € 0N (2.50)

Donde L es un operador eliptico y simétrico dado por:

d
0 ou
hiind 2.51
Lu E p l(al’jﬁxl) + apu (2.51)

1,j=1

los coeficientes a;; y ag son funciones de L*(2). Por simetria entendemos que a; ;(x) = a;;(z), Vo €
Q, 4,7=1,---,d y por elipticidad que existe ag > 0 tal que:

d
N a(2)0¢ = al¢E ¥ e Rz e Q (2.52)
1,j=1

y ap(x) = 0, Vo e .
La forma bilineal asociada es:

d
a(u,v) = (Z al7jﬁ@) + apuv)dx (2.53)
Q Oxj 0wy

Esta forma es bilineal, simétrica, continua y eliptica sobre H}(€2).
En la formulacién multidominios cambian un poco las condiciones de transmision:

uy =ug en I’ (2.54)
8u1 6u2
— = 2.55
6nL 8nL ( )

donde la derivada normal % es definida por:

d
v _ 3 al’jaa_”m (2.56)
lj=1 L

8nL
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2.5. Discretizacion

Presentaremos en esta seccién la discretizacion del método de Schwarz. Para ilustrar los temas
expuestos vamos a considerar un problema en una dimensién, pero fundamentalmente los resultados
y algoritmos presentados son los mismos en dos y tres dimensiones, por supuesto la dificultad de
implementacién informatica no es la misma.

Consideremos el problema elemental siguiente:

—u"(z) =f(x), con z € (0,1
(@) =/ (@) 0.1 -
u(0) =u(l) =0
y una discretizacion en N puntos de pasoh, 0 < z; < 1,t1=1,--- N, h =2, —x;_1, 1 =0, x; =
Ti—1 + h.
La formulacién variacional es la siguiente: encontrar u € H((0,1)) tal que:
1 1
f Vu(z)Vou(z)dx :J f(z)v(z)dx (2.58)
0 0
Su aproximacion por un método de elementos finitos IP; es: encontrar uy € V}, tal que:
1 1
f Vup(x)Vup(z)dx :J f(z)vp(z)dz (2.59)
0 0

donde Vj, = {vj, € C°(0,1)|vn|z;.01, 1 € Pr([ws, 2is1]) } 0 HG((0,1)). V4 es un espacio de dimension finita,
generado por la base ¢;, j = 1,--- , N donde:

T —Tj-1
z; — xj—17 ze [Ij,1 xﬂ]
$j(2) =4 L 7T e rs — 2] (2.60)
Tj+1 — Tj
0 sino
Asi todo elemento de V}, se puede expresar como una combinacion lineal de la base:
N
un() = Y w;;(x), con up(w;) = u; (2.61)
j=1
Ahora notamos U, el vector de RN=2 definido por U}, = (ug, -+ ,un_1), los valores de u; = uy =0
son datos (las condiciones de Dirichlet). El vector Uy, es la solucién del sistema lineal:
AUy = fr (2.62)
donde
2 -1 0 O 0 0O 0 O \ 0O 0 0 0
-1 2 -1 0 0 0 0 O \ 0O 0 O
An |
o 0 0 -1 2 -1 0 \ 0O 0 0
A= 0O 0 0 0 -1 2 -1 | 0O 0 O : (2.63)
0O 0 0 0 | 0o -1 2 -1 0 0
Aaa
0O 0 0 0 0 0 o -1 2 -1
0O 0 0 0 0 0 0 0 -1 2
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th:{f27"' 7fN71}t con: i
fh [ f@oods (2:64)

Consideremos ahora una descomposicién de = (0,1) en dos subdominios ©; = (0,z,) y Qs =
(xﬁv 1)

— T X

Figura 2.2: descomposicion en dos subdominios.

El método multiplicativo de Schwarz se puede entonces formular de la manera siguiente: dado
ug = (u3, - ,ufy) calcularemos la secuencia:

Apuftt =fi — Apul (2.65)
Appui*t = fo — Agyu™! (2.66)

donde fi = (f(x1), -+, f(zy)), fo = (f(zp), -, f(xn)). La matriz A;5 es una matriz llena de ceros
salvo para el coeficiente correspondiente al dato u;(x,) = ua(x,) y la matriz Ay es una matriz llena
de ceros salvo para el coeficiente correspondiente al dato us(z5) = uy(zg).

En el caso de una descomposicion en m subdominios:

1 QZ 93 94 m-2 Q m-1 'Qm
Figura 2.3: descomposiciéon en m subdominios.
Por j =1,--- ,m debemos resolver:

Ajultt = f ZA]kuZH > Agug. (2.67)

k=j+1
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Figura 2.4: descomposiciéon en dos subdominios.

donde Aj;, corresponde a la matriz de interfaz en I'; .
Si ahora definimos las matrices de restriccién Ry : RY — RM | R, : RV — RM2:

1 00 00O0OO0OOOOODO
01 00O0OO0OO0OO0OOTGO0ODOO
001 0O0O0OO0OO0OO0OTQO0ODOO O
Rr=|000100O0O0O0O0O0OTDO0 (2.68)
0O00O0O1O0O0OO0OO0OTQO0OOO
000O0OO0O1O0OO0O0OTO0OOO
000O0OO0OO0OT1TO0OO0OSQO0OO0OO
y
00 00OO0OT1O0O0ODO0OO0OTO0ODO
0O00O0OO0OO0OT1TTO0OO0OTQO0OOO
00 0O0OO0OO0OOT1TO0OO0OOP
Ry = 0000O0OO0OOOTLTO0OPVO OO O (2.69)
0000O0OO0OOOOTI1ITO0OTP® O
00 00O0OOOODOOT1DO
00 0O0O0OO0OOTO0OOOQ O0OTG 01
Verificamos inmediatamente que:
Aj; = R;ART j =1,2. (2.70)
Asi para el caso multiplicativo las ecuaciones (2.8) y (2.10) se escriben:
u" Y =y + RTAT'R(f — Au™) (2.71)
™t =" 4 RTAST Ry (f — Au™) (2.72)

donde f — Au™ es el residuo a la iteracién n.
Si ahora consideramos las restricciones sin solapamiento: es decir que RY Ry + RI R? = I, la matriz
identidad. Esto correponde a una particién de la matriz A, de los vectores u y f diferente:

A A N1 Uy
A= lAzl Am] = M U= [uQ] (2.73)

Ri(f — Au") = fi — Anuf — Arpuy (2.74)

En (2.71) obtenemos:
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Figura 2.5: descomposiciéon en dos subdominios, R; sin solapamiento.

y resolvemos en dominio €2;, teniendo en cuenta que Ryu" = uy,

An Ru(f — Au™) = A (fi — Awsu) — . (2.75)
entonces la primera ecuacién de (2.71) se escribe:
[u?“/1 [ [P =] AR ) (2.76)
n+1/2 o 0 ul '
Uy 2 2

Utilizando la segunda ecuacién de (2.71) obtenemos:
n+1 -1
Uy Ay (fi = Aruy)
n = | 4= n 2.77
luzﬂl [AQQI(fQ Aguf*h) ( )
que se pueden reescribir:
Anul —f1 A12U2 (278)
Agpus™ =fo — Agyui™! (2.79)

Obtenemos asi las mismas ecuaciones de la discretizacion del método original de Schwarz.

Por otro lado esto permite de verificar que el algoritmo multiplicativo de Schwarz es el método de
Gauss-Siedel:

A 0 ] [uf™] [0 —Ap] [uwp fi
lAm Azz] [ 5710 0 uy " 2 (2.80)
que escribimos:
MU = NU" +b (2.81)
con: p N
. n 0 |0 —Ap n o lut
T I L P ) e

En el caso de una descomposicion en multidominios el método multiplicativo puede enunciarse de la
manera siguiente:

utYm = DM RT AR (f — Aumt Y™ para i =1,--- ,m. (2.83)
Volviendo a las ecuaciones (2.71) un calculo inmediato da:
u"t =" + (RTALNR, + RYAL Ry (f — Au™). (2.84)

Se puede ver esta expresion como un método de Richardson precondicionado para resolver el problema

Au = f.
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2.5.1. Ejemplo de aplicacion del método de Schwarz

En esta seccién damos un ejemplo en una dimensién de la aplicacién del método de descomposicion
de dominios aditivo y multiplicativo de Schwarz. La ecuacion considerada es la siguiente:

—u"(x) + 2u(z) =2+ 2*x+ (1 —x), con ze€(0,1) (2.85)
u(0) =u(1) = 0. (2.86)
La figura (2.6) representa la evolucién de las iteraciones del método de Schwarz aditivo cuando

consideramos 100 nodos de aproximacién de la solucién, dos subdominios y un solapamiento de 10
nodos. El resultado es obtenido al cabo de 38 iteraciones con una tolerancia de 8,31e — 06.

0.25

0.2 4

0.15 - i

0.05 - i

0 I I I I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Schwarz aditivo, 100 nudos, dos subdominios

Figura 2.6: Evolucion de las iteraciones del algoritmo Schwarz aditivo, solapamiento 10 nodos.

La figura (2.7) representa la evolucién de las iteraciones del método de Schwarz aditivo cuando
consideramos los mismos parametros que en el ejemplo precedente pero con un solapamiento de 20
nodos de interpolacién. El resultado es obtenido al cabo de 21 iteraciones con una tolerancia de
7,41e — 06.

Verificamos inmediatamente que la velocidad de convergencia depende directamente de la superficie
del solapamiento.
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0.25

0.2

0.15 -

0.05 -

0 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
Schwarz aditivo, 100 nudos, dos subdominios

Figura 2.7: Evolucion de las iteraciones del algoritmo Schwarz aditivo, solapamiento 20 nodos.
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La figura (2.8) representa la evolucién de las iteraciones del método de Schwarz multiplicativo
cuando consideramos 100 nodos de aproximacion de la solucién, dos subdominios y un solapamiento

de 10 nodos. El resultado es obtenido al cabo de 21 iteraciones con una tolerancia de 7,45e — 06.

La figura (2.9) representa la evolucién de las iteraciones del método de Schwarz multiplicativo
cuando consideramos los mismos parametros que el test precedente pero con un solapamiento de 20
nodos de interpolacion. El resultado es obtenido al cabo de 12 iteraciones con un test de 4,97e — 06.
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0.25

0.2 4

0.15 - 4

0.1 4

0.05 |- 4

0

Il Il Il Il Il Il Il Il Il
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Schwarz multiplicativo, 100 nudos, dos subdominios

Figura 2.8: Evolucién de las iteraciones del algoritmo de Schwarz multiplicativo, solapamiento 10
nodos.

2.5.2. Método de Schwarz discretizacion, Gauss Seidel

Es un método de punto fijo para resolver:

AU = F con A = lAH AH]

Ay Ag
Definimos una descomposiciéon A = M — N y:
MU™! = NU" + F

Podemos elegir las matrices M y N;

o All 0 - 0 _A12
M_lAgl QQQ]yN_lO 0 ]

Obtenemos el método de Gauss Seidel por bloques.
Que se puede escribir:

Ut = U + A (Fy — AnUp — AUy
Uyt = U2 4 A (Fy — AnUp*! — ApU)
es decir:

U2 — U™ + REATIR, (F — AU™)
Un+1 _ Un+1/2 + R5A2_21R2(F _ AUn+1/2)
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0.25

0.2 b

0.15 - 4

0 I I I I I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Schwarz multiplicativo, 100 nudos, dos subdominios

Figura 2.9: Evolucién de las iteraciones del algoritmo de Schwarz multiplicativo, solapamiento 20
nodos.

Rl U Rg U
Figura 2.10: Operadores de restriccion

2.5.3. Método de Schwarz discretizacion, RAS.
RAS = Restricted Additive Schwarz

Schwarz aditivo
urtt = pn + (RﬁAﬁlRl + RéAgleQ)(F — AU™)

Restricted Additive Schwarz(RAS)
U™ = U™ + (R{AT Ry + Ry Ay Ry)(F — AU™)

2.5.4. Algoritmo multicolor

Consideremos una descomposicion de un dominio €2 en m subdominios con solapamiento, €2y, - - -, €2,,.
Consideremos ahora una particién del conjunto de indices {1,--- ,m}, Cy,--- ,C, tal que:

i,jECk, CODi#j-’Qiﬁszqb (287)
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I I I I I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 2.11: Método RAS

llamamos los conjuntos Cj, los colores.

Algoritmo 2.5.1. (Algoritmo multicolor de Schwarz)
Dato inicial w

1) Para k =0,---, hasta la convergencia
2) Paral=1,--- s

3) Resolver para cada i € Cy
— AU = f en Q

M = w en 0Q; N Q (2.88)
uFm =0, en 09 N 00

w = uk+i/m

fin loop en 1
fin loop en |
W —
fin loop en k

La idea es de elegir la menor cantidad de colores posible.

2.5.5. Meétodo de Richardson.

. Que es el método de Richardson para resolver Au = f?
Consiste en obtener la solucién u como el limite de un proceso iterativo, donde a cada iteracion se
calcula:

u"tt =" + a(f — Au") (2.89)
Si estudiamos la convergencia vemos que eft! = uf*t1 — ¢ verifica que:
"t = (I —aA)e” = (I — aA)*(u' —u). (2.90)

la convergencia se obtiene si y solamente si p(I — aA) < 1.
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2.6. Convergencia en una dimension

Par ilustrar las demonstraciones de convergencia consideramos primero un problema a una dimen-
sién, es decir 2 =]0, 1[:
—v"(x) = f(x) size€]0,1]

v(0) = v(l)=0 (2.91)

Se supone aqui que la funcién f es suficientemente regular para que la solucién pertenezca a C%(€2).
Definimos ©; =0, o y Qs =], 1[ con § < «a. Evidentemente |0, 1[= [0, o[uU]f, 1[. La interseccién

QN Q=180 .
Sea vy la funcién definida sobre [0, ] y v, la funcién definida sobre [/, 1] tal que:
—of(z) =  f(x) sizel0,af
{ Ul(b) =0; v(a) =vy(a) (2.92)
y 2(2) fla) sizelf 1]
—U(T) = x) size|B,
{ UQ(/B) = Ul(ﬂ); "Uz(l) =0 (293)

Si definimos :

| wn(x) size€l0,of
v(@) = { vo(x) sizelB 1] (2.94)

entonces v1(z) = ve(z) en |5, af y v es la solucién de (2.91).

Proposicién 2.6.1. Sea v° una funcion tal que v°(0) = v°(1) = 0. Sean {v§}1=0 y {v5}r=0 dos secuencias
que verifican:

Para k=0, ..... convergencia
—(uftY'(x) = f(z) size€l0,af
{ v *(0) = 0; v"*a) = vk(a) (2.95)
—(v3 ™) () = f(z) sixze€]B, 1]
{ U]2€+1(6) = v (B); vé”l(l) =0 (2.96)

-l

: I
Entonces si 8 < «, {vF}—5v; y {v5} =50, cuando k — 0.
Demostracion 2.6.1. Definimos las funciones error siguientes:

d*(z) = v¥(x) — v (z) siz€]0,af

2.97
eF(z) = vi(x) —vyo(z) siz€]B, 1] (2:97)
que verifican las ecuaciones:
—(d*Y"(x) = 0 sixzel0,al
Lai0) ™ o e o @) - (o) - o) vl - ) O
—(M*Y'(z) = 0 sizelp 1]
Lo 2 ) S = k) ) = e ) (299
Sea @ la solucion de () 0 sizelo.af
—9"(z) = stz €]0,
L300 o 9 - e (2:100)

entonces ®(x) = |ek(a)|£ sixz€l0,a] y ®(x) =0, €[0,a].
«
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Para comparar definimos la funcion z(x) = ®(z) — d***(z) en [0, ], esta funcién verifica:

{ —"(z) = —®"(x)+ (d*)"(x) =0 size€l0,af
20) = ®0) —dF(0) =0 (2.101)
z(a) = ®(a) - d"(a) = |e*(a)] — e (a) =0

entonces por el principio del mdzimo tenemos que z(z) = 0 en |0, af y por consecuencia ®(z) = d**1(z)
n 0, af.
Siguiendo con las comparaciones definimos ahora z(z) = ®(z) + d*™1(z) en [0, a]

{ —"(x) = —®"(x)+ (d")'(z) =0 sizel0,af

N
—~
(e
N
I

®(0) + d*+(0) = 0 (2.102)
z(a) = ®(a) +d"Ha) = |ef(a)] + e (a) = 0

entonces por el principio del mdzimo tenemos que z(x) = 0 en ]0,a[ y por consecuencia d**1(z) >
—®(x) en |0, af. Entonces tenemos que:

~®(2) < d"(2) < ®(x) size]0,af (2.103)
eso implica que |d*1(z)| < ®(x) six €]0,al, mds ain:
[0 o001 < @0, 10.07 < ()] < ¥ oo 5.1 (2.104)

Si ahora consideramos ®(x) en [, 1] tal que:

—(2"(x) = 0 sizelf 1]
{ o) =|dB); ®(1) =0 (2.105)
entonces ®(x) = |d" (3 MEZ—? = 0.

)
Sea ahora z(z) = ®(x) + e*(z) en [B,1], z(x) verifica:

{ —"(x) = —®"(x)— (")"(x) =0 size]B, 1]
z(1) = ®(1)+eF(1)=0 (2.106)

2B) = |dHB) + e (B) = eF(B)| + X(B =0
entonces z(x) = 0 en B, 1] (Principio del Mdzimo) y por consecuencia:
®(z) + e (z) = 0y ¥(x) = —®(x) en [B, 1] (2.107)
Sea z(x) = ®(z) — *(x) en [B,1], z(x) verifica:
{ —2"(x) = —®"(x)+ (e")"(x) =0 size]B 1]
o(1) - (1) =0 (2.108)
2(P) " H(B)] — €"(B) = [e*(B)] — (B = 0

entonces z(x) = 0 en [B, 1] (Principio del Mdzimo) y por consecuencia:

®(z) — ef(x) = 0y B(z) = () en [B,1] (2.109)

[N
—
—_
~—
I

entonces :

[d* oo o) < le¥ ()] < @(a) = [d*(B)] (2.110)

< 71l d* oo 0,0 (2.111)
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con ( 1)
a J—
"< <1 2.112
VS (2.112)
entonces:
[d** oo, 10,01 < 10" o001 cOn 71 < 1 (2.113)

y en consecuencia | d¥||o 0.a] — 0 cuando k — oo.

_ B
M 81 < V2l € om0y con e < o<1

Utilizando la misma técnica podemos demostrar que ||e

y entonces | €| (51 — 0 cuando k — oo.

Tenemos como consecuencia que:

k
@ e 0.1 < 77 1d°]

0,[0,a] (2.114)

%lloo, 18,11 (2.115)

k
le* oo,y < 35 e

donde 7, y 72 dependen directamente del solapamiento, es decir de « — 'y é, cuanto mas grande es

el solapamiento mas rapida es la convergencia, pero menos interesante es el método.
Esta constatacién es ilustrada en el pequeno ejemplo siguiente:

—"(z) =0 sixze€l0,1]
{ v(0) =v(1) =0 (2.116)

= -

Figura 2.12: Evolucién de las iteracion.

La solucién es v(x) = 0, en la imagen (2.12) observamos que justamente la convergencia a la
solucién se obtiene con un niimero menor de iteraciones cuando el solapamiento es de mayor superficie.

Dado un dominio €2 vamos a considerar una descomposicién geométrica con solapamiento {€2;}i—1.
tal que Q = U, ().
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Ejemplo numérico

Consideramos ahora un nuevo ejemplo donde la funciéon fuente f es la adicion de funciones de
Dirac.

{ au(T) — Au(@)+ || Vu(@) [[3= n(@) | u(@) > + X, Kibs, VT €Q (2.117)

u(®) =0 VT e 0.

donde T = (x,y), @ = (0,1) x (0,1), u(Z) = 6, =1, K1 =5 = Ky, K3 = 10, 7; = (0,1,0,2),
To = (0757076) y T3 = (0797079)
En la Figura 2.13, hemos representado la super-solucion calculada después de cinco iteraciones de

Figura 2.13: Aproximacién de la solucién (2.117)

Newton cuando la L?norma de la actualizacién es de orden 1074

El tamano del paso espacial es dv = dy = 0,02 y el nimero de subdominios va de 9 a 16. En
la segunda iteracion del método de Newton tenemos 9 subdominios y a partir de la tercera iteracion
el nimero de subdominios necesarios es de 16. La figura 2.14 nos da la ultima configuracion de los
subdominios.

Iteracién de Newton 1 2 3 4
Norma del update de Newton | 4,21 | 0,17 0,026 6,410~*
# Iteracion Schwarz - 20 14 6
Norma del update de Schwarz | - 8610°%]9110*[8810°1
#subdominios 1 9 16 16

Cuadro 2.1: Comportamiento del algoritmo
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Figura 2.14: Descomposicién en subdominios
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Capitulo 3

Meétodos de Subestructuracion

3.1. Método del complemento de Schur

El método de descomposiciéon de dominios del complemento de Schur es la version discreta del
operador de Steklov-Poincaré.

Consideremos una descomposicién del dominio €2 en dos subdominios €2; y {25 tales que 21"y = ¢
v Q1 U Qy = Q. Definimos I' = 09 U 09, la interfaz entre los dos subdominios.

Figura 3.1: descomposicion en dos subdominios sin solapado.

Supongamos que la numerotacién de los nodos de interpolacion de la soluciéon numérica de una
ecuacion de derivadas parciales eliptica por un método de elementos finitos o diferencias finitas puedan
ordenarse de manera a agrupar el vector de incognitas u en tres vectores de numerotacion contigua,
up con las incégnitas en nodos interiores a {2, us con las incognitas en nodos interiores a €2y, y para
terminar ur correspondiente a las incégnitas situadas en I'\0€2. Las dimensiones de estos vectores son
respectivamente Ny, Ny v Np. Asi N, la dimensién del vector de incognitas u es igual a Ny + Ny + Np.

La matriz de rigidez A de dimensiones N;, x N}, podra asi representarse por bloques, de la manera
siguiente:

A11 0 AlF Uy f1
0 Az Aor u | = | fa (3.1)
Ar1 Ara Arr ur fr

Los coeficientes de los diferentes bloques son los siguientes:
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donde a;(.,.) es la forma bilineal asociada al operador de derivadas parciales definidas sobre €;,
considerando unicamente los elementos de la base correspondiente a nodos en el interior del dominio
Q;.

Sobre la interfaz consideramos los elementos de la base de interpolacion correspondientes a los
nodos situados en la interfaz, ¢L, r =1,---  Np.

(AFF)TS = al(qbf:a ¢£) + a’2(¢£a qbg)a S, = 17 e 7NF- (33)

El aporte del producto entre los elementos de la base correspondientes a los nodos al interior de los
dominios €); y los elementos de la base correspondiente a los nodos situados en la interfaz se encuentra
en los coeficientes de la submatrices A;r.

(Air)y = ai(@, o), 1=1,--- | N;, r=1,---, Np. (3.4)

Una sustitucion de Gauss por bloques nos da:
uy = Ay (fi — Airur), y us = A3 (f2 — Asrur). (3.5)

remplazando en la iltima ecuacién obtenemos:
(Arr — Ar Al Air — AroAgy Aor)ur = fr + Ar Al fi + AreAgy fo (3.6)

Podemos ahora notar »;, = (Apr — Ar AT Air — Ara Ay Agr) la matriz complemento de Schur y
xr = fr + Ar AL fi + A A3 fo

Obtenemos asi el sistema lineal complemento de Schur siguiente:
Ypur = Xr (3.7)

que es la versién algebraica del sistema de Stelov-Poincaré (1.36).
Si descomponemos Arr = A(FIF) + A(Flr)7 reflejo de la descomposicién (3.3), podemos decir que:

Yp =X+ Yo (3.8)
donde: '
Sin =AY — AR AT A, i =1,2. (3.9)

Estas matrices son densas, simétricas y definidas positivas (version discreta de la elasticidad).
Cuando el nimero de incognitas es pequeno y podemos calcular el complemento de Schur el método
es llamado de condensacién estatica. Sino, en general, para resolver el sistema lineal se utiliza el
método del Gradiente Conjugado.
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Si se nota r* = yp — Ehulf el residuo a la iteracion k.
» Etapa 0:u’eR" et tol > 0; k=1;p® =1r°

» Etapa k : verificacién de la condicién de corte. Si HrkH < tol STOP

= Sino
e Calcular : )
k
eIl
(Znp*, p¥)
[ ]
S S pkpk:
[ ]
S pkEhpk
* k1|2
g _ I
]2
[ ]
P = Pkl gk
e k=Fk+1

Dos dificultades aparecen en este algoritmo, la primera de orden operativo, el célculo de ¥,p*, y la
segunda la convergencia.
Para calcular ¥,v, v un vector de dimensién Nr efectuamos:

S0 =(AW — AR AT A (3.10)
EQ}}LU :(Al("2l')‘ - AF2A2_21AZ'21")U (311)

La evaluacion de w = A;lAi[‘U, 1 = 1,2 se hace de la manera siguiente, se calcula la solucién del
sistema lineal:

Esto equivale a resolver el problema discreto sobre cada sub dominio, y se puede hacer en paralelo.

El segundo problema, la convergencia del algoritmo del Gradiente Conjugado depende del con-
dicionamiento de la matriz ¥, que se nota condy(X;). Una estimacién del nimero conds(Xy) (ver
Quarteroni) nos dice que:

condy(3) < Coh™! (3.13)

donde A es el paso de discretizacion y la constante C es independiente de h.
Una primera posibilidad de precondicionamiento, para que el condicionamiento sea independiente
de h es considerar el sistema:
X pShur = X, @ = 1,2 (3.14)

El nuevo sistema, precondicionado por 21_111 0, ,1L tiene un nuimero de condicionamiento independiente
de h.
condy(X;,5n) < G, i =1,2. (3.15)

Con C; independiente de h.
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3.1.1. Caso multidominios

Consideramos el caso donde la descomposicion de la geometria 2 es en m subdominios §2; sin
solapamiento, es decir que ; N Q; = ® si ¢ # j.

Notamos H; el didmetro de cada sub-dominio €2;.

Las interfaces de descomposiciéon del dominio € la notaremos I' y es igual a I' = {U",0€;} n Q.
Notaremos también I'; = 0€,\0€2 y entonces I' = U™ | I';. Asi Q = {U*,€;} U I'. Notaremos también
I; el conjunto de indices de los nodos de interpolacién situados al interior del dominio €2;, y I = U”I;
el conjunto de indices de los nodos al interior de U™, €2;. Sea N; = #(I;). I" serd también el conjunto
de indices de los nodos situados en las interfaces, I'; serd tambien el conjunto de nodos en I';, sea
Ji = #(1y)

Haciendo una permutacion de indices adaptada podremos particionar el vector de incégnitas u =
[ur, ur] v el vector del segundo miembro en [ f;, fr]. Asi la ecuacién:

Au=f (3.16)

donde A es la matriz de rigidez, se puede reescribir por bloques:

lig iﬂ [iﬂ N [}ﬂ (3.17)

donde la matriz A;; es una matriz por bloques:

AH 0
AHI (3.18)
0 Amm

donde A;; es la submatriz de la matriz de rigidez local asociada a un problema sea de Dirichlet o
Neumann en §2;.
La matriz de rigidez asociada a un problema local es dada por:

Aii AzF]
A; = ; 3.19
[An 40 (3.19)

Los coeficientes de los bloques de la matriz A; estan dados por;

(Aii); =ai(9j, 1), 1< jl<N; (3.20)

(Air)ir =Ai(Ur, 1), 1 <7 < J;, 1<I<N; (3.21)

(A, =ai(he, 1), 1< 1,5 < J; (3.22)

donde ¢;, j = 1,---, N; son los elementos de la base de elementos finitos correspondientes a los nodos
en el interior de €2; y ¢, r = 1,--- , J; son los elementos de la base correspondientes a los nodos en la

interfaz I';.
Un proceso de sustitucién de tipo Gauss por bloques similar al caso de una descomposicién en dos
subdominios nos permite de calcular la matriz complemento de Schur en el caso multidominios.

Sh= D RipAm — Alp A7 A Ry (3.23)
i=1

Fr=xr =) Ripfir — ApA'f; (3.24)

i=1
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y el sistema lineal asociado es:
Yhty = X1 (3.25)

Cabe agregar que el nimero de condicionamiento de ¥, depende ahora del paso de discretizacion y
del diametro de los subdominios.

H
hH?. =

min

conds(Xp) < C (3.26)

donde H es el diametro maximal de los subdominios y H,,;, el didmetro mas pequeno de los subdomi-
nios. En el caso donde la descomposiciéon en subdominios es cuasi uniforme, es decir que H,,;, > 7H
para un 7 fijo, entonces es claro que el nimero de condicionamiento es de la forma:

condy(Xy) = O(hTH™) (3.27)

En esta etapa el desarrollo siguiente es concebir un precondicionador eficaz para el sistema lineal
(3.25).

Un algoritmo directo para el caso multidominios es el siguiente:

Algoritmo 3.1.1. (Algoritmo de Schur multidominios)
1) parai=1,--- ,m (Nimero de subdominios)

Ensamblar las matrices Ay, Air, Are?, fi, fir,
Calcular los factores de Cholesky : A;; = LiL§
Ensamblar las matrices ¥; = AppY — ALLILTY Agr
Ensamblar Fir = f;r — ALWLELT ;.

(3.28)

Fin de la iteracion sobre los subdominios.
2) Ensamblar:

Sh= Y Rl SiRip

=l (3.29)
Fr = ) Rl Fy

=1

3) Factorizacion de Cholesky de ¥y,: Xy, = Ly L y resolver:

Lywr =F;
{ e (3.30)
LEUF =Wr
4) Parai=1,---,m resolver (eventualmente en paralelo): Ayu; = (f; — Air Rirur)

Fin de la iteracion sobre los subdominios.

Obtenemos u = (u}, -+ ,ul, uk) la solucién numérica de nuestro problema.

Observacién 1. R, es un operador de restriccion similar al empleado en el capitulo precedente.
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3.2. Métodos de subestructuracion en formulacion continua
3.2.1. Método Dirichlet-Neumann
El objetivo de este tipo de métodos es de calcular de manera iterativa una soluciéon del problema
multidominios:
(A wu(z) = f(x) sizeQ
u(z) = 0 si x € 0y N o
u(z) = wug(x) sizel
1 m - an o guer (3:31)
us(z) = 0 si x € 0y N 0N
L —A w(x) = f(2) six ey

Vamos iterar en una de las condiciones de frontera, en este primer caso la condiciéon de Dirichlet:

Dado una primera estimacién Ay, por cada k >

0 calcularemos las secuencias u} y uf solucién de:

—Aubt =f en Q,

—Auftt = f en it
+1 __
k+1__0 en.&(hrﬁ(X) y k 1 O ;ﬂ1@§b N 052
bt =\Fen T Ouy” :é’u1+ en
on on
y la evolucion de A:
ML — gub L L (1 —0)N\F, 1> 06> 0. (3.32)

Si 6 =1, el método puede no converger sin hipétesis sobre los subdominios §2; y €25. Considermos

el caso elemental siguiente:

{_u//(

Si la descomposicion es de la forma €, =]0,
si no tendremos divergencia, ver la figura

af
( 2

x)

u(0)
y 18,
).

n (0,1)
u(l) =0

1[ el método converge si y solamente si « > (1— 1),

5+

I
I
I
|
|

Figura 3.2: Convergencia si 6 = 1.

Se puede obtener un método similar relajando la condicion de frontera de tipo Neumann, definiendo
Tk y ukH siguientes :
—AGET =f en Oy
Gkt =0, en 09y N 0Q v

k+1
Oty

on

las secuencias

~k+1
—Auy =f,en

a ™ =0, en 99y N 0N

a?+1 ~k+1

=Uy en I’

—FenT
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el parametro ;¥ calculado a cada iteracion:

a,allerl

it =4 °— + (1—0)uk, 1>6>0. (3.33)

La forma variacional del método de Dirichlet-Neumann se obtiene utilizando la misma técnica que
la usada en la demonstracion de la equivalencia entre la formulacién multidominios y la monodominio.

Sea A\ € A;

{al(ulfﬂ,vl) =(f,v1)1, para todo v; € V

ubtt =\Fen T

as(ub™, vy) =(f, v2)2, para todo vy € Vy
a(us ™, Rop) =(f, Rap)2 + (f, Rap)r — ar(uy™, Rap) para todo pe A
con la evoluciéon de A definida por:
ML= Qub™ (1 —0)\%, 1> 6> 0. (3.34)

Este método puede ser interpretado como una iteraciéon de Richardson precondicionada por el
operador de Steklov-Poincaré Ss; la primera ecuacion puede reescribirse de la manera siguiente:

ubtt = H\M\F 4+ Gy f (3.35)
con H;\* la solucién de: determinar H;\¥ € V; tal que

ay(Hi\¥, vy) =0, para todo v, € VY
H M=)\ enT

y G1f es la solucién de; determinar G4 f € V{ tal que

al(Glf, Ul) = (f, U1)17 para todo V1 € ‘/10

Por otro lado, si escribimos us*! = ub™ — Gy f + Gaf se verifica que:

A(ub™ — Gyf) =0,en €
ub™ — Gyf =0 en 90 N Qy
us™ —Gaf) i) | AGaf)
=— +
ons on on

pues ny = —ny = n. Entonces:
uy e =(us T = Gaf)r
O(H\NF)  A(Gif)  0(Gaf)

_ Q-1 o
=57 on on * on )

=57 (-SX +x) con y = (o) AGLT) (3.30)

podemos ahora reescribir la evolucion de A como una iteracion de Richardson:
N =QuSt L+ (1= )N = A+ 0(us ™ — )
=\ 4 0(S;H(=SIAF + x) — (S519)\F)
=\ 4+ 0571 (=SA + x) (3.37)

es decir una iteracién de Richardson precondicionada por Ss.
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3.2.2. Método Neumann-Neumann

Este método fue propuesto en 1985 por Agoshkov y Lebedev [54]. Mismo si el volumen de cédlculo
(la complexidad algoritmica) es superior al método Dirichlet Neumann, el método Neumann-Neumann
es directamente paralelizable.

Dado \° definido sobre I', para k > 0 se construyen las secuencias uf“,i =12y wf“,i =1,2

que son solucion de:
k+1
—Au; " =f,en

uF™ =0, en 0 N 09
ubtt =\"en I
para i = 1,2. A continuacén resolvemos la ecuacion sobre la condicién en las derivadas normales.
k+1
_sz :f7 en Qz
YF =0, en 09 N 00

a¢f+l 76U’f+l B aug—&-l

= r
on on on "
para i = 1,2. La evolucién de \* es dada por:
k+1 _ \k kit k+1
1 — .
AT = A+ 0(o11 o2y ) (3.38)

Los pardmetros verifican 0 < 6,01, 09 < 1.
La formulacién débil es la siguiente: determinar u¥*! € V;,4i = 1,2 solucién de

{a,(ukH ,vi) =(f,vi)s, para todo v; € V

(2
ubtt =\"en T

y ?ﬂf“ e V;,i = 1,2 solucién de:

ay (YT vy) =0, para todo vy € VY
ar (Wi Rap) = = (f, R — (f, Rap)z + ax (W™, Rap) + ag(us*, Rop) para todo pe A

ag (YT 0y) =0, para todo vy € V3
as Py R2M) =(f, R + (f, Rap)2 — ar (uf ™, Rap) — ag(us™', Rop) para todo pe A

El algoritmo Neumann-Neumann puede también interpretarse como un método de Richardson pre-
condicionado. Si:

ubtt = H A\ + Gif (3.39)
entonces:
Bl gl (a(HlAk) CAGLf)  A(HaAY) (G f))
Lo ! on on on on
=Sl_1(—S/\k + ). (3.40)
Sin = n; = —ny obtenemos:
57 = S5 H(=SAF + ). (3.41)
entonces la evolucién de la condicién de frontera \*
ML= N 00 ST 4 0955 (0 — SAF). (3.42)

obtenemos un método de Richardson precondicionado por la matriz 0.5, " + 02595 *.
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3.2.3. M¢étodo de Dirichlet- Neumann para la ecuacion de elasticidad lineal
Dado A\° € (A)? para cada k > 0 resolver:
encontrar ut ™ e (V)4
61<ulf+1avl> = (favl) v V] € (‘/Ylo)d

ul™ =)\ enl

seguido de:
encontrar uy ™ e (V?)?
k+1

ea(us™ vy) = (f,vq) ¥V vy € (17)?
ea(us™, Rop) = (F, Ropt) + (£, Rupr) — ex(uf™, Ryp) ¥ pu e (A)"
la evolucién de A\* en \¥*! se obtiene de la manera siguiente:
ML = gub™ 4+ (1 —6) \* sobre T, (3.43)

con 0 < 8 < 1.

3.2.4. M¢étodo de Schwarz sin solapado, condiciones de Robin

Consideremos en esta secciéon un problema un poco mas interesante, una ecuacién de reaccion
difusién:

—Au+nu=f, en Q (3.44)
u =0, en 0N (3.45)

con Q c R4 d=23,n>0y fe L*Q). Para obtener un método sin solapamiento vamos

02

Figura 3.3: Dominio ).

a considerar una formulaciéon multidominios equivalente a la formulaciéon (1.2), en el caso de dos
subdominios, k = 1, 2:

—Auy + nug =f, en O (3.46)

U =0 en an N 0f2 (347)
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Figura 3.4: Descomposicion de dominios.

con condiciones de transmisién de Robin:
(3u1

anl
8u2

ony

Ous
— +t U =—— + Q1Ug, €N F12

(75}
— + QU =—— + Uy, €en FLQ

8n2

8n2

En 1990, P.L. Lions propuso el algoritmo siguiente; para n >

los problemas de Robin siguientes:

—Auy +nuy =f, en
uy =0 en 0§ N 0N
out 8u’§_1
+ aquy +au?t enT
ony YT oy e b2
y
—Auy +nuy =f, en (1
uy =0 en 0Qy N 052
ouy ouy!
= +au? ! enT
ong ony 2 b
ou
el dato necesario para comenzar las iteraciones es —* + agug = (p.

3.2.5. Convergencia del método de Schwarz sin solapamiento

ony

46

(3.48)

(3.49)

1 a cada paso n se resuelve en paralelo

Si notamos e} = up — u el error cometido en el dominio k, para k = 1,2, verifica las ecuaciones

siguientes:

—Ae] + net

n
€1

:O, en Ql
=0 en 02 N 0N

n—1

+ 04163
n;

-1
, €N F1,2
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y
—Aey +ney =0, en (2 (3.59)
esy =0 en 0§y N 0N (3.60)
oey oep
81122 e = . n + azel™, en I (3.61)

Ahora vamos a suponer que a; = ap = « y establecer estimaciones en L?();) que demonstrardn
que ||e||1 — 0 cuando n — co. Aplicando el teorema de Green se obtiene:

oep
f (IVeRl? + nlepl)de = f ey (3.62)
Qp T2 ony

pero utilizando la igualdad:
1
AB = 4—[(A +aB)? — (A —aB)?]

«
1 oey oey
Vel + nle?|?)de = — E o ael)? — (=% — ael)?)d 3.63
J, (werr = mleifae = o | (G +aet® ~ (5 —aciy?yin (3.63)
Usando las condiciones de interfaz se obtiene:
1 oe? 1 Oe !
Vn2 n2d o k n2d - [ led 364
Jo (wer s mleifae s o | (GE—apar = (G e @on

para k =1,2 y [ # k. Sumando en k :

1 dent
2 d _ J nQd _ _J k _ n—1 2d
ZJ (VR + nlek)de + - 2 G —oey = Y (G e

J . ~- J
Bn Bn—1
o6}
Entonces sumamos en n y el caracter telescopico, la serie de términos positivos ZE” < B, esta
n=1

acotada, podemos concluir que lim,,_,, E™ = 0.
En el caso de mas de dos subdominios se puede hacer el mismo razonamiento: si k = 1,---m

J Vel + nleP) dx—ZJ aek (3.65)

1 oep oep
- f (G oy —(SE —aepyty (360
1 1,2

(311k ank

entonces usando las condiciones de interfaz para todas la fronteras I'y; # ® se obtiene:

oey n 1 oep! e
f (Ve + nlet|?)dx + —ZJ 6n]:{ — e )dy = EZL ( 8lnl —aef)2dy (3.67)
1 kol

Iy
Sumandoen k=1, --- ,m:
- 66" !
(Vi + nle)dn+ 1o 2 5 [ (5 —aepy - | e
I;Jﬂ kzll;ézk Fkl ank 4& k’zll#zk’ Fk:l a
En Bn anfl

Entonces sumamos en n y utilizando el caracter telescopico, obtenemos que la serie de términos

positivos Z E™ < BY es acotada, podemos concluir que lim,,_,., £" = 0.

n=,1
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97 9%,

0f2

Figura 3.5: Descomposicién de dominios en K subdominios.

3.2.6. Eleccion del parametro o.

Consideremos el caso donde 1 = 0 en una dimension:

—u" =fen (0,1
f en (0.1) (3.68)
u(0) =u(l) =0
La descomposicién del domminio (0,1) es de la forma Q; = (0,7) v Qs = (7, 1).
! LI 2
Figura 3.6: Descomposiciéon de dominios en 1D.
El error e} = uy —u, k = 1,2 verifica la ecuacién siguiente:
—e” =0 en (3.69)
er(0) =0, e5(1) =0 (3.70)
La solucién estd dada por e} = Cfz y e} = C?(1 — ) y las condiciones de interfaz ( o de
transmision):
Cr(1 + ary) =C3~ (1 — an(1 = 7)), (3.71)

C3 (1 + ax(1=7)) =C7 (1 — az7) (3.72)
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n n

e
1 1 i
— es dado por —— y entonces:
€] ]

= (e ) (i) 679

y el algoritmo converge en dos iteraciones (p = 0) si elegimos :

Asi el factor de convergencia p; =

1 1
= —, = — 3.74
M= Y= (3.74)
. . . . €9 02"
se obtiene el mismo resultado si se considera p; = —=5 = oz
€ 2

En el caso de dos dimensiones es posible analizar el problema utilizando la transformada de Fourier
en la variable y a lo largo de I'1 5 con pardmetro w.

0 ¢]
u(w) = J ey (x)d (3.75)
en dos semi-espacios 21 = (—0,0) x Ry Q5 = (0,00) x R. Para un dominio Q, &k = 1,2 en el paso n

y

Q4 Q5
[0

Figura 3.7: Dominios en 2D.

la transformada de Fourier del error e} = uj — u verifica la ecuacién siguiente:

aéz 2 AT
e + (w® +n)ép = 0. (3.76)
Dos solucidnes de esta ecuacion son:
&1, w) = Cper* ) 3z, w) = Cper™ ), (3.77)

donde r* = +4/w? + 1.
Calculando la transformada de Fourier de las condiciones de transmisién y considerando que n; =
(1,0) se obtiene que el factor de convergencia:

( ) ey Cy w2 4+n—ao w2 +n—a (3.78)
p W,n,al,ag = ~— = — = .
e o Vwr+n+ oy Vw?+ 1+ ay
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El algoritmo converge en dos iteraciones si p = 0, es decir si a;(w) = as(w) = v/w? + 1. Si volvemos
al problema inicial las condiciones de transmisién en la interfaz I'y 5 se escrlben

out ouy !

+ Sy (u} + S (uy™), en T 3.79

anl 1( 1) & 1( ) 1,2 ( )
oul ”_1

ul + Sy(up™t), en T 3.80

St + S(u) = + Sy ™), en T (3.50)

donde Si(u) = F 1 (ag(w)d), k =1,2. Esto es practicamente inutilizable.
En la practica se busca calcular oy y as tales que minimicen p en un cierta gama de pulsaciones
(frecuencias):

ot matiap) = min (mixlptwman o)) (3.31)
a1,a220 \ w—<w<w™T
Si h es el paso de dicretizacién de I'y 5, consideraremos la gama de pulsaciones [w™,w™] siguiente:
—_ T
“oOT g
_wt="T7
w h

esta tltima cantidad w™ es la mayor pulsacién soportada por la discretizacién.
Es decir si I'y o = (0, L) las funciones propias del laplaciano con condiciones de borde de Dirichlet

son Uy, () = \/% sin #7% el operador de Laplace discreto en una grilla uniforme tiene un valor de

minima y méxima de frecuencias que pueden ser representadas (que se llama limite de Nyquist).
Por ejemplo si elejimos o = ay = « la soluciéon o* verifica:

ol a”)) = miy (_ mx Jo(e.n.0)]) 3:52)
y
o = (@) + (@) + )" (3.83)

La determinacion de los parametros optimales oy y as es un tema que depende de la ecuacion,
del paso de discretisacion, y se debe determinar para cada caso. Sin embargo el método converge en
)
general para un o > 0, pero no de manera optimal.

3.2.7. Método de Agoshkov-Lebedev
Dados u y u) para k > 0 construimos las secuencias:
—AulfH/Q =f,en
ulfH/Q =0, en 0§ N 0N

PRLSYe R

+
on + PRy 52+pkuzenf
entonces ub ! = uf + ey (W — uk) en Q.

—AUSH/Q =f,en {2y
u§+1/2 =0, en 0y N 02

A k+1/2 k+1
OUy k+1/2 Juy k+1
—qk + Uy = qp—— +uen T
on on
k+1/2
y entonces us ™ = ub + B (us 2 _ uk) en Q.

Los parametros verfican p, = 0, ¢ = 0; ap, e Ry G e R .
Se observa que si p. = qx = 0y agy1 = 1 obtenemos el método de Dirichlet-Neumann.
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3.2.8. Método FETI (Finite Element Tearing and Interconnecting method)
Introduccién al caso continuo

Consideramos el caso adjunto y eliptico siguiente:

{ —V.(a(x)Vu(z)) + c(x)u(x) = f(x) xeQ
u(z) =0 x € 0N
(

La formulacién débil consiste en encontrar u € H}(£2) tal que:
Alu,v) = F(u)

con { Au,v) = SQ(QVUVU + cuv)dz
F(v) = SQ fudx

Como el problema es auto adjunto y eliptico, por el teorema de Lax-Milgram es equivalente a un
problema de minimizacién: calcular u € H}(2) argumento minimo de una energfa:

J(u) = min J(v) (3.84)
veH}(Q
con |
J(0) = 5 A(w,v) - F(v)
Si consideramos una descomposicién geométrica del dominio §2, en m sudominios €2y, - -, £2,,, defini-

mos las fronteras e interfaces: I'' = 0Q; 1 Q v I, = 0Q; N 0Q. Podemos definir un problema en cada

Iy

Figura 3.8: descomposicion en subdominios, sin solapamiento, notacion

subdominio [:

Af(u,v) = SQl(aVulel + cupvy)dx, Yuy, v € Hp ()

F(vu) = SQ; fudx
Hp () ={ve H'() tal que v = 0 en I';}

Dado un conjunto de funciones ve = (11,--- , v} con v € HE (€) podemos definir una energfa:

Jv) = Y5 A, )~ Fi(w) (3.85)
=1
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Sive HY Q) es tal que v = v; en §; para 1 < [ < m entonces:
J(v) = J(ve) (3.86)

En general v; # v; en I';; = 0€); n Q. Definimos para uso técnico los conjuntos siguientes:
Notemos I*(1) = {j : I';; # ¢}, esta claro que si j € I*(I) < 1 € I*(j).

w [(I) < I*(l) = {j : I tal que si I';; # ¢ entonces j € I(l) ol € I(j) pero no los dos al mismo
tiempo.

» I, < I(l) las interfaces de dimensién d — 1 cuando Q = R%.
» Vo ={ve:v =vjenly;, sijeI(l);1 <1< m}.

Es decir que Vj es el conjunto de funciones definidas en los subdominios continuas a través de las
interfaces.

Para obtener soluciones continuas a través las intefaces introducimos el problema siguiente: mini-
mizar J(v.) en Vy. Es decir calcular u, tal que:

Je(ue) = min J(v,) (3.87)
’UEEVO
El método FETI consiste en resolver el problema de optimizacién (3.87) utilizando multiplicadores
de Lagrange. A continuacién se resuelve el problema de punto silla resultante utilizando el gradiente
proyectado, pre condicionado.

Caso discreto

Consideremos T (€2) una triangulacién de € casi-uniforme (Si d; y ds son respectivamente el
d
diametro interior y exterior de los tridngulos, d—2 < 0). Sea Vj, el espacio de elementos finitos asociado
1
a la triangulacién T,(2).
El problema discreto se enuncia: encontrar uy, € Vj, n H}(Q2) tal que:

A(up,vp) = F(vy) Yo, € Vi, 0 Hy(Q) (3.88)

Si up(x) = Zi]ihl Uspi(z) con ;i = 1,--+, Nj, une base de X;, = Vj, n H}(2) obtenemos un sistema
lineal.

AU = F (3.89)
con
(A)ij = Alpj, i) = Alpi, ¢;) (3.90)
(F); - L Foyds (3.91)
U= Uy, - ,Uy,) (3.92)
Si ahora consideramos una descomposicién de dominios de €2 sin solapamiento {2y, -+ ,Q,,}. Ano-

tamos (1) los nodos interiores de €; y I'¥ los nodos en el borde €. El conjunto de todos los nodos
en las interfaces son:
r=um o

El nimero de nodos en §; lo llamamos N I(l) y el ntimero de nodos en I'® es ng).
Llamamos N; = NI(Z) + ng).
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4 Qs Q9 Q13

Q3 Q6 Q10 014
Q2 Q7 Q11 Q15
a1 08 Q12 Q16

Figura 3.9: descomposicion en 16 subdominios.

Sea U I(l) e RV y Ulg) e RM los valores de U correspondientes a los nodos de §; y '™ respecti-
vamente.

Los desplazamientos locales, la matriz de rigidez y las cargas locales son llamadas:

() 0) (1) (1)
U A A 3
U = JD,AW: ot |y Fi= ﬁu (3.93)
r A App r
para 1 <[l < m.

Si R; es la restriccién de RN — RN U} = RjU. La transpuesta R! expande U; a un U completado
con zeros. Entonces tenemos que:

A RIAVR, (3.94)

N
I
—

F=Y'RE (3.95)

NgE

l

1

que es la relacion entre las cantidades locales y globales.

Observacién 2. Si c(x) = 0 y < Q (el caso de los subdominios Qg, Q10, 7, Q1 en la figura (3.9))
la matriz AD puede ser singular. En el caso de la elasticidad el Kernel(AY ) puede ser de dimension
d <6, (si 2= R®). En este caso Z© es la matriz de dimension Ny x d; donde las columnas son la

base del Kernel(AW ):
Imagen(Z"V) = Kernel(AD) (3.96)

Si AV es regqular ZU = {0} y d; = 0.

El equivalente del teorema de Lax-Milgram en el caso discreto nos dice que si A = A! es estricta-
mente definida positiva y AU = F' entonces:

J(U) = min J(V) (3.97)

VeRNn

1
con J(V) = EVtAV —VIFVV e RV,
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En el método FETT el funcional de energia no impone la continuidad de las incégnitas a través de
las interfaces. Esta continuidad es impuesta por medio de restricciones.

Si ahora introducimos una notacién mas proxima con la elasticidad lineal el vector de desplaza-
miento global v, = (v, -+ vt ) es de dimensién N, = Ny + - -- + N, y los vectores v; = (vb', v.")" son

rm

los desplazamientos locales.

La carga global es definida como f. = (ff,--- | f{)" donde f} = ( I(l)t, flg)t) son las cargas locales.
La matrix de rigidez global es block diagonal:

A= (3.98)
Alm)
Definimos también la matriz global Z de dimension N, x d tal que:
A,
Z=| o (3.99)
7, (m)
donde Z® son las matrices de dimensién N; x min{l,d;} donde las columnas son una base del
Kernel(AD), entonces d = >, d;. La construcién de la matriz Z puede realizarse utilizando el

método de triangulacién de Gauss.
Ahora podemos introducir la versién discreta de la energia J.(w,) como:
1

Je(we) = §w§A€w5 —wlf. (3.100)

Cuando w; = Rjv podemos demostrar una igualdad entre J(v) y Je(w,). Explicitamente siv e RN

» Definimos w, = (wi, -+ ,w!)) con w; = Ryv.

» Definimos f = eril fz Yy fe = (ff? e 7frtn)
= Definimos la energia extendida:

1
Je(we) = éwéAgwE —wlf. (3.101)

entonces: J(v) = J(w,).
Para obtener un problema de minimizacién tal que w; = R;v se introduce una restriccién lineal de
la forma Mw, = 0 donde M es una matriz de dimensiéon m x N, que verifica: w; = Rov,l=1,---,m

si y solamente si Mw, = 0y w, = (wi, -+ ,wk). Asi el problema de minimizacién toma la forma:
calcular w, € RM¢ tal que:

Jo(we) = min J(v)

weeRNe (
(

Muv. =0

3.102)
3.103)

es decir que el conjunto definido por las restricciones Vy = {v. : vy = vjenly;, sij € I(1);1 <1 < m}
en el caso discreto se escribe: Vy = {v. ee RV : Mv, = 0}.

Se puede demostrar [14] , [1] que si u es solucién del problema original monodominio (3.84) y w,
es solucién de (3.102), entonces w; = Rju,l =1,--- .
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Construccion de la matriz M

La matriz M es tal que Vy = Kernel(M), y tal que obligue a los desplazamientos wl(f) y wl(j ) a ser
continuos a través de las interfaces entre subdominios I';;.
Sea {x1,--- ,zn.} el conjunto de los nodos de interpolacién en la interfaz I'. Comenzamos por

definir los conjuntos y cantidades siguientes:
» W(i) = {j: x € 09Q;}, el conjunto de los indices de interfaces a las cuales x; pertenece.

» grado(x;) = #(W (7)), el nimero de elementos de W (i), es decir el nimero de interfaces a las
cuales x; pertenece.

= indice(z;, '¥)) = al indice local de z; en T'V)

La idea inmediata es obligar a que v;(z;) — vj(x;) = 0 para todo par I,j € W(x;). Puede ocurrir
que algunos nodos de la interfaz pertenezcan a més de dos subdominios, grado(x;) > 3, ver la figura
(3.10) y entonces aparecen ecuaciones redundantes. Serd necesario seleccionar un pequeno nimero de

Figura 3.10: Caso con el grado(x;) > 3

restricciones de manera a que todas las condiciones de continuidad sean verificadas sin redundancia.
La matriz M serd de la forma:

M=[MOV, .. M"] (3.104)

tal que Mv. = MWy + -« + MMy, donde M® es de dimensién r x N;. Si descomponemos v; =

1 Nt
(vy) ,vl(f ) )t separando los nodos internos a €2; de los nodos de la interfaz T

La matriz M® = [M I(i), Mé’)] = [0, Mél)] pues los nodos internos no participan a las restric-
ciones, la continuidad esta garantizada por el espacio de interpolacion.
SiVil,j € W(x;) con | < j anotamos I; = indice(z;, V) y j; = indice(x;, T¥)) | las restricciones
toman la forma:
(vr));, = (r);, = 0 (3.105)

en consecuencia los coeficientes de M son de la forma {—1,0,1}.
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Una manera de construir M es la siguiente: para cada W (z;) se organizan los indices en orden
creciente. A continuaciéon para cada par de indices consecutivos imponemos una sola restriccion, es
decir en total grado(x;) — 1 restricciones. El nimero total de restricciones es entonces:

Nr

r= Z(g]mdo(xi) - 1) (3.106)

=1

Por construccién la matriz M es de rango maximal, no hay restricciones redundantes, r = rango(M),
y la dimensién de M es r x N,.

Si | < j son dos indices consecutivos en W(;, sea k(i,[,7) un indice entre 1 y r asignado a la
restriccién involucrando v; y v;. Podemos ahora definir los coeficientes de M:

(M0 = 1,85 = i (3.107)
(MP)ys = 0,sis # 1, (3.108)
(MI)y,s = 1,55 = i (3.109)
(M) = 1,5is # J; (3.110)

todos los otros coeficientes son nulos.
Una segunda posibilidad es la redundancia, imponemos una restriction para todo [ < 7, [,j €

W (x;). Obtenemos asi é(grado(xi)(gmdo(:zi) — 1) restricciones y

=

N —

T =

(grado(z;)(grado(x;) — 1)

Il
_

7

En los dos casos Vy = Kernel(M) = {(Rv)%, -+, (Ryv)t : v e RV,

3.2.9. Formulacion utilizando multiplicadores de Lagrange

En esta section vamos a proponer un método de resolucion del problema de minimizacion siguiente:

Calcular u, = (uf,--- ,ul ) € R solucién de
Je(ue) = min J(w,) (3.111)
wEGVQ
donde: .
J(we) = zw'Aaw, — w' f. (3.112)

2
v Vo = Kernel(M) = {w. € R : Mw, = 0}.
El objetivo de la formulacion utiliazndo los multiplicadores de Lagrange es de buscar una soluciéon
de (3.111) como el cdlculo de un punto silla del Lagrangiano asociado.
Dado p € R" el Lagrangiano asociado al problema de optimizacién (3.111) anotado

1
L(we, 1) = J(we) + pt Mw, = §w§A€wE —w! fo + p'Muw, (3.113)

Las variables w,, los desplazamientos, son llamadas variables primales; la variables p, los multiplica-
dores de Lagrange son llamadas variables duales, y representan el flujo entre dominios.
Podemos definir una funcién dual, para todo p € R” definimos D(p):

D(u) = fﬁfﬁ(?}aﬂ) (3.114)
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Observacion 3. Visto que A, puede ser singular este infimo puede ser —oo si (fe — M'u) ¢ Image(A,).
Como la matriz Z es de rango = d, se verifica que:

Imagen(Z) = Kernel(A.) (3.115)
Podemos definir un conjunto de multiplicadores de Lagrange admisibles :

G={p:Z"(fe—M'p) =0} (3.116)
en consecuencia si j1 € G entonces D(u) > —o0.

Para v, € R definimos la funcién E(v.) :

E(v,) = Sl;p L(ve, pt) (3.117)

Observacion 4. Como L es lineal en funcion de u, verificamos que:

Bu,) +0o0, st Mve # 0 (3.118)
V) = , )
J(ve), si Mv. =0

Para los desplazamientos admisibles, es decir aquellos que verifican Mv. = 0 , tenemos que

E(ve) = Je(ve) < 0.

Definicién 3.2.1. Un punto (ue, \) es un punto silla del Lagrangiano L si verifica la condicion siguiente:
L(ue, 1) < E(ue) = L(ue, \) = D(A) < L(ve, A) Y v, o (3.119)

Derivando con respecto a las variables primales y duales se obtiene que un punto critico (ue, \)*

de L(ve, p) verifica la condicién de primer orden siguiente:

(3.120)

Acue + M =1.
Mu, =0

Observacién 5. En el caso donde la matriz A, es reqular( invertible) y en consecuencia, por construc-
cion estrictamente definida positiva, podemos resolver el problema de optimizacion (3.111) utilizando
un meétodo cl’asico para la minimizacion de un problema cuadratico, convexo con restricciones de
tgualdad.

En lo que sigue consideramos que si A, es singular, entonces la matriz Z es de rango d = ", d®.
Definimos la matriz G = M Z de dimension r x d. La matriz G es de la forma:

G=MZ=[MYzW... Nz (3.121)

Se demuestra, ver [49], que el multiplicador A solucién de (3.120) es solucién del sistema reducido
siguiente:

PyKA =P,
{ ’ 0e (3.122)

G'\ =g
donde:
» Py =1 - G(GG)G,
« K = MASM,
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" e= MAeTfea
= g=2,
» A,y (G'G)' son las pseudo inversas de Moore Penrose (ver apéndice).

A continuacién dado A los desplazamientos u, son calculados de la manera siguiente:

ue = Al (f. — M'\) + Za
(3.123)
a=(G'G)IGHEN - MATf.).

El algoritmo consistira fundamentalmente en resolver el sistema (3.122)

Observacion 6. Cuando la matriz A. es regular, la matriz Z es de rango nulo y entonces podemos
prescindir del vector a. En este caso:

» K = MA M,
ne= MAT'f,
n G=0,F=1;y9=0.
El sistema (3.122), es la condicion necesaria para que A sea un mdzimo de la funcion dual D(u).

En conclusién el algoritmo FETI para resolver los problemas (3.122) y (3.127) es el siguiente, ver
[14]:

Algoritmo 3.2.1. Dato inicial: Ny, (por ejemplo A\g = 0)
1) Calculare y g :

_ i
{6 =MAS. (3.124)

9=2"fc
2) Resolver los sistemas lineales siguientes usando la pseudo inversa (ver apéndice)
G'K(GBs + Cv.) + G'Goy = G'Py(e — K)\o)

C'K(GBy + Cv,) + C'G6, = C'Pyle — K )\o) (3.125)
G'(GBs + Cvs) = Gy

3) Definimos Ay = Ao + GPs + Cs.
4) Calcular el residuo: ro = Py(K A — e€).
5) Para k =1,2,--- hasta la convergencia efectuamos la iteracion siguiente:

(2p—1 =N7T31
Yr—1 =Q2k—1

&k =7“k71tyk71

I o sik =
) Pr =Yp_1 + ézpk—la sik>1,p=yosthk=1 (3.126)

S
P;ipoka

e =Ak—1 + Vipr

Vg

L Tk =Tk—1 — Ve Po Ky,
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6) fin de la iteracion en k.
7) Calcular:
= (G'G)'G' (KX — MA[ f.
{ a=( )& fe) (3.127)

ue = Al (f. — M'\) + Za.

Para finalizar esta section vamos a especificar la definicién de las matrices C', () y N que aparecen
en el algoritmo (3.2.1).
Para la definicion de las matrices () y C' dos casos son posibles.

= Si en la ecuacién (3.84) c¢(x) = 0 puede pasar que la matriz de rigidez local A® sea singular.
En este caso se introduce la matriz Z ya definida, entonces G = MZ y C' = 0, en este caso

Q=1-G(G'a)'a.

= Sic(z) = ¢p > 0 las matrices A® son regulares entonces G = 0 y la proyeccién Py = I;. En este
caso para acelerar la convergencia se considera la matriz C' = MZ donde Z es una matriz de
dimensiéon N, x r. Las columnas de la matriz Z son una base del K ernel([le), donde fle es la
matriz de rigidez cuando hacemos ¢(x) = 0. Entonces la matriz Q = [ — C(C*'KC)"'C'K.

En la literatura se propone la matriz de precondicionamiento N siguiente, ver [14]:

- i i Dt @ LG iyt
¥ = S alh AR A AR M
i=1
El algoritmo FETI descripto aqui es el algoritmo basico. Existen incontables evoluciones en la
literatura, en particular al algoritmo FETI — DP por dual-primal.



Capitulo 4

Ecuaciones Parabélicas (Problemas de
evolucion)

Vamos a ilustrar los diferentes métodos de resolucion de ecuaciones parabdlicas utilizando la des-
composicién de dominios a través de la ecuacién de la temperatura siguiente:

Z—u—ﬁu = fenQr=Qx(0,T)

t _ ) (4.1)
u =0 en 02 x (0,7)

u(z,0) = wup(x) en )

donde  es un conjunto convexo, abierto de R? de frontera regular y 7" > 0 es un dato. El operador
L esté definido por:

d 9 ou

Lu := div(AVu) — apu = Z — agu. (4.2)
iJ

(1)
1 6:151 ]61’]-

La matriz de funciones A = A(z,t) = a;;(z,1), ; € Mp(R) verifica la condicién de elipticidad uniforme:
3 a > 0 tal que

d

(A(z, t)€,€) = Z 2)&6E = alé?, V& e Ry (z,t) € Qr. (4.3)

Los coeficientes a;j(x,t) € C(Q x [0,T]). Las funciones ag(z,t) > 0y f(z,t) también pertenecen a
C(Q x [0,T]).

4.0.1. Existencia y unicidad de la solucion

Comenzamos por definir algunos espacios de funciones.

L*((0,T); L*(2)) = {v: (0,T) — L*(2)/vintegrable y Jo |lv]adz < oo}, (4.4)

T
L*(0,T; Hy(2)) = {v : (0,T) — H}(Q)/vintegrable y J lv]|2dx < oo}, (4.5)
0

L*(0,T; Hy(2) n H*()) = {v: (0,T) — Hy(2) n H*(2)/vintegrable y Jo lv|2de < o0 (4.6)

2
J HM |2ds < oo}, (4.7)
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C°([0,T]; L*(2)) = {v : [0,T] — L*(Q)/v es continua en [0,T]yVt e [0,T],v(.,t) € L*(Q)}. (4.8)
C[0,T]; Hy(Q)) = {v: [0,T] — L*(Q)/v es continua en [0,T]yVt € [0,T],v(.,t) € Hy(Q)}. (4.9)
Podemos también definir las siguientes formas bilineales:
d ou v
a(u,v) = L(Z;I Sl - o —) + apuvdz. (4.10)
Si L es el Laplaciano entonces podemos afirmar que:

1) si fe L*(Qr)y up € L*(2) entonces existe una tnica funcién u € L?(0,T; H} (Q))nC([0, T]; L*(Q2))

tal que
+ (Vu, Vo) = (f(t),v),Yve H)(Q) (411)
u(0) = ug, en
2) si fe L3(Qr) y up € Hi () entonces existe una tnica solucién en:
L0, T3 HE(Q) n HY(@) n C([0, T); HY(@)) y S < L2((0, 7); L2(©)

3) si feC®(Qr) et ug € L*(2) entonces existe una solucién tnica en C*(Q x [e,T]), € > 0.

4) si a;; y ag pertenecen a C*(Q x [0,7T]) entonces los resultados enunciados en las condiciones
1),2) vy 3) son validos para el operador £ definido en (4.2).

5) En el caso del operador (4.2) podemos definir la forma bilineal siguiente:

Z ai () 2L U (4.12)

e (?:m (?xj
La condicién suficiente para la existencia de una solucién es la elipticidad débil (coercividad
débil), es decir la existencia de @ > 0 y A > 0 tales que:

a(v,v) + Av]g = o], (4.13)

El comportamiento de la solucién en funcién de los datos, f y up, puede estudiarse utilizando el
principio del méximo si suponemos que u € C?(Q7) N C°(2 x [0,T1).

= Supongamos que ag = 0. Si f < 0 entonces u alcanza su méximo en la frontera de Qr y si f >0
entonces u alcanza su minimo en la frontera de Q7. En particular si ag, f = 0 y ug = 0 entonces

u=0enQx[0,T].

» (Principio de Hoft) Supongamos f = 0y que existen xy € 0, ty € (0,T) tales que u(z,ty) <
u(zo, ty) para todo x € Q.
ou

Si u es derivable en zg y ag = 0, 0 si u(xg,ty) = 0 tenemos que a—(l’g, to) > 0.
n

» Para la ecuacion de la temperatura con f = 0y ayp = 0si ug = 0y ug # 0 entonces la
solucién verifica que u(z,t) > 0,Vx € ,Vt > 0. Es decir que una pequenia perturbacién inicial
se distribuye inmediatamente en todo el dominio, propagacién de la temperatura a velocidad
infinita.
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4.0.2. Descomposicion de dominios

Si definimos u; = ulg,, i = 1,2, ¥t > 0, una formulacién de los dominios del problema (4.1) es la
siguiente:

(0 ;
5; —Euz = f en QT,i = Qz X (O,T), 7 = ].,2
u=0 en 0 N o x (0,7),i=1,2
{ u(zx,0) = ug(x) en () (4.14)
Ui U9 en I'= Ql N QQ
&ul 5u2
— = r
\ 8nL &nL e
con
ov d ou
Pk ijz_ll a; %jni, n; componente ¢ de la normal np. (4.15)
La forma débil de esta formulacién es la siguiente:
encontrar u; € L*(0.1; H}q . s0,(8) 0 C*([0, TT; L*(€Y)), i = 1,2
( a 1
5(“1701)1 + ay(uy,v1) = (f,v)1 Vo € Hy(y)
U] = Us en I’
4 . (4.16)
g(uza V2)2 + az(uz,v2) = (f,va)s Vo € Hy(S22)
0 0
g(UQ,Rzﬂ)z + ag(uz, Ropt) = (f, Rap)2 + (f, Rap)r —

Y (ur, Rip)1 — ay(uy, Rip) Y € A.

Consideremos ahora una semidiscretizacion en el espacio, continua en la variable tiempo, usando
el método de Galerkin, més precisamente en elementos finitos.

Sea T, una triangulacion de €2 tal que Urer, T = ), < Q (Si 2 es un dominio poligonal, para h
suficientemente chico se puede obtener €2, = Q)

Sean:

Vi (Qh) = {p S CO(Q}L) “PIT € ]P)l(T) VT e 771} y V}?(Qh) = Vh(Qh) N H&(Qh)
El problema semidiscreto se escribe: dados f € L*(Qr) y upo € V¥ ( aproximacion de ug) encontrar
up(t) € Vi, Vi e (0,T) tal que:

d

g (un(t),vn) + alun, vn) = (f(t), vn), v ueVy (4.17)
up(0) = upp, en £
Considerando una base de V), {41, ..., pn,}, obtenemos un sistema de ecuaciones diferenciales.
Si:

Ny, Np
up(t) = Z &i(t) ;v uon = Z §0.5 Pj
j=1

=1

(4.18)
el problema (4.17) se presenta de la manera siguiente:

d
M—=&(8) + AL() = f(D) (4.19)
£(0) = &
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donde £(t) = {&i(?), ..., v, (D)}, S0 = {€o,1s - Son } ¥ F(8) = {f1(D), -, fv, (8)} con fi(t) = (f(2),&)-

Los coeficientes de las matrices M y A estan definidos de la manera siguiente:

= M= (&.§;)
= A =a(, &)

Recordamos las definiciones de los espacios de aproximacién en los subdominios:

= Vin(Qin) = {pe C%(Qup) : pr € Pi(T) VT € Tip},
= V0, (n) = Vin(Qin) 0 Hy(Qin),
= Vi (Qin) = {peVin(Qn) :p=0€ 0 N0},

por otra parte, en la practica consideramos una aproximaciéon uy, € Py de € A. Obtenemos el espacio
de aproximacién V{,. Si {71,...,7n.} es una base en la cual representamos los elementos de V{,
podemos escribir:

) = Y () (4.20)

La formulaciéon multidominios del problema semidiscreto (4.19) es la siguiente:

(Encontrar uy,(t) € Vi) 0 L*(0, T, Vi'),) y ugu(t) € Vou 0 L*(0,T,V5,) tal que:

%(Ul,h,vl,h)l +ar(urp, vin) = (frviah Yous € V2 (Qu)
Uy p = Ugp en I'y,
) %(uz,h,vz,hh + az(uop, vap) = (f,2,h)2 Yo € VP (Qun) (4.21)
%(ulha Ronptn)2 + az(uzp, Ronpin) = (f, Ranten)2 + (f, Ranttn)
L - %(Ul,le,th)l — a1 (U, Ruppn) Y € VP,

Donde Ry = Vi¥)y — Vi (Qun) v Rop = Vi), — Vi, (Q2,) son operadores de prolongacién o extension
del valor de la funcion definida en el borde (frontera) I';, a todo el dominio.

Podemos elegir dos maneras de calcular las prolongaciones j15, = Ripttn ¥ Hon = Roptn: la
primera es considerar un relevamiento harmoénico en Vi, (Q14) y V55, (€1 ) respectivamente, es decir
la solucién de:

—Apip =0, en Q)
pin =0, en 0, N Yy, (4.22)
fin(r) = pa(x) en Iy,
La segunda es simplemente definir:
Runtin en Ve (1) tal que {Rl,huh(:cj,h) = u(:c.’j,h) sl z;pes un nudq de d'iscrét/izacién del;,,
’ ’ ’ Lapn(xjn) = 0 sl z;, es un nudo de discretizacién de €2; .
(4.23)

La resolucién del sistema diferencial (4.21) nos conduce a una discretizacién en la variable tiempo.
Dos opciones bien diferentes son exploradas en la literatura, una clasica que consiste a efectuar la
descomposicion geométrica de dominios y avanzar con un paso de tiempo similar en cada sub-dominio.
La segunda llamada waveform, consiste a considerar un paso de tiempo diferente en cada subdominio
e implementar una transmisién de datos en la frontera por interpolacién, un poco a la manera de los
métodos multigrillas.
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4.0.3. Método clasico

Como anunciamos en la seccién precedente el método clasico consiste en discretizar en la variable
tiempo el sistema: dados f € L*(Qr) y uno € V;? (aproximacién de ug) encontrar uy,(t) € Vi, Vit € (0,T)
tal que:

d
E(uh(t%gpj) + a<uh7<pj> = (f(t)790j)7v90j7 ] = 17 ce 7Nh

un(0) = up, en 2

(4.24)

Si aplicamos un esquema de discretizaciéon en la variable tiempo implicito se obtiene una secuencia de
funciones uf € V| aproximacién de u(t", z), que es la solucién en el tiempo ¢".

1 n n— n n .
H((Um@j) - (uh 17S0j)) + a(uh7(pj) = (f(t )7()0j>7v§0j7 J = 17 .- '7Nh

u% = Up,0, €1 Qh

(4.25)

donde At" es el paso de discretizacién de la variable tiempo y t" = ¢"~! + At". Si u}l € V) el esquema
implicito es de orden uno en la variable tiempo y dos en la variable espacio. Mas atn este esquema es
estable sin condiciones sobre la magnitud del paso de tiempo At.

El esquema de discretizacién en la variable tiempo implicito es incondicionalmente estable en

norma L? y estable en norma L* si h < 1. Por otro lado verifica el principio del maximo discreto, es
=

decir que si u) =0y f = 0 entonces uh 0,Vn.
Ahora definimos la forma bilineal a’(u, v) de la manera siguiente:

a‘(u,v) = (u,v) + Ata(u,v), (4.26)

y el segundo miembro:
g(t,u,v) = (u,v) + Atf(t,v). (4.27)

El sistema (4.25) podemos reescribirlo de la forma:

0 (4.28)

at(u27 QOJ) = g(tn7u2_1> QOJ)V Pjs J=1... s Nh,
Uy, = Upo, en 2

Para resolver el sistema (4.25) a cada paso de tiempo introducimos un método de descomposicién
de dominios de Schwarz. Para comenzar consideramos a cada paso de tiempo una descomposicién
geométrica de dominios con solapamiento del dominio €2,. Podemos considerar una descomposicion
que serd la misma a cada paso de tiempo como representado en la figura (4.1) o una descomposicién
adaptada a cada paso de tiempo como la representada en la figura (4.3).

Consideramos una discretizaciéon del tiempo {t"}, y una secuencia At" tal que t° = 0,
=t Ay T = Z VAT SE QR i o= 1,...,m, es una descomposicion de dominios con
solapamiento en el paso de tlempo n, es decir que €2, = U7,y se obtiene el algoritmo siguiente:

1 Sea uf) € V}? una aproximacién de ug
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Figura 4.1: descomposiciéon de dominios uniforme en tiempo

e
s

Figura 4.2: descomposiciéon de dominios uniforme en tiempo, transmisién

3% M4 Ys 7
0.8 |ttt e

Qi QZ 3 Q4 5 nﬁ n? QB
07
06
g 9, 009, 9, N0 9 0nQ, 9, 009 9
£05
g
92, 2,09, 9, 2,00, 92,
04
2, 2,09, 9, 2,00, 2,
03
o 9, 2,09, 9, 2,00, 92,

Figura 4.3: descomposiciéon de dominios no-uniforme en tiempo

2 Paran =1,...,T) resolvemos (4.25), es decir:
n—1

Oon _
Sea u, = uy

Para [ = 1,..., hasta la convergencia del método de descomposicion de dominios:

a) Parai=1,...,m, resolvemos el problema:
Calcular w! € V% solucién del sistema:

n

at(w§7gpi,j> = g(t ’u;ll_l?gpi,j) - at(w§7§0i7j) v Pijs j = 17 cee 7Ni,h7 (429)

I+1n _ In Mn ~1
b) w, " ="+ Y W

Si [* es el indice para el cual la iteracion del método de descomposicion de dominios para:
*n
n __ )
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Las funciones ¢; j, j = 1,..., N;; son la base de V;?h, que es de dimensién N; ;. Las funciones ! son

la extensién por cero de w! € V5.
La convergencia de este algoritmo reposa fundamentalmente en la convergencia del algoritmo de
Schwarz, que es una conclucién del carfacter eliptico de a’(u,v).

4.0.4. Ejemplo numérico

Consideremos el caso siguiente:

oru(x,t) = u'(z,t) + p | u(x,t) [P +f(z,t) en ]0,1[x]0,T7,
u(x,0) = ug(x) =0 en 0, 1]
u(0,t) = u(l,t) =0 en 0,77,

donde f(xz,t) = 100t(do5 + dos + do,2), es una funcién fuente con soporte puntual. La potencia p = 4
y p = 1200. La condicién inicial estd dada por la funcién ug(x) = 0,012(1 — x).

Aplicando una discretizacién en elementos finitos de tipo P; y una discretizacién implicita en la
variable temporal obtenemos:

1 8 _
—M (U =UR) + Ay (U = F(UP) + [+ (4.30)

Tn

T, €s el paso de tiempo.

M= (L %wjdx)i,jﬂwh?

Q i,j=1:Np,

T
Up = (U703, U3,) | = @), (@), o))~ V07,

Fp = ([ o)
j=1:Np

fr=fam) = (L f(t")zpjdx)T.

{¢i}, (i=1,---,Np), es la base de Lagrange de los elementos P;.

A cada paso de tiempo tenemos que resolver el problema en dimensién finita siguiente:

L MUpt APt - PPty = Lmup + e
T Tn
Este sistema es no lineal: aplicamos un método de Newton para resolverlo. A cada iteracion del método
de Newton aplicamos el método de descomposicion de dominios que nos garantiza la existencia y
unicidad de la iteracion de Newton. Calculamos hasta el tiempo final 7" = 4. El nimero de puntos de
discretizacion es N = 300, el paso de tiempo fijado es 7 = 0,2.
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solution approchée

Figura 4.4: 20 pasos de tiempo

n 1 2 19 20

# Iter-Newton 2 2 3 4
0500 79e 1 1 2777 | ... 9,53¢7° | 9,8e7°

# sd 1 1 2 3

Cuadro 4.1: Comportamiento del algoritmo de calculo de la solucién numérica.

4.0.5. Método Waveform

El algoritmo waveform fue introducido por primera vez por Picard [15] y Lindelof [11] en el siglo
19. Se trata de una paralelizacion en el tiempo para la simulacion de sistemas de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias o de ecuaciones con derivadas parciales dependientes del tiempo. A diferencia de la
estrategia utilizada en los métodos clasicos de descomposicién de dominio que consisten en discretizar
la variable tiempo, para luego aplicar, un método de descomposicién de dominio al problema estéatico
que aparece en cada iteracién temporal, el algoritmo waveform consiste en descomponer el dominio en
; subdominios y luego, en cada iteracién, resolver el problema parabdlico en cada €2;x]0,T'] indepen-
dientemente con un paso de tiempo adaptado al subdominio. Entre cada iteracion, una comunicacién
regular de datos en la interfaz entre dos subdominios permite obtener la convergencia del método.
Este método estd totalmente adaptado a los problemas en los cuales la evolucion de la solucién no es
uniforme en todo el subdominio, por ejemplo en el caso de una explosién puntual de la solucion. Este
algoritmo se ha aplicado con éxito a una variedad de problemas, tales como los problemas parabdlicos
en 2007 estudiados por Gander e al. [40], en 2010 por Caetano e al. [23], en 2016 por Ruprecht e al.
Para explicar la estrategia del algoritmo waveform, proponemos, como primer paso, aplicar el método
de descomposicién de dominios al problema inicial unidimensional:

ou(z,t) —u"(z,t) = f(x,t) en Qr = (0,L) x (0,77,
u(z,0) = up(x) en [0, L] (4.31)
u(07t> = gl(t) y U(Lv t) = 92(t) en (07 T],

La funcién f es supuesta acotada en Q7 y Holder continua, (existe C' > 0y a > 0 tal que | f(z1,t1) —
f(za,t2)| < C|(z1,t1) — (z2,t2)]*), las condiciones frontera ¢;(t) y g2(t) son supuestas continuas por
trozos. Con estas hipotesis hay existencia y unicidad de la solucion, si f = 0y ug = 0 la solucion
verifica la estimacién siguiente:

L—=x

Jutz, ) < =

lg2 ()]0 + %ng(t)Hoo (4.32)
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Para introducir el método de descomposiciéon de dominios de Schwarz waveform consideramos
la descomposicion geométrica con solapamiento ya definida en la seccién precedente en una di-
mensién. Consideramos una descomposicién del dominio Qr = (0, L) x (0,7] en dos subdominios
Qr, = (0,8L) x (0,T] y Q, = (aL, L) x (0,T] con 0 < @ < B < 1.

0 My i

0 al, i L

Figura 4.5: descomposicién de dominios en dos subdominios, dimensién uno

La solucién u(x,t) de la ecuacién (4.31) puede ser obtenida a partir de u;(z,t) y us(z,t) solucién de
las ecuaciones:
opur (z,t) — uf(z,t) = f(x,t) en Qr = (0,8L) x (0,71,
u(z,0) = up(x) en [0, BL] (4.33)
Ul(O,t) = gl(t) y ul(ﬂLat) = u2(ﬁL7t) en (OuT]u

Opug(z,t) — uy(z,t) = f(x,t) en Qr = (aL, L) x (0,71,
us(z,0) = ug(x) en [aL, L] (4.34)
ug(aL,t) = uy(al,t) y u(L,t) = go(t) en (0,71,

La solucién del problema original u(x,t) (monodominio) es igual a ui(x,t) sobre Q7, y a us(z,t) sobre

QTz :

>

T

Figura 4.6: descomposicion de dominios waveform
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Figura 4.7: Descripcién del algoritmo waveform

Deducimos un algoritmo iterativo, dada la condicién inicial ug, para [ = 1, ... hasta la convergencia
del método de Schwarz, vamos a resolver de manera independiente, es decir con pasos de tiempo
eventualmente diferentes, los problemas siguientes:

ot () — ult (2, 8) = f(a,t) en Qr = (0,8L) x (0,77,
ul™(z,0) = uo(z) en [0, BL] (4.35)
uft(0,8) = g1 (t) y ui™ (BL, 1) = ub(BL,t) en (0,71,
y
okt (z,t) — ub™ (z, 1) = f(,t) en Qr = (oL, L) x (0,71,
ubtt(x, 0) = up() en [aL, L] (4.36)

uy (oL, t) = wh(aL,t) y u(L, 1) = go(t) en (0,71,

Observacién 7. La dificultad de este algoritmo es conectar las soluciones ul en las fronteras de los
subdominios. Hassan y al [43, 42] presentaron un método que implica una correccion a partir de una
malla fina, calculando los valores medios de los datos en las interfaces. Es posible también calcular
una interpolacion lineal de la solucion para obtener valores aproximados de la solucion en la malla
mas fina en la variable temporal a partir de datos en una malla mds grosera en la misma variable o
VICEVETSQ.

I+

Observacién 8. Basdndonos en el trabajo de Gander y al [23], la solucion iterativa u'™, solucion del

problema (4.35) y (4.36), converge a u solucion del problema (4.531).

Los errores d'(z,t) = ul(x,t) — ui(x,t) y e(z,t) = ul(x,t) — ua(w,t) verifican las estimaciones
siguientes en la interfaces v = aL y x = SL:

[d** (@, )] < ol =) |d'(aL,.)]o
58 2‘3 (4.37)
1 (6]
[e*2(BL, Yoo < m\\el(ﬂL oo
Si definimos la norma siguiente:
lg(- oo = Sup lg(@, ) leo (4.38)
obtenemos que:
1
a2, Mo < (=0 L, )
Bl —a) (4.39)
57l = o L,
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Caso semidiscreto

Si efectuamos una discretizacién en diferencias finitas en la variable x clasica de orden dos, con-

L
siderando N puntos de aproximacién con un paso dxr = N1 obtenemos un sistema diferencial
ordinario:
aU
U(0) = Uy 4.41)
donde
-2 1 0
. 1 -2 1 ... ...
AN=§ - - = = = (4.42)
ct 0 - 1 =2 1
0 1 =2
1
f(0z,1) + 5—291(75)
f(26,,1)
F(t) = - (4.43)

V=160
f(NG,,t) + 592@)
Uo(dx)

Uy = - (4.44)

up((N —1)dy)
uo(Nd,)

u(dz, 1)
(20, t)
Ult) = - (4.45)

u((N — i)&m,t)
u(Nd,, t)

A continuacion resolvemos esta ecuacién diferencial en cada subdominio con un paso de tiempo 9, ;
adaptado al comportamiento de la ecuacién en el subdominio.

El sistema semi-discreto verifica un principio del maximo discreto. Si f = 0, g1(t), go(t) = 0,Vt > 0
y up(x) = 0 entonces U(t) = 0.

La solucion discreta verifica la estimacion siguiente:
Nal—i .
910l + 5

()il < lg2( e, 1<j<N (4.46)
Con respecto al error obtenemos la misma estimacién que en (4.39).

Vamos ahora a considerar la versiéon multidominios del algoritmo waveform Schwarz. La descom-
posicién geométrica en m subdominions es de la forma Qr; = (oL, 5;L) x (0,T] parai = 1,--- ,m
con on :07 ﬁm: 1YOéi+1 gBZ,ZI 17 7m_1'
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L)
l.-C|Il i} [FETS Ik L sl |:;..l_ l\.-!l.lI hy |.|I. |i.|j_ L

Figura 4.8: Descomposicién multidominio con solapamiento

La solucién u(z,t) en Qr sobre cada subdominio Qr; es igual a la solucion u;(x,t) de la ecuacion:

atui<x7 t) - U/;/(I', t) = f(xa t) en QT,i
wi(z,0) = up(x) en [o;L, B;L] (4.47)
ui(oL,t) = w1 (oL, t) y wi(BiL,t) = w1 (BiL,t) en (0,77,

con up(0,t) = g1(t) y un+1(L,t) = go(t) para t € (0,T].
En consecuencia la iteracion de Schwarz waveform puede enunciarse de la manera siguiente:

Algoritmo 4.0.1. (Algoritmo Waveform)

1) paral =1,--- ,m (nimero de subdominios)

a) parat = At,--- T
inicializar uf (z,t), x € dQ; N 9,

fin de la iteracion a).

fin de la iteracion 1)

2) Para k =1,--- | convergencia de la iteracion Schwarz waveform
a) paral =1,--- ,m (nimero de subdominios)
parat = At,--- T
O™ (x,8) — w2, 1) = f(2,1) en Qr,
w2, 0) = ug() en [y L, B L] (4.48)

u T ey L, t) = vl (oqL,t) yub ™ (BL,t) = ub, (BL,t) en (0,71,
fin de la iteracion en t
parat=At,--- T
Transmision de datos frontera de cada uy™*'(z,t)
fin de la iteracion en t

fin de la iteracion en |

fin de la iteracion en k

Cada problema ¢ = 1,--- ,m es resuelto con una discretizacion en tiempo adaptada, y eventual-
mente diferente al subdominio vecino.

El célculo del error no es similar al caso de dos subdominios, pero un poco mas complicado, ver al
articulo de Gander y Stuart [§]
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Figura 4.9: Descripcién del algoritmo waveform multidominio

Ejemplo numérico

Consideramos en este parrafo la ecuacién de Chipot-Weissler

ut(xvt) - Au(m,t)+ | vu(xvt) |q:| U(ZEt) ‘p in QT:
u(z,t) =0 on X,
u(z,0) = up(z) =0 on Q

Suponemos que p = 2, ¢ = 1,3. En este caso Chipot-Weissler [2] demostraron que la solucién explota
en tiempo finito, es decir existe unicamente en un intervalo de tiempo (0, Ty,q,) donde Tper < 00, ¥
limi,,.||t| = o0. Consideramos la condicién inicial ug = 103sin(7x), f = 0. Fijamos a priori el
ntimero de subdominios a m = 3. El paso de tiempo es fijado a 71 = 73 = 1.e™® en los dominios dos y
tres vy 7 = 0,5¢7° en el dominio dos. El resultado calculado al tiempo T}ne, = 1.€3.

solution approchée par sous-domaines

Figura 4.10: Solucién numérica

72



Capitulo 5

Apéndice

5.1. Condicionamiento de sistemas lineales

5.1.1. Introduccion

El condicionamiento de una matriz es una nociéon que permite de estudiar la sensibilidad de un
sistema lineal a la perturbacién de los datos. Mas claramente la pregunta es: cual sera el error cometido
cuando se resuelve un sistema lineal a causa del redondeo de los datos, por ejemplo en la representacién
de los reales o en el calculo numérico de coeficientes de la matriz o del segundo miembro.

Dado un sistema lineal:
Au=1> (5.1)

Queremos estimar el error du tal que:
(A+0A)(u+ du) =b+db (5.2)

en foncion de las perturbaciones 6 A y §b.
Asuminos en el resto de la seccién que A € M, (R) es una matriz cuadrada con n x n coeficientes
reales y una matriz invertible.

5.1.2. Norma de una matriz

Consideramos aqui las normas matriciales inducidas por una norma vectorial definida sobre R™ .
Ejemplos de normas vectoriales sobre R",

=zl = la] + fwof + - 4 [
v [zle = /20 |l
" |wlo = maz{lzl, [zaf, - |2}
Definicién 5.1.1. Llamamos norma matricial inducida de A € M,(R) el nimero:
1A = sup{[|Az]; = € R", [«] = 1}. (5.3)

En realidad el supremo es un méximo pues, el conjunto C' = {|z| = 1} es un conjunto compacto,
la aplicacién  — Ax es una funcién continua, entonces el supremo es realizado en un x4 € C' tal que
| Al = |Azal, es decir que el supremo es un maximo alcanzado en el conjunto.

Es inmediato demostrar que A — [|Al| (ejercicio) es una norma matricial. Es decir:
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a) [|A]l =0 vAe M,(R)
b) A =0 < A=0

IRA[} = LA
lA+ Bl < [lAll + [ B]-
IABI| < [[AlIBI-

La definicién (5.3) es equivalente a la definicién siguiente:

I A]| = mazf ”ﬁj L2 e rm\fo}). (5.4)

demostracion en ejercicio.

Definicién 5.1.2. Sea A € M, (R) una matriz invertible. Llamamos radio espectral de la matriz A el
nimero p(A) = max{|\|; A € C, X valor proprio de A}.

Ejemplos de normas inducidas:

= La norma matricial inducida por la norma vectorial infinito es:

n
lAllc = méx >ay]
}]_1

ie{1,2, n}

» La norma matricial inducida por la norma vectorial una es:
n

All1 = max Z a;;

Il = x| o

= La norma matricial inducida por la norma vectorial euclidiana, 2, es:
1
IA]l2 = (p(A"A))z

en particular, si A es simétrica,

IA]l2 = p(A)
Teorema 5.1.1. w Sea ||.|| una norma inducida. Entonces:
p(A) < ||A|l, para todo A e M,(R) (5.5)

w Sea A e M,(R) ye >0, entonces existe una norma sobre R" que depende de A y € tal que la
norma inducida sobre M,(R), llamada ||Al|a.c que verifica ||A]jae < p(A) + €

Demonstracién, ver [17].
Teorema 5.1.2. Sea B una matriz de My(R). Las siguientes proposiciones son equivalentes:
1 limy_, o, B¥ = 0.
2 limy,_,,o, B¥X = 0.
3 p(B) < 1.

4 Eziste una norma inducida tal que ||B]| <1
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Ejemplo:
Sea la matriz de dimension n x n con coeficientes reales o complejos, tridiagonal:
a b
c a b
A= c a b (5.6)
c a
Notamos A un valor propio de Ay v = (vy, vy, ,v,)" el vector propio asociado. Entonces:
Av =l (5.7)

Maés precisamente:

(@ — A)vy + bvy =0
cvr + (@ — N)vg + buz =0
=0

cvj_1 + (@ — A)vj + bvjq =0 (5.8)
=0

con_1+ (a — N)vy =0
definiendo vy = vy 41 = 0 podemos rescribir las ecuaciones (5.8) como la recurrencia:
cvj_1+ (a—ANv;+bvj;1 =0, i=1,--- N (5.9)
La solucién de la recurrencia (5.9) es de la forma:
v; = Bmj + Cmj (5.10)

con my y ms solucion de la ecuacién de segundo orden siguiente:

c+(a—Nm+bm?>=0 (5.11)
Pero vy = vy, = 0 entonces:
B+ C =0 (5.12)
Bmi* + omi™tt =0 (5.13)
y en consecuencia:
me\ V! '
(—1) =1=e%" s=1,---,N (5.14)
mao
que significa:
™ _ ginfar (5.15)
mgy
Por otro lado;
c

por eliminacién en las ecuaciones (5.15) y (5.16) obtenemos que:

1
my = (g) P elwT (5.17)
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y 1
my — (g) P (5.18)
de (5.11) obtenemos que:
my + Mo = ()\—a)/b (519)
y en consecuencia:
A=a+b (%) : (e'NF™ 4 ¢ W) (5.20)
+2b<c)§ i +2 (be)? i 1, N (5.21)
=a — )" cos =a )2 cos s=1,--- :
b N+1" N+1" T

Los coeficientes de los vectores propios v, anotados v, ; se pueden explicitar a partir de (5.10), (5.12),
(5.17) y (5.18) :

1.
. . 37 . js . js
vs,j = Bmi — Bm}, =B (g) (e'NHIT 4 7N (5.22)
lj :
:22’B<l—c)>2 SinNJilﬁ’jzl"”’N’Szl’”"N (5.23)

Es inmediato que my # mgy pues sino v, ; = (B — B)m{ = 0 para todo j y entonces el vector propio
vs = 0, lo que es absurdo.
Si ahora consideramos una discretizacién por diferencias finitas del problema:

—u"(z) =f(z), si (x)eQ=(0,1) (5.24)
u(0) =u(1) =0 (5.25)
Si se implementa una discretizacién uniforme en N + 1 nodos de [1,1], sea h = 1/(N + 1). La

aproximacién discreta del problema (5.28) nos da el sistema lineal siguiente:

2 1 U h f(z1)
-1 2 -1 U2 th(.Z'Q)
-1 2 un h?f(zn)
Los valores propios se deducen (5.20) cuandoa =2y b =c = —1.
A =2(1— cos(%w)). (5.27)

En el caso N = 10 se obtienen los valores propios siguientes:
o(A) = {0,0810,0,3175,0,6903, 1,1692, 1,7154, 2,2846, 2,8308, 3,3097, 3,6825, 3,9190}

y entonces el radio espectral es p(A) = 3,9190 que es a priori la norma 2 de la matriz A.
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4 1 ]

m—— Maximo valeur propres

3.99 - b

3.98 - -

3.97 - 4

3.96 - b

3.94 - -

3.93 | =

3.92 4

3.91 1 1 1 1 1 1 1 1
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

10 < N <100

Figura 5.1: Evolucion del valor propio maximo en funcion de N, 1d.

Si ahora consideremos un problema similar en dos dimensiones:

—A(z,y) =f(z,y), si (x,y) e Q=(0,1) x (0,1) (5.28)
=0, si (z,y) € 09 (5.29)

~—

u(z,y

Una discretizacion por diferencias finitas uniforme en N + 1 nodos en las dos direcciones, sea h =
1/(N + 1). La aproximacion discreta del problema (5.28) nos da la matriz siguiente:

T, —I 0 0
-1 T, —I 0

Apn=110 -1 T, -1 0 (5.30)
0 e 0
0 -1 T,

con T}, la matriz N x N;

m —1
-1 m -1

T, = -1 m -1 (5.31)

-1 m

Con m = 4 obtenemos la matriz de discretizacion del Laplaciano en un cuadrado con el esquema a
cinco puntos clasico.
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m——— mMaximo valeur propres
3.9999 b

3.9998 *
3.9997 B
3.9996 - .,
3.9995 - ,
3.9994 H *
3.9993 H ,

3.9992 4

3.9991 W b

3.999 L L L L L L L L L
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000

100 < N < 10000

Figura 5.2: Evolucion del valor propio maximo en funcién de N, 1d.

En este particular caso el sistema linear asociado a la discretizacion de (5.28) es el siguiente:

T4 —1 0 0 U1 hgf(JIl, Z/1)

-1 71, —-I 0 e

0 —I T, —I ol ... |= . (5.32)
0 e 0 . e

0 I T, | |unnN R*f(xn, yn)

Los valores propios de la matriz A,, son reales (la matriz es simétrica) y toman los valores siguientes:

Apg = m — 2 cos( ) — 2 cos( m), 1<p,q<N. (5.33)

p q
’ N +1 N+1

En el caso del laplaciano en dos dimensiones, es decir con m = 4 obtenemos:

Apg = 4sin?( ]_)i_lﬂ)+4sin2(Nil7r). (5.34)
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0.09 T T T

== minimo valeurs propres

0.08 } 4

0.07 4

0.06 |- 4

0.05 - bl

0.04 - bl

0.03 - bl

0.02 - b

0.01 [ 4

0 ! ! ! ! ! ! T ?
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

10 <N <100

Figura 5.3: Evolucion del valor propio minimo en funcién de N, 1d.

5.1.3. Condicionamiento de un sistema lineal

Como es senalado en la introduccién de la secciéon buscamos calcular el error a priori, producido
cuando resolvemos numéricamente un sistema lineal:

Au=1> (5.35)
Queremos estimar el error du tal que:
(A4 §A)(u+ du) =b+ b (5.36)

en funcién des perturbaciones 0 A y 0b.
Asuminos en el resto de la seccién que A € M, (R) es une matriz quadrada n x n con coeficientes
reales y una matriz invertible.

Definicién 5.1.3. Sea A € M,(R) una matriz invertible y ||.|| una norma inducida definida sobre
A e M,(R). Llamamos condicionamiento de A al nimero real positivo, cond(A):

cond(A) = [[AJ[ A (5.37)
Esta cantidad tiene algunas propriedades evidentes:
» cond(A) = 1.
» si € R{0}, cond(aA) = cond(A).

» si A et B son dos matrices invertibles cond(AB) < cond(A)cond(B).
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80

Notamos cond;(A) el condicionamiento de la matriz A con respecto a la norma inducida i, en
particular conds(A) es el condicionamiento de la matriz A con respecto a la norma matricial inducida
por la norma euclidiana en R".
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Para el condicionamiento conds(A) se pueden demostrar las propiedades siguientes:

= Si A es una matriz simétrica definida positiva:

A
condy(A) = 5| = (5.38)

/\min

donde A4, es el mayor valor propio de A y A,in €s el menor valor proprio de A.

= Si A es simplemente una matriz invertible, definimos o,,,, €l mayor valor propio de la matriz
A'A'y 0,nin €l menor valor propio, se los llama valores singulares de A. Entonces:

condy(A) = 4 [Tmaz. (5.39)

Omin
= Si Ay B son dos matrices definidas positivas:

condy(A + B) < condy(A) + condy(B). (5.40)

Con estas herramientas podemos ahora dar algunas estimaciones del error cometido cuando resolvemos

(5.35).

Proposicién 5.1.1. Sea A € M,(R) una matriz invertible y ||.|| una norma inducida definida sobre
Ae M,(R). SeabeR", b+ 0 ydobeR™ Siu es solucion de (5.35) y u+ 0, es solucion de:

Alu+6,) = (b+ 6), (5.41)
entonces

lésl
it

191 < cond(A)

Jul

(5.42)
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Demostracién 5.1.1. Como u es solucion de (5.35) y u + 6, verifica A(u + 0,) = (b + &) obtenemos:

Ab,, = 0y, (5.43)
entonces:
6ull < AT 11106 - (5.44)
De la ecuacion (5.35) se obtiene que
[ < AN, (5.45)
deducimos que:
1 _ Al
— < - (5.46)
Jul o

multiplicando (5.44) por (5.46) de cada lado de la desigualdad obtenemos asi:

lésl
o]

9] < cond(A)

ul

(5.47)

La estimacién de error es optimal en el sentido que existe un segundo miembro b y un error db para
los cuales obtenemos la igualdad. La primera constatacion es que si u es solucion de (5.35) y u + 4,
verifica A(u + du) = (b + 0,) entonces:

du = A5, vy entonces |[d,] = |45 (5.48)
Hemos senalado que existe ug tal que [jugl| = 1y [|A]| = [|Aup|. Obtenemos que:
[0, | gy 1Al
= [A7 6| (5.49)
o | Aol

Elegimos ahora b = Aug y entonces b = || Al y:
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0o | LAl
= [ A7 0 T (5.50)
o o]
Por la definicién de norma inducida existe v € R" tal que |v| = 1y [|[A7!]| = |A~'v|. Elejimos
ahora ¢, = v. En consecuencia:
[duol = 1AT 0] = A7 0] = [JATH] = 8l A" (5.51)
Deducimos que:
[, | v Al
= 0ol = ISl 1A I = (5.52)
1wl ’ ol

Es decir que de la eleccién hecha de by dv obtenemos la igualdad.
Vamos ahora a considerar el caso donde es la matriz A la que es perturbada por una matriz d4.

Proposicién 5.1.2. Sea A € M,(R) una matriz invertible y ||.|| una norma inducida definida sobre
Ae M,(R). Sea b e R", b # 0. Sea 64 € M,(R) tal que A + 04 es una matriz invertible. Si u es
solucion de (5.35) y u + 6, es solucion de:

(A+04)(u+8,) =b (5.53)

entomees 6] 641
Tl < cond(A)NZAN 5.54
[a+ o ST (5:54)

Demostracion 5.1.2. Haciendo la diferencia entre el sistema lineal original y el sistema lineal pertur-
bado se obtiene:

Aby = —6a(u + b,) (5.55)

1y entonces:
6y =—AT(6a(u+ 0,)). (5.56)
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Deducimos que |6, < AT [0a]l[u+du] , multiplicando y dividiendo por ||A|| obtenemos el resultado
esperado.

Podemos ahora concluir sobre las estimaciones de error tedricas con el teorema siguiente:

Teorema 5.1.3. Sea A € M, (R) una matriz invertible y ||.|| una norma inducida definida sobre A €
M,(R). Sea b € R, b # 0. Sea 64 € M,(R) y 6b € R™. Se supone que [|04]] < m. Entonces la
matriz A + 04 es invertible. Si u es solucion de (5.35) y u + &, es solucion de (5.2) entonces:

[0ull _  cond(A) (\|5b\| HMAH\)
Jul - 1= A= 0Al ol (Al

(5.57)

Demostracién 5.1.3. La matriz A+ 64 = A(Id + B) con B = A715,.
La norma || B|| < 1 por hipdtesis entonces la matriz Id + B es invertible y su inversa se puede
desarrollar en serie de Neumann:

e 0]
(Id+B)™ = > (-1)"B" (5.58)
n=0
Esto implica que:
i(7d + B)™|| < Z IBI" = —— < _11 : (5.59)
=Bl 1= [lA= [0l

Deducimos que A + 64 es invertible pues (A + 64)"' = (Id + B)7'A™%
Por otro lado Au = b, entonces:

Su=(A+0354)" (6 — dau), (5.60)
deducimos que:
ol < (1641 + Ul (561
1 — [l A=l Jall
Multiplicando y dividiendo por ||A|| y dividiendo por |u| obtenemos:
6] A=A [ Y
< + ) (5.62)
ful L= A= HIOAN ANl WA
Pero Au =0 y ||b]| < || A|l|u]l, deducimos que:
0] cond(A) ||  [I0All
< ( ) (5.63)
Jul 1= AHoAl 0] HlAll

Por ejemplo: Si consideramos el caso de la matriz del sistema lineal asociado a la discretizacién
del problema (5.24) el nimero de condicionamiento euclidiano es del orden de N?2. Efectivamente si

h = N_+1 obtenemos que:
2(1 —
condy(A) = 2 = 2 cos(x5m) (5.64)
A 2(1 — cos(52m))

Cuando N — o, es decir cuando h — 0, observamos que:

Ay — 4 (5.65)
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1
ﬁ)\l — 7 (5.66)
pues
1 2 i?h*n?
ﬁAi = ﬁu -1+ + o(h%)). (5.67)
Entonces h*condy(A) — 2 cuando h — 0. Es decir condy(A) — o0 cuando h — 0.

Si suponemos que 04 = 0, N = 10 el condicionamiento de la matriz es aproximadamente 100, es
9|

decir: 16
u
= ol >6%)
un error de 1% en el segundo miembro b implica un error de 100 % en la aproximacién de la solucién.
En la realidad le estimacién del error es muy pesimista y grosera, mismo si es O6ptima, en particular
en el caso de la resolucion de sistemas lineales asociados a la discretizacién de ecuaciones a derivadas
parciales.
En las figuras 5.9 y 5.11 podemos verificar el comportamiento del niimero de condicionamiento con
respecto a la evolucién de la dimensién N.
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Figura 5.9: Evolucién de conds(A) en funciéon de N, 1d.
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Figura 5.10: Evolucién de h? = condy(A) en funcién de N, una dimension.

En las figuras 5.10 y 5.12 vemos la evolucién de h%conds(A). Aparece evidente que converge a una
constante, caracterizando el comportamiento del orden de h? del condicionamiento de la matriz de
discretizacion del operador de derivadas segundas multiplicado por h2.

En el caso de dos dimensiones de espacio los resultados son similares:
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Figura 5.11: Evolucién de condy(A) en funcién de N, una dimension.

5.1.4. Condicionamiento y descomposicion de dominios

Parece evidente que al menos en el caso de un operador eliptico el condicionamiento de la matriz
asociada a una discretizaciéon depende de la dimensién de la matriz. La descomposicion de dominios
aporta una soluciéon a este problema, pues las matrices de discretizacién en cada subdominio son
de dimensiones bien inferiores a la dimensién original. Si consideramos el ejemplo en una dimensién
observamos que el condy(A) es de 3,4373e + 03. Si consideramos una resolucién usando el método de
Schwarz con dos subdominios el condicionamiento de la matriz correspondiente a la discretizacon de
la ecuacién diferencial en cada subdominio es del orden de 1e + 03.

5.2. Precondicionadores

El principio del precondicionamiento de un sistema lineal Au = b consiste en remplazarlo por un
sistema lineal equivalente (misma solucién):

CtAu=C'b. (5.69)

La matriz precondionadora C' es elegida con el objetivo de que 1 < cond(C~'A) « cond(A). Teérica-
mente la eleccién 6ptima es C~! = A~!. En la préctica se trata de obtener una matriz C~! préxima
de A~! simple a calcular, poco costosa en el sentido de complexidad algoritmica.

Existen un ntmero importante de métodos de calculo de precondicionadores, en particular técnicas
derivadas de los métodos de Gauss y Cholesky de resolucién de sistema lineales. Esas técnicas son las
factorizaciones incompletas, ver([17]). En este documento vamos a introducir precondicionadores para
matrices simétricas definidas positivas.
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Figura 5.12: Evolucién de h? = condy(A) en funcién de N, una dimensién.
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Figura 5.13: Evolucién de conds(A) en funciéon de N, dos dimensiones.

5.2.1. El precondicionador SSOR d’Evans

Si A es una matriz simétrica definida positiva, podemos descomponerla de la manera siguiente:
A=D—-L—- L (5.70)

donde D es la matriz diagonal (D);; = a;;, parai=1: Ny (D);; =0, parai # j,i=1:N;j=1:
N.
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Figura 5.14: Evolucién de h? = condy(A) en funcién de N, 2d.

La matriz L es estrictamente triangular inferior y es igual a (—L); ; = a;j, parai > jy (—L);; =
0, para ¢ < j.

En los métodos iterativos para resolver sistemas lineales, la solucién se puede ver como el limite
de la recurrencia:

Upe1 = Guyg + f, (571)

con G una matriz que caracteriza los diversos métodos:
s G =1— D 'A para el método de Jacobi.
» G=1—(D— L)!A, para el método de Gauss Seidel.
La iteracion ugy1 = Gug + f puede verse como una resolucién del sistema lineal:
(I —Gu=yg. (5.72)
donde G = I — C7!A, lo que produce la solucién del sistema precondicionado:
CtAu = C™'b. (5.73)
Asi tenemos que los precondicionadores correspondientes:

s (' = D para la iteracién de Jacobi.

C = D — L para el método de Gaus Seidel.
» C' = L(D —wL), para el método de SOR (Succesive Overrelaxation Method).

» C =L~ (D-wL)DY(D—-wL)!, para el método de SSOR (Symetric Succesive Overrelaxation
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donde el pardmetro w € (0,2) . Que el valor del pardmetro pertenezca al intervalo |0, 2[ estd determi-
nado por la convergencia del método considerado.
Precisamente es evidente que:

[urer = ull < NG lwe —ull < WG uo — u] (5.74)

es decir, el método convergera si ||G|| < 1. Debemos determinar w de tal manera que el radio espectral
de G sea inferior a 1. Para cada problema y método existe un w* éptimo que debe pertenecer al intervalo
(0,2), pero en general con w = 1 se obtienen buenos resultados.
Se observa que, en todos los casos, el precondicionador C' se obtiene sin efectuar ningun célculo.
En el caso de precondicionador SSOR, como la matriz diagonal D es estrictamente definida positiva,
podemos definir DY? de la manera siguiente: (DY 2)ii = a;/f. Entonces podemos descomponer el
precondicionador SSOR :

D — wL)D'?
C =TT d dT:( : 5.75
, donde (@2 = W) (5.75)

La matriz C es invertible pues det(C) = 1IN a;,; # 0.

En la practica se remplaza la solucion del problema original por:
D™ 'Au = D7'b. (5.76)

Entonces el precondionador SSOR se define de la manera siguiente:

1

C=———I—-wD'L)Y(I—-wD L)\ 5.77
oo —wD DU~ D) (5.77)

Entonces la solucion del sistema Cp = r se calcula en dos etapas:

» Calcular y tal que (I —wD™'L)y = r por un algoritmo de descenso (el sistema es triangular
inferior).

» Calcular p solucién de (I —wD~'L)'p = y por un algoritmo de subida (el sistema es triangular
superior).

En el caso de la discretizacion del laplaciano en un cuadrado, si w es el w éptimo se puede demostrar

que condy(C7'A) = O(N) cuando condy(A) = O(N?).

5.2.2. El algoritmo de Richardson

Sea A € My(R) invertible y b € RY. La solucién del sistema lineal:
Az = b, (5.78)

la notaremos z* y #* = A~'b.
El método de Richardson a paso fijo & € R consiste en construir una secuencia z*, k € N tal que
cada iteracién se obtiene gracias a la recurrencia siguiente:

(5.79)

2% e RN iteracién inicial
" =% + a(b — Az")

Notaciones:

» el résiduo a la iteracién k es definido por ¥ = b — A*.
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k k

= ¢l error a la iteracién k estd definido por e = x* — 2",

es evidente que ¥ = Ae*.
La convergencia de este método es una consecuencia de la teoria del punto fijo.

Proposicién 5.2.1. La secuencia z¥, k € N verifica: e* = (I —aA)*e®,Vk € N. Converge a x* para todo
dato inicial z° € RN si y solamente si:

p(I —aA) < 1. (5.80)
Mads aiun: ! k”
, € ,
Jim (55 < i (1= ad)|* = o(7 — ) (581)
Demostracion 5.2.1.
€k+1 :I* . [Ek+1

=2* — 2F — a(b— Ax¥)

=e" — a(Ax* — Ax")

=ef — qAe”
=(I — aA)e”
=(I — aA)re.

Pero tenemos la equivalencia siguiente en (5.1.2) B € My(R) es tal que limy_, o, B¥x = 0 si y
solamente si p(B) < 1

En consecuencia, concluimos que la secuencia converge si y solamente si p(I — aA) < 1.
Mas ain:

[+ < T — cAllle*] (5.82)
Y k+1 k) .0
e < (1T — aAll"|e”] (5.83)
entonces H k”
e (N Ne _ k| 1/k

pero tenemos las equivalencias de (5.1.2) y entonces la convergencia de la secuencia es equivalente a
que p(I — aA) < 1.

En el caso de las matrices definidas positivas se puede determinar un « éptimo. Supongamos que
0< A1 <Xy < - < Ay son los valores propios de la matriz A.

Proposicién 5.2.2. El valor optimal de o, que minimiza p(I — «A), es dado por:

2

Qopt = Nty (5.85)

y se obtiene:
AN — A1 condy(A) —1
I —a,,A) = = 1. 5.86
L = Cop ) A+ Ay condy(A) +1 = (5.86)
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Demostracion 5.2.2.

p(I —aA) = '7I{1éXN(|1 — a)|) = max(|1 — aA], |1 — aly]), (5.87)

entonces el a optimal es solucion de:
Qopt = argmingegmaz (|l — al|, |1 — aly|) (5.88)
. _ 2 .
obtenemos que: Qopy = =5 Y €N consecuencia:

AN — A1 condy(A) —1
I — agpeA) = _ 1. 5.89
U = o) = X = condy(A) 1 (5.89)

Podemos asi determinar un a,,; 6ptimo y calcular el niimero de iteraciones necesarias para obtener
una convergencia con una precision e dada.

Si la matriz A es definida positiva, @ = qp =

. Sinos damos 1 » € > 0 vamos a poder estimar

A t+As
el nimero de iteraciones k necesarios para que H < €. Se puede demostrar que k > l(j):}% y
(Gomdz(a) 1)
cuando el condicionamiento de A es grande k ~ (%Q(A) +O0(1)In(2).
Algoritmo de Richardson con precondicionador
Si introducimos un precondicionador C', se trata de resolver el sistema lineal:
CtAr = C™'b, (5.90)
entonces el algoritmo de Richardson a paso fijo precondicionado es dado por:
2 e RY dado,
{xkﬂ =2F +aC7 (b — A2¥), ke N (5:9)
En la practica se obtiene el algoritmo siguiente:
i) Dar 2° e RY, 70 = b — Az% dar 1 » € > 0.
ii) Mientras que |r¥| > e,
iii) resolver Cp = r*,
iv) calcular z¥+1 = 2% + ap,
v) calcular r**t = b — AzF* v ir a i)
Si €® = 2* — 20 es el error inicial, el error cometido a cada iteracién e* es dado por:
e" = (I —aCtA)ke, (5.92)

para todo k € N.

Entonces la secuencia z*

converge para todo dato inicial 2° si y solamente si

p(I —aC™1A) <1 (5.93)
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5.3. Pseudo inversa de Moore-Penrose

La pseudo inversa de Moore-Penrose es una generalizacién de la inversa de matriz, mismo rectan-
gular. Existe para toda matriz y es unica.

Sea A una matriz de dimensién m x n con coeficientes en R, admite una pseudo inversa A’ de
dimensién n x m con coeficientes en R que es tnica. Se la puede caracterizar de la manera siguiente:
una matriz G es igual a AT si:

1 AGA = A
2 GAG =G

3 (AG)! = AG
4 (GA)Y =GA

Esta caracterizacién no es constructiva, pero permite verificar si una matriz A" es la pseudo inversa
de una matriz A dada.

Si la matriz A tiene sus lineas linealmente independientes (es decir invertible a derecha) entonces:
Al = AY(AAYH)L

Si la matriz A tiene sus columnas linealmente independientes (es decir invertible a izquierda)
entonces: AT = (AAY) 1AL

El método de descomposiciéon QR puede ser utilizado para calcular una pseudo inversa de una
matriz A de dimensién n x m con n > m. Es decir calculamos una matriz ) unitaria (inversa igual a
la transpuesta conjugada, en los reales, ortogonal), y una matriz R triangular superior tal que A = QR.

R= l%] (5.94)

Sea R; una matriz m x m. Entonces AT = [R;0*]Q*, (B* es la transpuesta conjugada de B), O es
una matriz con todos los coeficientes nulos.

Consideremos el caso en que la dimensién de A es n x n pero no invertible, pero de rango r.
Calculamos una descomposicion de A = QRU* donde , () es una matriz unitaria de dimensién n x n,
U* es un matriz ortogonal de dimensiéon n x n y R es una matriz de la forma:

RO
R = lo (9] (5.95)
donde R; es una matriz r x r.
Entonces _—
R
i _ 1 *
A Ul 0 (9] Q (5.96)

Un otro método para calcular la pseudo inversa es la utilizacion de la descomposicion en valores
singulares SVD.
Una matriz A de dimensién n x m de rango r < n admite una factorizacion:

A=UDV* (5.97)
Donde:

s UeC™"y VeC™™ son dos matrices unitarias.
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= D es una matriz diagonal de la forma:

D— lg g] (5.98)

donde S es una matriz diagonal con los valores singulares de A, es decir la raiz cuadrada de los
valores propios de A*A.

Entonces:
AT =vD'U (5.99)
donde: ) .
Dt = [SO g] (5.100)

5.4. Gradiente Proyectado
Si consideramos el problema de optimizacién numérica: calcular u € RY tal que:

J(u) = I;’élél J(v) (5.101)

donde J : RV — R es una funcién estrictamente convexa, diferenciable y C' < RY es un conjunto
convexo.

El algoritmo del gradiente proyectado para calcular u soluciéon del problema de minimizacion
(5.101) es una variacién del método del gradiente.

Algoritmo 5.4.1. 1) Inicializacion: € > 0, 7 > 0, k = 0, elegimos v° € RY y py € R%.
2) Iteracion en k: para k = 1,--- hasta la convergencia:

a) wverificacion de la convergencia

[o* — v
—_— (5.102)
0]
i |7(%) — T
oY) — J(vV
<T (5.103)
[ ()]
b) Cdlculo de V.J(v*~1)
c) Calcular py, argumento minimo de la funcion:
p(p) = J(@* 1 = pJ(v*71)) (5.104)

con la restriccon p > 0.

d) Calcular % = Po(2*=t — ppJ(v%71)), donde P designa la proyeccion ortogonal sobre C
En el caso donde la restriccion es de igualdad, es decir:
C ={veR": tal que Gv = b} (5.105)

entonces:

P=1Iy-GGG")'G. (5.106)
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5.5. Reconexion de espacios de Sobolev

95

Teorema 5.5.1. Sea Q < R? un abierto acotado de borde Lipschitz y Oy, Qs dos abiertos de borde

Lipschitz, subconjuntos de §) tales que:
Qu=0Q
Ny =¢

Sea T'= 00y N 0Qy. Sean uy € HY(), ug € HY(Q) tales que:
u; = ug en I

entonces la funcion definida por

uy, en
u =
Uo, en $o

(5.107)
(5.108)

(5.109)

(5.110)

Demostracién 5.5.1. u € L*(Q) es evidente pues uy; € L*(Q1) y us € L*(Qy). Queda demostrar que

ou

2 © L2(Q),i=1,---,d. Sea p € D(Q) una distribucién, entonces:
4

ou _ oy

o &a:z Qs 51’2

Pero p e HY(Q) y o € H} (), k = 1,2, usando la férmula de Green y que ¢ =0 en 09 :

J Ug, 580 dr = —J cpaaukldx + f wpondy
Qp Z; Qp Z; r

donde n¥ es la coordenada i de la normal exterior ny al dominio €.
Sumando para k = 1,2 la igualdad (5.113) y considerando ny = —ny sobre I'.

ou _ ouy Oy
<% 0y = o, 37 odx + fﬂz o, wdx

)
(2

- J (u1 — ug)on;dl’
r

Pero uy = us en I' y resulta que:

ou | oz en
N
0x; ﬂ, en (g
62@
Ouy, . 2
Como é’_’k =1,2,i=1,--- ,d pertenece a L*().
L

5.6. Formula de Green

Sea ) un abierto acotado, de frontera Lipschitz, entonces Yu, v € H*(§2) tenemos que:

0 0
Jg{é;“+“é;i}d$: Lur%nidﬂ Vi=1,-,n

(5.111)

(5.112)

(5.113)

(5.114)

(5.115)

(5.116)
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donde n; es la coordenada 7 de la normal a la frontera n.
Corolario Si u € H*(Q) y ve H'(Q) entonces:

ou 81} ou
Auvdx = - .
J Hoer= ;J 8932&:76, 8n|rvlrdr

y siu,v e H*(Q)
ou ov

Auv —u = — — U — )
L( uv —ulAv)dz LanrmF u|Fan|FdF

96
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5.7. Introduccion al calculo paralelo

5.7.1. Clasificacion de la arquitecturas

Consideramos aqui la clasificacion dicha de Flynn de 1972.

Calculadoras secuenciales SISD (Single Instruction flow Single Data flow)

Son las calculadoras secuenciales clésicas.

CONTROL CALCULO 1/0

1 1
1 1
I 1
: 1
MEMORIA | UNIDAD DE UNIDAD DE : UNIDAD
1 1
I 1
1 1
1 1
1 1

Unidad que contiene los Unidad que:

datos - lee las instrucciones
- calcula las direcciones
- asegura el desplazamiento
de los datos
- hace ejecutar los calculos
por la unidad de calculo

Figura 5.15: Arquitectura SISD.

Por ejemplo para calcular A = B + C efectuamos las operaciones siguientes:

i) lire B,

11

lire C,

iii) realizar la operacién B + C,

1v

)
)
)
) depositar el resultado en A.

Calculadoras SIMD (Single Instruction flow Multiple Data flow).

Permite efectuar simultaneamente la misma operacion sobre datos diferentes. Pero estas arquitec-
turas presentas algunos problemas.

= El tiempo de cebado de una serie de operaciones tiende a aumentar con el nimero de unidades
de célculo.

= La acceleracién obtenida no es uniforme, el nimero de operaciones a efectuar no es siempre un
miultiplo del nimero de unidades de célculo.

= Incapacidad de realizar calculos recursivos

doi1=2,N
X(i)=2xX@E—-1)
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M E M O R I A

UNIDAD DE CONTROL

UNIDAD DE CALCULO

UNIDAD DE CALCULO

Figura 5.16: Arquitectura SIMD.
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= El acceso a la memoria. Es necesario que en la memoria se pueda acceder a varios datos en
paralelo. Una solucién utilizada, es organizar la memoria en bancos.

CALCULO

CALCULO

M E M O R | A
X(1) | X(2) |X(3) | X(4) | X(5) | X(6) | X(7)
X(10)| x(11) | X(12)| X(13)| X(14)
UNIDAD DE
CONTROL
B U S
UNIDAD DE UNIDAD DE UNIDAD DE UNIDAD DE

CALCULO

CALCULO

Figura 5.17: Pipeline.

Arquitectura MIMD (Multiple Instruction flow Multiple Data flow).

5.7.2. Caracterizacion del rendimiento de una calculadora paralela

Dos parametros esperimentales

= 11/, medida de media eficiencia.

= 7, velocidad asintotica.
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Programa test:

Velocidad asintética

PROCESADOR
MAESTRO

UNIDAD DE UNIDAD DE UNIDAD DE UNIDAD DE
CALCULO CALCULO CALCULO CALCULO

MEMORIA
COMPARTIDA

Figura 5.18: Architectura MIMD.

[ procesador |
Memoria

[ procesador |
Memoria

Procesador
Memoria

Procesador
Memoria

Procesador
Memoria

Procesador
Memoria

Figura 5.19: Architectura MIMD, memoria distribuida.

DO3 i=1,N
V3(i) = V1(i) x V2(I)
END

99

ro es la velocidad méxima espresada en términos de Mflops para N grande. Mflops= 10° opera-
ciones flotantes por segundo.
La velocidad asintética depende del periodo del reloj, del niimero de unidades de célculo y del flujo
maximo de la memoria
nys2 es el valor de N para el cual la velocidad medida es igual a la mitad de la velocidad asintética,
(expresa la tasa de paralelismo de la arquitectura).
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El tiempo de ejecucién T de (??) es una funcién afin de N,
T=d+aN

donde d es el tiempo de cebado, a la pendiente y N el nombre de iteraciones. Entonces ro, = 1/a
y nij2 = d/a. Si la computadora es del tipo SIMD con p procesadores, 7 el tiempo necesario para,

=Ny N

Figura 5.20: Tiempo de calculo en funcién de N.

calcular una serie de p operaciones en paralelo, entonces:

T=d+7(N/p)+rr

AT

curva media
pendiente T/p

d+1 /

Ny P 2p  3p N

Figura 5.21: Tiempo de calculo en funcion de N, caso de p procesadores.

Speedup

Tiempo con un solo procesador

Speedup = (5.117)

Tiempo con p procesadores
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5.8. Introduccion a la interfaz MPI (Message Passing Interface)
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El modelo por pasaje de mensajes es un modelo de programacién que puede ser utilizado con
conjunto de procesadores que disponen de una memoria local y que comunican el pasaje de mensajes,
es decir enviando y recibiendo mensajes, una referencia [9)].

Figura 5.22: Message Passing Interface.

Ventajas del modelo MPI

u.C. u.C. u.C. u.C.
MEMORIA MEMORIA MEMORIA MEMORIA
u.C. u.C. u.C. u.C.
MEMORIA MEMORIA MEMORIA MEMORIA

El modelo por pasaje de mensajes se acomoda de un conjunto de procesadores no homogéneos
conectados por una red de comunicaciones. Soporta algoritmos diversos con cargas no homogéneas

sobre cada procesador.

La mayor parte de los errores de programacion proviene de la mala gestion de la locacion de la

memoria.

El rendimiento es mejorado pues este tipo de computadora permite de disponer de mucha memoria

y sobre todo de memoria cache rapida.

Elementos de MPI

Un ejemplo (en Fortran).

Algoritmo 5.8.1. Ejemplo MPI

program main

include "mpif.h 7

integer ierr,myid, numprocs
C nicializacion MPI

Call MPI_INIT (ierr)

C Saber quien soy

Call MPL_COMM_RANK(MPILCOMM_WORLD,myid,ierr)
Call MPIL. COMM_SIZE(MPIL_COMM_WORLD,numprocs,ierr)

C if (myid.eq.0) then
C

C trabajo del maestro
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C

end if

C

C trabajo de los esclavos
C

C Stop MPI

C

Call MPI_FINALIZE(ierr)
stop

end

En lenguaje C :

Algoritmo 5.8.2. Fjemplo en C
# include <mpi.h>
mt arge;
char *argvf];
{ int myid, numprocs;
MPILINIT (& arge,&argv); /* inicialisacion MPI */
MPIL_COMM_SIZE(MPIL_COMM_WORLD, &numprocs)
MPIL_COMM_RANK(MPIL_COMM_WORLD,&myid)
if (myid==0) {
master();

} else {
slave()

}
MPI_FINALISE();

}

Las instruccidnes siguientes hacen parte de todo programa:

» Call MPI_NIT (ierr),

» Call MPI_.COMM_RANK(MPI_.COMM_WORLD,myid,ierr),

» Call MPI_.COMM_SIZE(MPI_.COMM_WORLD,numprocs,ierr),
» Call MPI_FINALISE(ierr)

» MPI-INIT (ierr)
ierr: un entero
ierr es un codigo de error o MPI_success

» MPI_.COMM_RANK(comm,rank,ierr)
Comm: entero, caracteriza o identifica el contexto de comunicacién y el grupo de procesos aso-
ciados.
Es definido por "mpif.h”
rank: un entero
Cada proceso a un rank en el grupo asociado al comunicador MPI_.COMM_WORLD.
ierr: un entero, codigo de error.
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» Call MPI_COMM_SIZE(MPI_.COMM_WORLD, size, ierr)
size: un numero entero.
Esta rutina nos informa en size el nimero de procesos que el utilizador a inicializado para el
programa.
Si numprocs es el valor de size, es el niimero de procesadores asociados a MPI_COMM_WORLD.
Cada proceso a el mismo MPI_.COMM_WORLD y "numprocs”pero un diferente "myid”(rank).

Comunicaciones

MPI_SEND(adress, length,tipodata, destinacién,tag,comm)

= adress: lugar en la memoria del comienzo del buffer que contiene los datos a enviar.

length: Entero. El tamano del mensaje.

tipodata: Tipo de dato, enteros, reales, caracteres, etc...

destinacion: identificacion del proceso al que los datos son destinados.

tag: un numero arbitrario, entero positivo, que exprime la exclusividad y caracteriza el un men-
saje. Permite organizar el recibo de los mensajes en el buen orden.

= comm: identifica el grupo de procesos y el contexto de comunicacién.
Diferentes "tipodata’:

= MPI_CHAR,

MPIINTEGER,

MPLFLOAT,

MPI_DOUBLE_PRECISION,
= cte...
Por ejemplo si queremos enviar una columna de una matriz a:

Algoritmo 5.8.3. Ejemplo
do 40 7 = 1, numprocs — 1
do 30 5 =1,acols

30 buffers(j) = ali,j)
call MPI_SEND (buffer,acols, MPI_DOUBLE_PRECISION,i,i, MPL COMM_WORLD,ierr)
40 continue

MPI_RECV (adress, maxlength,tipodata,source,tag,comm,status,ierror)

= adress: lugar en la memoria del comienzo del buffer que contiene los datos a enviar.
» maxlength: Entero. El tamano maximal del mensaje.
= tipodata: Tipo de dato, enteros, reales, caracteres, etc...

= source: identificacion del proceso de donde aceptamos los datos. Por ejemplo MPI_ANY_SOURCE,
indica que aceptamos datos de todo proceso asociado al contexto MPI_.COMM_WORLD.
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= tag: un numero arbitrario, entero positivo, que exprime la exclusividad y caracterizar un mensaje.

Permite organizar el recibo de los mensajes en buen orden.

= comm: identifica el grupo de procesos y el contexto de comunicacién.

» status: informaciones sobre el mensaje. Por ejemplo: stat(MPI_.SOURCE) es el rank del proceso

de donde vienen los datos.

Comunicaciones colectivas

MPI_BCAST (adress, length, tipodata,source,tag,comm,ierr)
source: entero, proceso origen de los datos.
Va a enviar el contenido de los datos en adress a todos los procesos de comm.

Calcul collectif

Reduction
MPI_REDUCE(sendbuffer, recvbuffer, length, tipodata, operacién, source, comm, erreur)
Operacion: tipo de operacion.

MPI_MAX
MPI_MIN
MPI_SUM
MPI_PROD
MPI_LAND
MPI_BAND
MPI_LOR
MPI_BOR

Evaluacion del tiempo
tt=MPI_WTIME()
variable en doble precisién que contiene el tiempo transcurrido desde un punto inicial arbitrario.

t1=MPL WTICK

variable en doble precisiéon que contiene el tiempo transcurrido entre dos consultaciones sucesivas.

5.8.1. Ejemplo

Céalculo de 7.

1
1
L T3 a2 dx = arctan(x)y = arctan(1) — arctan(0) = % (5.118)
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Algoritmo de céalculo de la integral.

N

1
.<< flx) = 1+—x2
1/2

Figura 5.23: Descomposicion del intervalo.

105

Paralelizamos el cédlculo agrupando la evaluacion de la superficie I; en varios subgrupos y efectuando

la adicién. A continuacién, con una operacién de reduccién (suma global) obtenemos el resultado.

Un proceso, el director, es responsable de la comunicacién con el exterior. Por otro lado calcula el

valor de N y lo distribuye a todos los procesos (broadcast).

Entonces cada proceso calcula el subgrupo de superficies que le fueron atribuidas, y envia el

resultado al proceso que hace la suma global.

Programa

include "mpif.h”

double precision PI125D
parameter(PI125D=3.141592653589793239462643)

double precision mypi,pi,h,sum,x,f,a

integer n,myid,numprocs,i,ierr

C

C funcién a integrar

C

f(a) =4.d0/(1.d0 + a = a)

C Call MPLINIT (ierr)

Call MPI_.COMM_RANK(MPIL_.COMM_WORLD,myid,ierr)
Call MPI_COMM_SIZE(MPI_COMM_WORLD numprocs,ierr)
10  if(myid.eq.0) then

print®, “entrar el nimero de intervalos:( si zero stop)”
read(*,*) n

endif

C

C brodcast n

C

Call MPI_BCAST (n,1,MPLINTIGER,0,MPI_COMM_WORLD,ierr)
C
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C Verificacion de n

C

if(n.le.0) go to 30

C

C Calculo del tamano

C

h=1/n

sum=0.

do 20 i = myid + 1, n, numprocs
x=h*(dble(i)-0.5)

sum=sum-f(x)

20 continue

mypi=h*sum

C

C recuperacion de todas las sumas parciales
C

Call MPI_REDUCE(mypi,pi,1, MPI_DOUBLE_PRECISION ,MPI_SUM,0, MPI_COMM_WORLD,ierr)
C

C El proceso 0 escribe la respuesta

C

if(myid.eq.0) then

print*,”pi es 7, pi, "Erreur”, abs(pi-PI125D)
endif

go to 10

30 Call MPI_FINALIZE(ierr)

Stop

end
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