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284 Sucesiones de funciones

Este teorema es particularmente util en la teoria de las series de Fourier.
(Ver teorema 11.16.) También merece interés la siguiente generalizacion.

Teorema 9.19. Supongamos que l.em.,_. f, = fylLem.,.. g, = g en [a, b].
Definimos

Mo = f Tf0gydt, b = J’m)gn(t) d,

sl x € [a, b). Entonces h, — h uniformemente en [a, b).

Demostracion.  Tenemos

h(x) — hx) = f = f)g - g di

+<fo,,gdt— jxfgdt>+(J.xfg,,dt—J.xfgdt>.

Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, podemos escribir

0= (J 1f = fillg = a.l dt)z < (j S = 42 dz)(f 9 — gl dt>-

|.n demostracién es ahora una consecuencia inmediata del teorema 9.18.
0.11 SERIES DE POTENCIAS

lIna serie infinita de la forma

0
ap o+ Z an(z - ZO)"9
n=1

0 mds brevemente

o]

Z a,,(z - ZO)"ﬂ (14)

n=0

se llnma una serie de potencias en z—2z,. Enella z, z, y an (n =0, 1, 2, ..))
xon ntimeros complejos. A toda serie de potencias (14) se asocia un cfrculo,
llnmudo el circulo de convergencia, tal que la serie es absolutamente conver-
gente en todo z del interior de este circulo y divergente en todo z de su exterior.
Il centro del circulo es z, y su radio se llama el radio de convergencia de la
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seriec de potencias. (El radio puede tomar los valores 0 0 + oo en los casos
extremos.) El préximo teorema establece la existencia del circulo de conver-
gencia y nos proporciona un método para calcular su radio.

Teorema 9.20. Dada una serie de potencias Y., a,(z — z,)", sea

A = lim sup \Vla,,l, r=-,

n—= o l

(en donde r =0 si A = + 0o y r = 4+ o si A = 0). Entonces la serie converge
absolutamente si |z — z,| < ry diverge si |z— z,| > r. Ademds la serie converge
uniformemente en todo subconjunto compacto interior al circulo de convergencia.

Demostracion. Aplicando el criterio de la raiz (teorema 8.26), tenemos

. PR —— z —z
lim sup \"/Ia,,(z — zo)'| = lz = zol i
>

n—om

y entonces Sa,(z — z,)* converge absolutamente si |z—z,| < r y diverge si
,Z_ Zu‘ >r.

Para probar la segunda parte del teorema, basta observar que si 7 es un
subconjunto compacto del circulo de convergencia, existe un punto p de T tal
que z € T implica

|z — zol < |p = 20| <1

Luego |a,(z — z,)"| < |a,(p — z,)"| para cada z de T y entonces es aplicable el
criterio M de Weijerstrass.

NoTA. Si el limite lim,, |a,/a,+,|existe (0 si es + o), su valor es igual al
radio de convergencia de (14). (Ver el ejercicio 9.30.)

Ejemplo 1. Las dos series Y peo 2"y Y ae, z"/n? tienen el mismo radio de conver-
gencia, » = 1. En la frontera del circulo de convergencia, la primera no converge
en ningln punto, y la segunda converge en todos.

Ejemplo 2. La serie Y .-, z"/n tiene radio de convergencia r = 1, pero no converge
en z = 1. Sin embargo, converge en todos los demds puntos de la frontera en virtud
del criterio de Dirichlet (teorema 8.28).

Estos ejemplos ponen de manifiesto porqué el teorema 9.20 no dice nada
acerca del comportamiento de una serie de potencias en la frontera del circulo
de convergencia.
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Teorema 9.21 Supongamos que la serie de potenrias 2-n=o (2 — z,)" con-
verge para cada z de B(z,; r). Entonces la funcion f definida por la ecuacion

o0

fz) = 2 afz — zo)", si ze€B(zo; 1), (15)

n=0

es continua en B(z,; r).

Demostracion. Puesto que cada punto de B(z,; r) pertenece a algin subcon-
junto compacto de B(z,; r), la conclusién se deduce inmediatamente del teo-
rema 9.7.

NoTA. Diremos que la serie (15) representa f en B(z,; r). Se llama también
desarrollo de f en serie de potencias en torno de z,. Las funciones que admiten
un desarrollo en serie de potencias son continuas en el interior del circulo de
convergencia. Sin embargo, se verifican mucho mds que esto. Probaremos mds
udelante que tales funciones admiten derivadas de cualquier orden en el interior
del circulo de convergencia. Para demostrarlo deberemos utilizar el siguiente
teorema:

Teorema 9.22. Supongamos que Sa,(z— z,)* converge si 7€ B(z,;r). Su-
pongamos que la ecuacion

@

S(z) = Z a,(z — z,),
n=0

ey vdlida para cada 7z de un cierto subconjunto abierto S de B(z,; r). Entonces,

para cada punto z, de S, existe un entorno B(z,;R)C S en el que f tiene un

desarrollo en serie de potencias de la forma

VORI CEENS (16)
en donde
b= 2, <Z> afz, — z"™*  (k=0,1,2,...). (17)
n=k

Demostracion. Si z € S, tenemos

0

f2) = D afz — zo) = Z“) a(z — z; + z, — zo)'

n=0

= Z’an (:) (Z - zl)k(zl - ZO)"—k = E Z Cn(k)3

n=0 k=0 n=0 k=0
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en donde

C"(k) _ (Z) a,.(z —_ zl)“(z1 e zo)n—k’ ik = "

0, si k > n.

Ahora e]egimqs R tal que B(z,; R)S S y suponemos que z € B(z,; R). Enton-
ces Ja serie reiterada 3,2, Y%, c,(k) converge absolutamente, ya que

’;') ‘;) 'Cn(k)l = '; ]a,,](]z — le + 'Zl = ZOD" = =Zo la”’(zz _ Zo)n’ (18)

en donde
=20+ |z = zi| + [z, — 2.

Pero

22 = 2ol < R + |z; — zo| < r,
y por lo tanto la serie (18) converge. Entonces, por el teorema 8.43, podemos
intercambiar el orden de sumacién para obtener

=Y Neaw=3 3 (") afz — 2z — 2oyt

I
[~]s
~a
L
=
N
!
N
<

en donde b estd dado por (17). Esto termina la demostracidn.

NOTA. En la demostracién hemos visto que es posible utilizar cualquier R > 0
con tal de que se verifique la condicién

B(z\; R) = S. (19)

Teorema 9.23. Supongamos que Sa,(z — z,)" converge para cada zde B(z,;r).
Entonces la funcion f definida por medio de la ecuacion

f) = 2 az = zof,  si z € Blzoi 1), (20)
tiene una derivada f(z) para cada z de B(z,; r) dada. por

f(z) = Z na,(z — zo)'" . Co@n

LAs series de potencia (20) y (21) tienen el mismo radio de convergencia.



