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Redes de Steiner
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Problema

Dado un multigrafo no dirigido G = (V/, E, u) con cantidad de
aristas entre pares u : E — Z* y respectivos costos ¢ : E — QT,
hallar el subgrafo de minimo costo que cumple con requerimientos
de arista-conectividad rj; para cada par de vértices v;,v; € V.

El problema de Redes de Steiner es l; = (Z, Sn,, f7), donde

e Z={(G,R,c),Ge MG, R= (riJ')v,-,vjev(G)’ c:E—Qt}.
® Sn,(l)={H C G,VS C V(G),|0(S, S)| > max; j{rj}}.

o f7(l,H) = Yece(r)c(e)-

® OPTn, (1) = mingpesy ()} 2ece(H) <(€)-
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Problema Primal

Dada una instancia | = (G, R, ¢) del problema de redes de Steiner,
consideremos f : P(V) — N tal que f(S) = maxy,cs,vese{ri}, ¥

sea xe € N la cantidad de copias seleccionadas de la arista e en el
subgrafo H. El problema primal se formula de la siguiente manera:

min E CeXe
X

eeE

sa. Y xe>f(5), V5 C V(G)
ecd(S)

Xe < Ue, Ve € E.
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Ausencia de Integralidad

El problema primal no es 1/2 integral.

Prueba. Sea | = (P, R, c), donde P es el grafo de Petersen,

rij =1 para todo i # j y c(e) =1 para cada e € E(P). Sea x tal
que xe = 1/3 para toda e € E(P). Como P es 3-arista conexo, x
es factible. Como P es 3-regular entonces la suma del costo de
tres aristas incidentes a un vértice fijo de V/(P) nunca es menor
que 1. Como P tiene 10 vértices entonces el costo global de
cualquier solucién factible es al menos 5. Como el costo de x es
igual a 5 entonces x es 6ptimo global. Toda solucién factible z tal
que z. = 1 para alguna arista e excede el costo de 5, puesto que va
a requerir agregar aristas incidentes a los extremos de e. Por
altimo, si tomaramos 10 aristas con costo 1/2 entonces deberian

formar un ciclo hamiltoniano, lo que es imposible. H
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Ausencia de Integralidad

La solucién x tal que x. = 1/3 antes obtenida no es extremal.

Prueba. El grupo de automorfismos de P es arista-transitivo. Sea

x1 la solucién dada en la Figura 1y x», ..., x5 obtenidas tras
15
. . . Xi
aplicar automorfismos a x;. Se cumple que x = 2'1:51 o |

. N
p N
P N

ea
0RO
O

Figure: x; asigna 1/2 a las 6 aristas llenas y 1/4 a las 8 punteadas. 5/12
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Submodularidad

Defincion 1.
Una funcién f : P(V) — N es submodular si f(V) = 0 y para cada
A, B C V se cumplen simultdneamente las dos condiciones
siguientes:

o f(AUB)+ f(AN B) < f(A) + f(B),

o f(A—B)+f(B—A) <f(A)+f(B).
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Submodularidad

Si (G, u) es multigrafo entonces la funcion fg : P(V) — N dada
por fg(S) = |6(S,S¢)| es submodular.

Idea de la Prueba. Como §(V.V<) = () entonces fg(V) = 0.
Sean A,B C V(G):
e Si AN B = () entonces fg(AUB) + fg(ANB) = fg(AUB) =
fo(A) + f6(B) — 2|0(A, B)| < fg(A) + fc(B). v
fc(A— B) + fg(B — A) = fg(A) + fg(B).
@ Si A C B entonces fg(AU B) + fg(AN B) = fg(B) + fs(A).
Ademds B = AU (B — A) es unién disjunta, por lo que
fG(A — B) + fG(B — A) = fG(B — A) =
fc(A) + fe(B) — 2|6(A, BY)| < fg(A) + fe(B).
@ SiANB#D, A—B#0Dy B— A=, el razonamiento es
similar. Se deja como ejercicio.
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Supermodularidad débil

Defincion 2.

Una funcién f : P(V) — N es débilmente supermodular si
f(V) =0y para cada A, B C V se cumplen al menos una de las
dos condiciones siguientes:

e f(ANB)+ f(AUB) > f(A)+ f(B),
o f(A—B)+f(B—A) > f(A)+f(B).

.

Defincién 3.

La funcién de corte residual de f : P(V) — N para H es
f'(S5) = £(S) — u(S).

.
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Funcion de Corte Residual

Probar que la funcién de requerimientos f(S) para el Problema de
Redes de Steiner siempre es débilmente supermodular.

Si f es débilmente supermodular entonces f' también lo es.

Si x es solucién éptima con requerimientos f y xy se obtiene de x
tomando [x.| veces cada arista e con x. > 1/2, entonces x — xy
es solucién del problema primal con requerimientos f'.

A

Teorema 1.

Si f es débilmente supermodular, todo punto extremal de la
formulacién relajada verifica xe > 1/2 para alguna arista.
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Vamos a asumir que los requerimientos f son débilmente
supermodaulares.

Algoritmo 1 H = [teratedRounding(G, R, c)

1:

._.
e

© e Na s N

f < Requirements(R)
x < Solvel P(G, f,c)
H <+ RoundUp(x) {[xe]| veces cada e con x. > 1/2}
f' < Residual(f, H)
while ' # 0 do
x" « SolveLP(G — H, f', ¢c)
H <+ RoundUp(x")
H«+ HUH
end while
return H
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Eficiencia del Algoritmo

Teorema 2.
El algoritmo es de factor 2 para Redes de Steiner.

Idea de la Prueba. Por induccién en la cantidad de iteraciones.
Sea H el conjunto de aristas obtenidas en la primera iteracion. Si el
algoritmo termina en una iteracién entonces tenemos un redondeo
comin cuyo costo no supera el doble de OPT. La clave del paso
inductivo es notar que si x es solucién 6ptima de la primera
iteracién y X se obtiene de anular las coordenadas de x tales que
Xe < 1/2, entonces x — X es solucién para el requerimiento residual
f’ luego de la primera iteracién. Sea H’ las aristas adicionadas a
H. Notemos que c(H") < 2¢(x — X). Luego HU H' es factible y:

c(HUH") < c(H) + c(H") <2¢(X) +2c(x — %) < 2¢(x).

11/12



Comentarios
°

Comentarios

Comentarios

@ La construccién de solucidn extremal eficiente utiliza flujos.

@ La existencia de variables que superan 1/2 se deduce de teoria
de conteo.

© El factor 2 generaliza al obtenido en Bosques de Steiner.
© Las ruedas son una familia justa para el algoritmo.

© El gap de integralidad del problema relajado es 2.
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