Algoritmos de Aproximacion

Clase 8
Bosques de Steiner

Pablo Romero

Lunes 11 de setiembre de 2023. Montevideo, Uruguay.
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Bosques de Steiner

Dado un grafo G = (V, E) con costos en sus aristas c : E — QT y

una coleccién disjunta de vértices S1,S5,...,S, de V, hallar el
subgrafo H de G de minimo costo tal que para cada
i€{1,2,...,k} todos los vértices de S; se hallan en la misma

componente conexa.
El problema de Bosques de Steiner es g = (Z, Sn,, f¢), donde

e Z={I=(G,S1,...,5,c),GegG,c: E(G)—» Q" Vie
(1,2,...,k}S; € V(G).Vi #,5nS; = 0.

o Sm()={H: HC G,H=HiUH,U...HVic
{1,2,...,k}3je{1,2,...,t},5 C H;}.

o fo(H) = X ece(m) cle)-

® OPTn,(/) = mingpesy (1)} 2Zeck(H) <(€)-

i = = =

2/10



Bosques de Steiner
0@0000000

Bosques de Steiner

Problema Primal

Sea I =(G,51,...,5 ¢)y r(u,v) el requerimiento de
conectividad, tal que r(u,v) =1 siy sélo uy v pertenecen al
mismo conjunto S;. Sea f : P(V) — {0,1} tal que f(S) =1siy
sélo si el corte existen u € S, v € S¢ tales que r(u,v) = 1.
Definamos x. € {0,1} tal que xe = 1 si se selecciona la arista e, y
Xxe = 0 en caso contrario. El problema primal consiste en relajar
xe € {0,1} por xe > 0, y se expresa como sigue:

min Z CeXe
X

ecE

s.a. Z Xe > f(S5),VSCV
e€i(S)

Xe > 0Ve € E.
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Problema Dual - Terminologia

max Z f(S)ys

scv
s.a. Z Ve < cVee E
s:e€d(S)
ys >0,VSC V.

Terminologia

@ Diremos que crecemos el corte (S, S€) si incrementamos ys.
@ Una arista e siente el dual ys si ys >0y e € (S, S°).

@ Una arista estd saturada si siente tanto dual como su costo.
°

Un corte (S, S€) es insatisfecho si f(S) = 1 pero no hay
aristas e con x. = 1 tales que e € (S, 5°), y es activo si
ademds < S > es una componente conexa.
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Esquema Primal-Dual con sincronizacion

El cometido del esquema primal-dual con sincronizacién consiste
en mejorar en cada iteracién la solucién dual y concluir el ciclo con
una solucién entera primal factible que sea factor 2 del problema
de Bosques de Steiner.

Iniciamos con soluciones dual nula (factible) y primal nula (no
factible). En cada iteracién aumentamos de manera sincronizada
ys para todos los cortes (S, S€) activos hasta saturar a alguna
arista e. Dicha arista e debe ser elegida (x. = 1).

Al final del algoritmo vamos a satisfacer tanto la factibilidad primal
como las condiciones de complementariedad primal (con a = 1) y
las condiciones de complementariedad dual relajadas (con 8 = 2):

o \V/e c E, (Xe ;é O — 25786(5(5) Ys = Ce);
o VSeV,(ys#0— Ze,eE&(S) xe < 2f(5).
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Algoritmo Primal-Dual con sincronizacion

Algoritmo 1 U/ = PrimalDualS(G, S1, ..., Sk, ¢)
1 x<+0
y+0
S < Activos(x, y)
while x not feasible do
s < Aumentar(S) {hasta que } 5 .c5(5) ¥s = Ce}
& < Saturados(y) {retorna {e: } s .c5(s) ¥s = Ce)}}
e < Elegir(€)
Xe — 1
S <+ Activos(x,y)
end while
. x°t + EliminarRedundantes(x)
: return x
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Estudio de la factibilidad primal

La salida x°“* de PrimalDual es primal factible y entera.

Prueba. Sea | = (G, 51,52, ..., Sk, ¢) una instancia de problema
de Bosque de Steiner. Como al inicio x = y = 0, el grafo nulo es
aciclico y tiene tantas componentes conexas como vértices en
51,5,...,5,. Como el grafo tiene una cantidad finita de aristas
entonces el ciclo while termina. Como se agrega en cada iteracién
exactamente una arista entre distintas componentes conexas,
nunca se agregan ciclos, por lo que el subgrafo recubridor F de G
cuyas aristas son {e € E(G) : xc = 1} es un bosque. Entonces,
cualquier par de vértices u 'y v de G tales que r(u,v) =1 tienen
un Gnico camino que los une en F, y ninguna de esas aristas son
redundantes, por lo que x°“t es primal factible y entera. B
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Estudio del grado de los cortes

Sea F’ el bosque recubridor cuyas aristas son {e € E : x2"* = 1}.

Si x se obtiene luego de la i-ésima iteracion,
Gi = (V(G),{e € E(G) : xe = 1}), C es una componente conexa
de Gj y f(C) = 0 entonces gre/(C) # 1.

Prueba. Supongamos por absurdo que gre/(C) = 1. Sea

e =0(C,Cc). Como e € F' entonces e no es redundante.
Entonces, existen u € Cy v € C€ tales que r(u,v) =1, y el Gnico
camino u-v contiene a e. Esto implica que f(C) =1,
contradiciendo la hipétesis. Luego grr/(C) = 1, como queriamos
demostrar. B
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Rendimiento del algoritmo PrimalDualS

Teorema 1.

PrimalDualS es un algoritmo de aproximacién de factor 2 para el
problema de Bosques de Steiner.

Idea de la Prueba. Por el Lema 1 y la factibilidad del dual, basta
con probar que Y cpr Ce <23 scy ¥s. Como las aristas de F'
estan saturadas entonces c. = Zs,eea(S) ¥s, y reordenando sumas:

D=2, D, s

ecF’ ecF’ S,ecé(S)
=Y > ys= ar(Sys.
SCV e€d(S,5¢)NF’ scv

Para probar que > sy grF/(S)ys <23 scy ys se usa el Lema 2y
que el grado promedio de todo bosque es menor que 2. []
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Comentarios

@ El factor 2 generaliza al obtenido en el Problema de Steiner.
@ La eliminacién de aristas irrelevantes es esencial.
© La familia de grafos rueda es justa para el algoritmo.

© El gap de integralidad es igual a 2.
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