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1. Introduccidn.

En esta aula inicia el estudio del tercer elemento finito que hara par-
te de la biblioteca de elementos que estamos construyendo en este
curso, o sea el Elemento de Viga (BEAM) con la superposicién de
comportamientos independientes para flexién, cizallamiento y tor-
cién.En la mecanica estructural un elemento viga es un componente
estructural caracterizado por dos propiedades:

1. La dimensién longitudinal o axial es mayor que las otras
dimensiones, las cuales son conocidas como dimensiones
transversales. La intercepcién de un plano normal a la
longitud dimensional con la barra define la seccién transversal.
La dimensién longitudinal define el eje longitudinal.

2. La viga resiste ademas de una fuerza interna axial a lo largo
de su dimensién longitudinal también resisten flexiones,
cizallamientos y torciones.
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2. Definicion de los elementos Finitos tipo viga

Un elemento viga puede trasmitir, ademas de Fuerzas axiales, Mo-
mentos Flectores en los planos que contienen sus dos ejes principales
del plano de la seccién transversal de la viga, fuerzas cortantes y Mo-
mentos Torsores.
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2. Continuacion

En las aula anterior fueron establecidos los fundamentos en los cuales
se basa el método de rigidez directo.

Como fue visto anteriormente necesitamos transformar del sistema
local para el elemento al sistema global de la estructura.

Anteriormente fue visto la transformacién de un vector del siste-
ma local de coordenadas al sistema global usando el concepto de
transformacién matricial para expresar la matriz de rigidez de un
elemento arbitrariamente orientado en términos de sistema global
de coordenadas.



3. Derivacion de la Matriz de Rigidez para un Elemento Tipo
Viga uso del teorema de Castigliano.

Elemento viga en el plano 2D.
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3. Continuacién

Grados de Libertad nodales.




3. Continuacion.

M: F1 F2 M:

Al imponer una rotacién en el nodo 1 de valor 81 considerando las
ecuaciones de equilibrio tenemos como:

Fiy + F2, =0 (1)
Sumatoria de momentos con respecto al nodo 1,

My + My + F,l =0 (2)
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3. Continuacion.
Momentos alrededor de z con relaciéon a una distancia x
—M(X)+M1—F1yX:0 (3)
El momento M(x) puedes ser escrito como:
MX = Ml — FlyX (4)

Utilizando la energia de deformacién en una viga por flexién dada:

"' M(x)? 1/
= dx = —— [ (M — F1,x)d
v /0 26 = 2g J, (M= Fux) ok (5)
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3. Continuacion.

Usando el teorema de Castigliano y derivando la energia de defor-
macién con respecto a Fy, y M; tenemos como:

U Fy,B M2
= —_ P V =
oF,  3El 2B ! 0 (6)

ou Ry Ml
oM, — 26 ' El

601 (7)

Resolviendo el sistema Ec (7) y Ec (8) para hallar F1, My y M>.

6E/

F1y = /7291 (8)
4EI

My = —6; (9)

My, = =0, (10)
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3. Continuacion

r

Ecuacién de equilibrio para una Viga 2D (Beam)

Fiy 12 6/ -12 6/ Vi
My | _El| 6/ 417 —61 2/ 61
Fy | B |-12 -6/ 12 -6l (W
M 6/ 27 —6/ 4/ 0>

O simplemente como:

{Fe} = [Ke] {Ve}

Donde

{Ve}:vector de los desplazamientos nodales;
{Fe}:vector de las fuerzas nodales;

[Ke]: matriz de rigidez de la viga en SL

(11)

(12)
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3.1 Matriz de rigidez del elemento de viga con Rigidez a
Flexién

Manteniendo las consideraciones de las hipdtesis de pequenas de-
flexiones, o comportamiento axial de la viga es independiente del
comportamiento a flexion.
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3.1 Continuacién

Llamamos a = # y b= %

M1 2 3 4 5 6 T
koskosksk o oskoskosksk o skoskoskk sk oskoskk sk sk sksk sk sk skek

a 0 0 —a 0 0 1

k] = 0 12b  6bl —12b  6b  x2

e 0 6bl  4b/? 6b  2b2 43

—a 0 0 0 0 x4

0 —12b  —6b/
0 6b/  2b/?

12b  —6bl 5
—6bl  4bP 6]

OO v OO




Clase No.5

3.2 Matriz de rigidez del elemento tipo viga con solamente
rigidez a torsion.

Asumiendo dentro de las mismas limitaciones anteriores definidas
para la superposicién de la matriz de rigidez con el comportamiento
independiente a la flexién y carga axial de la viga. De forma seme-
jante sera tratada la contribucién de la rigidez torsional de la viga.
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3.2 Continuacion.

La relacién entre el dngulo de giro ® y el par de torsién T, la torsién
de Saint-Venant es gobernada por la siguiente ecuacion.

TL JG
CD—E..T—T(D (13)
La expresidn de la matriz de rigidez de una barra sujeta apenas a
torsién serd dada de forma semejante a Matriz de rigidez de una
barra articulada.Por tanto, todo el desenvolvimiento analitico efec-
tuado para la barra articulada, podria ser integramente utilizado a

partir del conocimiento de la relacién Ec (15).

Ya ¥ oa
| I
F_1-V: E.A F2 x Tx ‘: EA Tﬂ..._
& u1 mz " b ¢2 5\% "d’; 7
- — s e

| L | [ L ‘




Clase No.5

3.2 Continuacion.

Recordando el desarrollo para barra articulada la ecuacién en forma
matricial:

F2 iy uz Tx2 -5 7T )
Destacando la matriz de rigidez a torsién tiene dimensiones 2x2 y
los coeficientes estaran dados por GJ

(14)

k=[5 ]
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4. Matriz de rigidez del elemento en los sistemas locales y
globales. Matriz de transformacion.

Para representar los posibles grados de libertad del elemento viga en
un espacio bidimensional. La relacién entre las coordenadas locales
(x,y) y el sistema global de coordenadas (X, Y) es mostrada:

i cosa sena 0 0 0 0

Vi —sing cosa 0 0 0 0

1| o o 1 0 0 o0

u; - 0 0 0 cosa sena 0

. v; 0 0 0 —sina cosa 0
" X | 0 0 0 0 0 1

DD ™D




Clase No.5

4, Continuacion

Retomando el procedimiento visto anteriormente Clase No.4 para
transformar a Matriz de Rigidez de un elemento del sistema local al
sistema global, representando la Ec. (17):

[K®] = [C]T[K]°[C] (15)

Aplicando la Ec. (17) obtenemos la Matriz de Rigidez del Elemento
en el SG como:

ac?+ 12bs? 1
(a—12b)cs as?+ 12bc? Simé trica
—6bLs 6hL 4bL.?

[Ke]=
—ac?—12bs? —(a—12b)cs 6bLs  ac?+ 12bs?

—(a—12b)cs —as?—12bc? —6bLe (a— 12b)es as?+ 12bc?
—6bLs 6bLc 2bL2 6bLs —6blLc  4bL? |

Siendo a = £A, b = £ ¢ = cos(a), s = sen(«)
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5. Matriz de Rigidez del elemento tipo viga en el espacio.

El procedimiento empleado anteriormente para formular la Matriz de
Rigidez (viga) considerando independientemente la contribucién de
su Rigidez Axial, R-Flexion y R-Torsién, también puede ser usado
para formular la matriz de Rigidez en un espacio 3D
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5. Continuacion.

La matriz de Rigidez en elemento de tipo viga, en el caso mas general

con 12 grados de libertad

[a

o 12s,

0 0 12h,

o0 0 ¢

0 0 —6byL 0
k]*= |0 &L 0 0

0 1235, 0 Q

0 g —12b, o0

a 0 ] -t

0 0 _gpr O

0

0 &bt 0 0
Siendo a = ETA, b, = E:

a
—eb,L 0
0 0
0 0
0 0
2,17 0
El
7ot

Simétrica
125,
s} 1zb,
0 0 t
0 6b,L 0
—6b, L 0 0
GJ

2
4b, 1L

4b, [?
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