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1. Introduccion.

Cada tema estara provisto de algunos problemas que sirven como ejemplos para mejorar la
compresion de los temas tratados en las clases tedricas. En la mayoria de las veces el Ejemplos 1.1
puede ser utilizado para la generacion del programa en Octave que sera desarrollado en los
LABORATORIOS. El estudiante debera hacer un esfuerzo para resolver los problemas
propuestos. Alentamos el uso de sus programas elaborados y paquetes comerciales para evaluar y
suplementar el proceso de aprendizaje. En la Bibliografia encontraran libros recomendados.

2. Ejemplos expositivos.

Consideremos un ejemplo de un sistema de barras.

Ejemplo 2.1: Dado el sistema mostrado en la Fig. 1, donde dos elementos de barras estan sujetos
a cargas externas como se muestra. Considerando que los elementos tienen el mismo modulo de
elasticidad E; = E, = 10x10° [b/in? y el 4rea de la seccion transversal A; = A, = 1.5 in%.

a) Determine las componentes del desplazamiento del nodo 3 ?.

b) Calcular las fuerzas de reaccion en el nodo 1y 2.

c) Calcular el desplazamiento de cada elemento

d) Fuerza en cada elemento e identifique si esta a traccion o compresion.

d) La tension en cada elemento.
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Figura 1. Sistema de Elementos tipo Barra con fuerzas externas.

Solucion.

Resultado Analiticos:

300,0
Bx 200,0 c 500,0
. - 200,0 (T) =
TB
By 0,0
424,26 (T)
Py
Ax 300,0
Ay 300,0

Figura 2. Resolucion del problema utilizando el método de los nodos.



Resultados utilizando el método de Elementos Finitos.

Datos

L, = /(402 + 40%) = 56.57 in. y L, = 40 in.

AE
k, = —— = 2.65(105) Ib/in (1.1)
1
AE
k, = i 2 = 3.75(105) Ib/in (1.2)

2

Utilizando la Ec. (3.19) y Ec (2.25) que relaciona los desplazamientos nodales globales del
elemento con los desplazamientos locales y la matriz de rigidez del elemento en el sistema de

coordenadas globales.

Y
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Figura 3 Identificacion de los grados de libertad del modelo



Determinar la matriz de rigidez de cada elemento y represéntela en el sistema global.

EA EA
e1—| L L 1
L EA EA (1.3)
L L
Tabla 1.1 Angulos 0 entre x y X medidos a partir de X
Elemento | 6 | Cos (6)=C | Sen (6)=S
1 450 V2 V2
2 2
2 180° -1 0
Elemento 1:
Utilizando la Ec. (3.15) y Ec (3.25)
c? c-s —c* -s-c
o . 2 —S - —s? 1.4)
El=1ciugicir=| s ¢ S s-c s (
K] K ]ic] c? —-s-c c? s-c
—-s-c =—-s®* s-c s?
0 5 0.5 —-05 =05
[ ] k 0.5 -05 =05
! —0 5 -05 05 0.5
-0.5 —-05 0.5 0.5
(1.5)
1.325 1.325 -1.325 -1.325
— 105 1.325 1.325 —-1.325 -1.325
—-1.325 —-1.325 1.325 1.325
—-1.325 -1.325 1.325 1.325



Elemento 2:

1 0 -1 0
2] _ 0O 0 0 O
[Ke = ka2 -1 0 1 0
0 0 0 O

(1.6)
375 0 =375 0
| o 0 0 0
10 —-375 0 375 0
0 0 0 0

Cada elemento del modelo esta definido por su matriz de rigidez en el sistema global de

coordenadas.

La rigidez de la estructura completa depende de la rigidez de cada uno de sus elementos, ahora
realizamos el ensamblaje de la matriz de rigidez de la estructura a partir de las matrices de rigidez

de cada uno de sus elementos utilizando el método de superposicion o Método de Rigidez Directo.

Debemos identificar en cada matriz de rigidez de los elementos su contribucion en la matriz de

. . C . =1 =2
rigidez global de la estructura, los coeficientes i,j (linea , columna) de las matrices K, ,K, seran
adicionadas en la misma localizacion i,j de la matriz de la estructura. La estructura analizada tiene

6 DOF, por tanto, su matriz de Rigidez tendra dimensiones de 6 x 6.

- 1.325  1.325 ~1.325 ~1.325 0 0
1325  1.325 ~1.325 ~1.325 0 0
K] = 105|325 —1325 13254375 1325+0 -3.75 0 (1.7)
1325 —1325 132540 132540 0 0
0 0 _3.75 0 375 0
0 0 0 0 0 0
Fy - 1.325  1.325 ~1.325 ~1.325 0 07/U;
/Fz\ 1325  1.325 ~1.325 —1.325 0 0 (U2\
| Fs | _os5|—1325 -1325 1325+375 1325+0 —-375 0Off Uy
| F, |~ "7 |=1325 —1325 132540 132540 o0 of|lvus| @8
\FS/ 0 0 —3.75 0 375 0 \U5/
Fq 0 0 0 0 o ol\u,




Incorporando las condiciones de contorno y fuerzas externas para el modelo en la matriz global de

la estructura, la ecuacion de equilibrio:

- 1.325 1.325 —1.325 —1.325 0 01,0
/ \ 1.325 1.325 —1.325 —1.325 0 0 /0\
500 — 105 —1.325 -—-1.325 1.325+3.75 1325+0 -3.75 0| U3 (1.9
300 —1.325 -1.325 1.325+0 1.325+ 0 0 0f| Uy
Fs 0 0 —3.75 0 3.75 0 0
Fe L0 0 0 0 0 04 N0
Simplificando
(500) — 105 5.075 1.325] <U3> (1.10)
300 1.325 1.3251\U,
Resolviendo la Ec. (1.10) se obtiene:
{Ug} _ {0.0005333} _ {5.333 : 10—4}in (1.11)
U, 0.0017308 1.731-1073
A partir de la Ec. (1.9) y conocidos los desplazamientos Uz y U, , se obtienen:
300
/ 300\
500 500 (1.12)

300 | = | 300 |
Fs \ 200/
F, 0

Para el elemento 1 el desplazamiento local en el sistema de coordenadas, utilizando la Ec.(3.20) :

0 cos(45°) —sen(45°) 0 0 0
0 _|sen(45°)  cos(45°) 0 0 0 (1.13)
0.5333-1073 | 0 0 cos(45°) —sen(45°) || u;
1.73-1073 0 0 sen(45°)  cos(45°) 1 \uy
(1.14)

(Zi) (00000001865) mn



La tension en el elemento es calculada utilizando la Ec. (3.28).

10-10° 0 (1.15)
_ _ iy
s657 1 1 lo.00160] = 28290 2/,
La fuerza nodal en el elemento 1 utilizando la Ec. (3.11)
1 170U _ [ fix'
ot = () @19
fix\ _ (—424.10
(fle _(424.10 )'b (1.17)

Para el elemento 2 el desplazamiento local en el sistema de coordenadas, utilizando la Ec.(3.20) :

0.5333 - 103\ [cos(180°) —sen(180°) 0 0 Us
1.73-1073 sen(180°)  cos(180°) 0 0 g (1.18)

0 0 0 c(180°) —s(180°)| |\ O

0 0 0 s(180°)  ¢(180°) 0

u; = —0.0005333333333) .
“ o

u, = —0.001730817609 (1.19)
La tension en el elemento es calculada utilizando la Ec. (3.28).
10'106[ 1] | 0 | =13333 1
40 - 0.0005333333333) = 13333 /in2 (1.20)

La fuerza nodal en el elemento 1 utilizando la Ec. (3.11)

- 3 xz
L[ 6= () 12



fox” 200
(f;z) = (Z200)" (122)

Caso de estudio con un programa de Elementos Finitos.

Considere la Armadura mostrada en la Figura 1, para todos los elementos E=13.1 GPa y v=0.29.

La seccion presente dimensiones 6 cm x 6¢cm (ancho x altura).

—_— Material: Douglas Fir
E=13.1 GPa
Im =029

Y Member cross section:
ﬁ I m l 1 m l I m l 1 m ﬁ height = 6 cm

30 kN 30 kN 30 kN width =6 cm

Figura 1. Puente de barras.
Determine los desplazamientos nodales y los esfuerzos en los elementos utilizando FEM.

Resuelva el problema propuesto utilizando un programa de Elementos Finitos y utilizando su

programa implementado en Octave.

3. Ejercicios Propuestos.

Ejercicio Propuesto 2.1: Considere la armadura mostrada en la figura 11, Determine los desplazamientos,

la fuerzas y tensiones en los elementos.
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Figura 2.1 Armadura formada con elementos de tipo barra.

Ejercicio Propuesto 2.2: Considere la armadura mostrada en la figura 1.2, Determine los
desplazamientos, la fuerzas y tensiones en los elementos. El drea de la seccidn transversal 4 = 1.0 in?y

el médulo de elasticidad 15 - 10° psi. La fuerza horizontal y vertical aplicada en el nodo 3 son 300 Ib 'y

200 Ib respectivamente.
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Figura 2.2 Armadura formada con elementos de tipo barra.



Ejercicio Propuesto 2.3: Considere la armadura mostrada en la figura 1.3, de seccion transversal

5 mm x Smm. Determine los desplazamientos y la fuerzas en los elementos.

1kN
1 kN 1 kN 0.25m
v v 1
1 ll(N llkN 0.25m
0.2m
i

02m 025m 0.25m 0.25m 025m 02m
Figura 2.3 Armadura formada con elementos de tipo barra.

Ejercicio Propuesto 2.4: Considere la armadura mostrada en la figura 1.2, de seccion transversal

3 mm x 3 mm. Determine los desplazamientos y la fuerzas en los elementos.
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Figura 2.4 Armadura formada con elementos de tipo barra.



