[Limites de Funciones

1. DEFINICION TOPOLOGICA DE LIMITE

a) Limite finito para x finito

Dada una funcion f/ a es un punto de acumulacién de su dominio,

limf(x)=b < ve>03 8=58(c)>0 /v xeE (a,5)nDom(f) s.c.q. f(x) € E(b,e)

X—a

b+¢ En el entorno reducido de “a”_el
centro “@” queda excluido. Para
todo valor de x en ese entorno la

E(b,€) b imagen cae en el entorno de b.

Cuando decimos que x tiende a
“a” significa que se acerca a “a”
b-¢ pero sin llegar a alcanzarlo.
a-9d a a+d -
E'(@,d)
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b) Limite infinito para x finito

Dada una funcién f:D - R/ a€R es un punto de acumulacion de D

lim f(x)=+0 — vK>035=8(K)>0/v xecE (a, 8)nD s.c.q. f(x)>K

X—a

lim f(x)=—© o vK>038=8(K)>0/v xcE (g, 8)nD s.c.q. f(x)<-K

X—a

_ ! ' a+d

Nota: en estos casos la recta x = a se llama asintota vertical

c¢) Limite finito para x infinito

Dada una funcién f:D >R / yreR*3 XxeD /x>r

lim f(x)=b — vg>03H=H(E)>0/ vxeD A x>H s.c.q. |f(x)-bl<e

X—>+00

Dada una funcion f:D >R / vreR*3 XeD /x<—r

lim f(xX)=b < ve>03H=H{E)>0/ vxeD A x<—H s.c.q. [f(x)-b|<e

X—>—00
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___________________________ bl ———

lim f(x)=b

X—>—00

Nota: en estos casos la recta y = b se llama asintota horizontal

d) Limite infinito para x infinito

Dada una funcion f:D >R / vreR*3 xeD/x>r

lim f(X)=+%0 < v K>03 H=HK)>0/ V xeD A x>H s.c.q. f(x)>K

X—>+00
Xiﬁ:oof(X)?oo@v K>03 H=HK)>0/ V xeD A x>H s.c.q. f(x)<-K

Dada una funcion f:D >R / vreR*3 XeD/x<—r

lim f(X)=+© o v K>03 H=HK)>0/ V xeD A x<-H s.c.q. f(x)>K

X—>—00

lim f(x)=-© o v K>03 H=HK)>0/V xeD A x<-H s.c.q. f(x)<—-K

X—>—00
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K / lim f(x) =+ ,’\

— = K
] lim f(x)= -
H X—>+00 ( )
§ irgoof(x) = 400 4 _H A ‘
K
-K
-H lim f(x)= -
X—>—00

Ejemplos

ITh} . . .7 r H i —3
1°) Utilizando la definicién de limite mostrar que: LITT; ))((+ 1 =3

Resolucion:

Se debe comprobar que cualquiera sea ¢ >0 38=238(g) / Vx eE (2, )

X+3
s.c.q. x—1_5 <e
x+3_5‘:|x+3—5x+5|:|—4x+8|:|4(x—2)|: 4 Ix—2<e
x—1 | ox=1 | | x=1 || x=1] |x-1]
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o x-2 S x-1 <
4 4
para esta ultima desigualdad suponemos que x debe estar en un entorno

de centro 2 y radio alo sumo 1, donde | x—1| < 1.

Finalmente concluimos que si x< E*(Z,E) =>f(x)eE(5,¢) #

. +3
2°) Utilizando la definicion de limite mostrar que: lim =0
x—1XxX-1

Ahora se debe comprobar que cualquierasea K>0 3 6=08(K)>0 /

+3

>K

vxeE (1,8) s.cq. ‘ X
X+3 [ x+3]|

X —1

<

<K& |x+3 <K |x=-1]| & |x=-1]|<

4
K

esta ultima desigualdad se justifica admitiendo que x debe estar en un

entorno de centro 1 y radio a lo sumo 1.

« 4
En conclusién: si xeE (1,R):>|f(x)|>K #

1. TEOREMA DE UNICIDAD DEL LIiMITE.

“Si una funcion tiene limite, cuando X —a dicho limite es unico”
H) lim f(x)=b A lim f(x)=c
X—a X—a

T) b=c
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2. ALGEBRA DE LIiMITES.

a) Linealidad.

1°) Propiedad homogénea.

X—a
T) lim Kf(x)=Kb
X—a
2°) Propiedad aditiva. ( Teorema del limite de la suma)

H) lim f(x)=b A lim g(x)=c

X—a X—a

im (f(x)+g(x))=b+c

T) |
X—a

3°) Propiedad lineal.

Hy fim f(x)=bA lim g(x)=c. |« ncR

X—a X—a

T) Jim (k f(x)+mg(x))=kb+mc

X—a
b) Teorema del limite del producto
H) lim f(x)=b A lim g(x)=c
X—a X—a

(f(x)-g(x))=bc

lim
T) X—a

c) Teorema del limite del cociente
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H) lim f(x)=b A lim g(x)=c#0

X—a X—a

100 _b
T xIT;'ag(x)_c

3. TEOREMA DEL LiMITE DE LA FUNCION COMPRENDIDA

“Si una funcion esta constantemente comprendida, en un entorno de a,
entre otras dos que tienen igual limite, cuando x — a, entonces ella también
tiene ese limite para x —» a”

A

~

f,g,h:D >R / aeR es punto de acumulaciéon de D

H) 38,>0 /v xeE(a,8,)nD s.c.g. f(x) < g(x) < h(x)

v

a

lim f(x)=b , lim h(x)=b
X—a X—a

T) lim g(x)=b

X—a

D/ Por entornos:

Dado ¢ >0 hay que probar que 36=38(¢)>0 / YxeE (a, 8)nD

s.c.q. |9(x)-b|<e (o, loqueesigual: b—c<g(Xx)<b+g)
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1) im f(x)=b = por definicion de limite: 35, = 3,(¢) >0 /

VX e E*(a, 3,)ND s.c.q. b-e<f(x)<b+eg

2°) lim h(x) =b = por definicién de limite: 35, =5,(g)>0 /

X—a

vxeE (a 85)ND s.c.q.b-& <h(x)<b+e

Entonces si ahora se elige 8 =min{3,,3,,3;}, vx cE (a, 8)ND s.c.q.

b-eg<f(x)<g(X)<h(xX)<b+e = b-eg<g(X)<b+¢

: rmitar M g(X)=b
. por definicion de limite: X_>ag( ) #

4. TEOREMA DE CONSERVACION DEL SIGNO

b>07
b<0

v

“Si una funcion tiene limite b # 0 , cuando x — a, entonces existe un
entorno reducido de “a” donde el signo de f(x) coincide con el de b”

H) f:D > R/aeR es punto de acumulacién de D, limf(x)=b =0

7 Xx—>a

T)36>0/ VxeE'(a,8)nD s.c.q. f(x)b>0
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D/ Por definicién de limite Ve >0 38=358(¢)>0 / YxE (a,8)nD
s.c.q. b-e<f(x)<b+e
Entonces se consideran dos casos de acuerdo al signo de b.

Caso 1:sib>0 elegimos 822 >0

:>0<b—s=b—g:g<f(x) si xeE (a,8)nD #
: : b
Caso 2: si b <0 elegimos 8=—§>0

:>f(x)<b+s:b+[—gj:g<0 sixeE (a,8)ND #

Contrarreciproco

“ Si en todo entorno reducido de a, f(x) admite signos positivos y negativos,

y existe IMf(x)=b = p =0

_J
—

v

D/ Si suponemos b # 0, por el teorema de conservacién del signo existe un

entorno de a donde el signo de f(x) es constante (igual al de b), y esto

contradice la hipotesis, por lo tanto se debe admitirque b =0. #
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6. LIMITE DE LA FUNCION COMPUESTA
a) Definicion:

Dadas dos funciones reales de variable real:g:D >R A f:g(D)—>R

se define la funcién compuesta f°g:D — R/ (f °g)(x) = f(g(x))

a(D)

Obs: el dominio de la funcién compuesta es Dom(f °g) = g~ (Dom(f)) .

Ejemplos:

3X+2
sen(x) y
sus respectivos dominios.

1°) Dadas f:f(x)= g:9(x)=L(3-x) hallar f°g, g°f y determinar

¢la composicion de funciones es conmutativa?

_3g(x)+2  3L(B-x)+2

(f°9)(x) =f(g(x)) = sen(g(x)) _ sen(L3—x))

Dom(f°g) = g™'(Dom(f))= g"'(R—{kn/k € Z})={x e R/L(3 - x) # kn} =

{XxeR/x<3A3-x#e" ={xecR/x<3Ax=3-e""}

(°F)(x) = g(F(x)) =L(3 — f(x)) = L(s— 3“2]
sen(x)
A » 3x+2
Dom(g°f)=f"(Dom(g)} =f '(—0,3)={xeR/ <3}
sen(x)
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Se observa que (f°g)(x) = (g°f)(x) ..la composicién no es conmutativa.

2°) Dadas las funciones polinémicas f:f(x)=2x® +3x A g:g(x) = 5x* —2x

Hallar f°g y g°f.
¢, Qué se observa con respecto al grado de la composiciéon?

Generalice el resultado para polinomios de grados my n.

fog(x) = f(g(x)) = f(5x? — 2x) = 2(5x? — 2x)® + 3(5x? — 2x)

queda: f°9g(x)=250x® —300x° +120x* —16x> +15x? - 6x
Analogamente: 9°f(X)=20x% + 60x* - 4x3 + 45x? — 6x

El grado de la composicién es igual al producto de los grados de las

componentes

b) Teorema del limite de la funcion compuesta

'X'Lna g(x)=b A 'Ziggf(Z) =C, donde fy g son funciones tales que
H) Dom(f)nIm(g) # ¢, acR es punto de acumulacién del Dom(g)

y b eR es punto de acumulacién de Dom(f) nIm(g)/ g(x) = b.

T) lim(f°g)(x)=c

D/ Se tiene que demostrar que dado ¢ >0 35=23(g)>0 /

vx eE (a,8) nDom(f °g) s.c.q. (f °g)(x) eE(c,&)

19) Imf(z)=¢ = ve>0 Iy=7v(s)>0/

vz e E'(b,y)n [Dom(f)nIm(g)] s.c.q. f(z) eE(c,e)

20) img(x)=b = Con 7 de la parte (1°), 35" =35'(y) >0,
pero a su vez y=7(e)= 8 =08'(y(g)) = d(¢) y se verifica:

vx e E'(a,8)nDom(f °g) s.c.q. 9(x) €E(b,y), ademas g(x)=b
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a)

b)

3°) Observamos que g(x) de 2°) verifica las condiciones de z en 1°)

.. si se sustituye z por g(x) resulta la tesis.#

7. FUNCIONES EQUIVALENTES
Definicion.
Dos funciones f A g : D - R/ a € R es punto de acumulacién de D, son

equivalentes cuando x—a si y soélo si el limite del cociente entre ellas

cuando x—a esigual a 1.
f(x) ~ aX) o lim ==2=1
X—a

Ejemplos.

2
19) jim X2+9X=6 _ 4 o x?+5x-6 ~ 6x

x—>3  BX x—3
2
20) lim 2XT-3X+5 4 ox2 _3x 45 ~ 2x2
X—>+00 2x2 X—>400

3°) El resultado del ejemplo (2°) vale en general:

Si az0 y a>p>y>..= ax® +bxP tex? +..... ~ ax“
X—0

“Cuando x — oo, todo polinomio es equivalente a su monomio de

mayor grado”

Teorema.

~

L4 - = re " " ) .
La relacion que hemos definido con el simbolo |~ es de equivalencia.

D/ Hay que demostrar que se cumplen las propiedades idéntica, reciproca y

transitiva:
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Idéntica: f(x) ~ f(x)

D/ Iimmz1

x—>a f(x)

Reciproca: si f(X) ~ 9(x) = 9(x) ~ f(x)

~ f
X—>a

im 9% _jim- 1 Ty
D/ x—a f(x) Xx—a f(X) 1 #

9(x)

Transitiva: si f(x) = g(X)Ag(x) = h(x) = f(x) = h(x)
f(x)

)): o) _1_; ,

h(x) 1
A(X)

Teoremas relativos a las funciones equivalentes.

D/ lim

X—a

f(x
(x

Teorema 1:
“Toda funcién es equivalente a su limite si éste es distinto de cero”

H) limf(x)=b=0

T f(x)~ b

_f(x) b
D/ Iim—~=—=1 #
x->a b b

Teorema 2:
“Si el limite del cociente de dos funciones es un real distinto de 0, entonces

el numerador es equivalente al producto del limite multiplicado por el
denominador”
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1 f(x) = bg(x)

D/ jim ) iy /9X) b _
x—>ab-g(x) x—a b b

Teorema 3:

Principio de sustitucién de la funcién equivalente: “En el calculo de un limite
se puede sustituir un factor o divisor por otro equivalente y el limite no

cambia”

H) f(x),9(x),h(x) son funciones y f(x) ~ 9(x)

) lIMh(x)f(x) = limh(x)-g(x)

D/ |imh(x)-f(x)=|imM=Iimh( X)—— x). 9(x) =limh(x)-g(x) #
x—a x—a g(X) X—a X)

8. EQUIVALENCIAS FUNDAMENTALES. LIMITES TIPO

Limites tipo:
]

i, lim=0F%) —L(1+x)_I|mL(1+x)X—Le_1 :

x—0 X x—>OX

. e’ - z
ii. lim =lim =1 #
" x=0 X 20 L(1+Z)

Se realizé el cambio de variable z= e¢* -1 . e*=1+z -+ x=L(1+2)

Ademascomo x>0 = z=e*-1-50

X

ooooa =1 e -1 eX"_1 xLa

fil. lim =lim =lim =lim =La #
x—0 X x—0 X x—0 X x—>0 X
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En el penultimo paso se aplicé la equivalencia (ii)

lim =lim =lim =lim =m

iv. lim
x—0 X x—0 X x—0 X x=>0 X

x—0

(1+x)" =1 et _1 e _4 mL(1+ x) m-x 4
X

En el antepenultimo paso se aplicé la equivalencia (ii) y en el penultimo se
aplico la equivalencia (i).

V. IimL—X = IimM =1 #
x>1x—1 z-0 Z
Se realiz6 el cambio de variable z=x— 1y en el ultimo paso se aplico el
limite tipo (i)

o X1 (1+z)" -1
vi. lim =lim =m
x=>1 X —1 z—0 Z

Se realiz el cambio de variable z=x -1y se aplico el limite tipo (iv)

o —-a ,
Vvii. lim————— =Iim

X
Se hizo el cambio de variable z = a y se uso el limite tipo (vi)

A
viii. T
P Se considera el circulo
trigonométrico de la figura.
Designaremos con «x» al arco AP
medido en radianes.
Entonces:
> sen(x) = BP

A cos(x) = OB
tg(x) = AT
Lim)sen(x) =0n Liggcos(x) =1
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Ademas, geométricamente tenemos que: el triangulo OAP esta contenido en el
sector circular OAP el que a su vez esta contenido en el triangulo OAT,

entonces sus respectivas areas (suponiendo x > 0) verifican la desigualdad:

(OA)(BP) _x(OP)* _(OA)(AT) _ tsen(x) xT _ttg(x)

=
2 2 2 2 2 2
sen(x)< x < sen(x) = 1< X < 1
cos(x) sen(x) cos(x)
- : - , 1
En esta dltima desigualdad, tomando limite para x — 0, como Iim =1,
x>0 cOS(X)
por el teorema del limite de la funcidn comprendida, se deduce que:
lim =1 . X ~ sen(x)
x>0 sen(x) x=0 #
_ _ . _ 2 2
ix. Iim1L2$(x) _lim (1 cozs(x)) (1+cos(x)) _ Iirn1 cos2 (x) _ fim SN 2(x) 1 4
x-0 X x—0 X“-(1+cos(x)) x-0  2X x>0 2% 2
sen(y
X. ”mw _ |im¢(x) _ |imﬂ(x) _1 #
x=>0 X x—0 X x—0 X
«i. lim Arcsen(x) Clim—Z 1 4
x—0 X z-0 Sen(z)

Se efectud el cambio de variable z = Arcsen(x)

i, m AC190) 2y,
x—0 X z—>0tg(z)

Se realizé el cambio de variable z = Arctg(x)
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TABLA DE EQUIVALENCIAS

i)

vii)

viii)

L(1+ x) =~ X

e’ -1~x

x—0

a*-1 ~ox-La

X—>

(1+x)" - 1~ mx

—>

Jvi+x -1~ 1-x

x—0 2

V1+x -1~ 1-x

x>0 n

Lx ~ x-1

x—>1
x™ -1 ~1m-(x—1)
1
X =1~ —(x-1)
x>12

Yx -1 ~ D(x-1)
x->1Nn

x™"-a™ ~ ma™'(x-a)
X—a
sen(x) ~ x
x—0
L
1-cos(x) ~ —x
x—>0 2

tg(x)x:OX

Arcsen(x) ~ x
x—0

LIMITES TIPO

lim

x—0

lim

x—-0

lim

x—0

L(1+ x) _

X

e’ -1

X

a*-1

X

1

=1

=La

||mw— m

x—0

lim

X—a

lim

x—0

lim

x—0

lim

x—0

x—0

x™—a™

X—a

sen(x) _

X

1-cos(x) 1

tg(x) _,

X

x2

X
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b)

im Arctg(x) _

xii)  Arctg(x) ~ x I 1
x—0 X
9. INFINITOS
Definicion:
“Una funcion f es un infinito, cuando x—a , si y sélo si )!iinaf(x) =©n

Ejemplos:
xX2+2

1. f(x) = es infinito cuando x—2 y cuando x—©
X_

X

2. f(x)= € es infinito si x— +o y six—>0
X

Ordenes ( comparacion de infinitos )
Suponiendo que f(x) y g(x) son infinitos cuando x — a:
Simbolizaremos con O: “orden de”, entonces:

| - im1X) _p R’
L Off]=0 g < limery=beR,

Dos infinitos son de igual orden cuando el limite de su cociente es un real
distinto de 0.

En el caso particular que sea b =1, diremos que los infinitos son equivalentes.
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i O[MI<0gM)] < lIm )

Si el limite del cociente de dos infinitos es 0, el infinito del numerador es de

menor orden que el del denominador.

o0

i O[fx)]>0[g(x)] < Iim ;(();))—

Si el limite del cociente de dos infinitos es oo, el infinito del numerador es de

mayor orden que el del denominador.

iv Infinitos no comparables:
Si no existe el limite del cociente de dos infinitos entonces no son de

ordenes comparables.

c) Teoremas relativos a los infinitos.

Los teoremas que a continuacion se exponen constituyen la base para

resolver los problemas de limites donde intervengan los infinitos.

Teorema 1:

“La suma algebraica de varios infinitos de diferentes 6rdenes es

equivalente al de mayor orden de ellos”

H) f(x) , g(x) , h(x) son infinitos para x—a

O [f(x)] > O g(x)] > O h(x)]

T) f(x)xg(x)xh(x) = f(x)

X—a
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o lim [)EGENC) _ Iim[f(x) , 9) , h(x }1
x—a f(x) x—a g(x) f(x) f(x)

Porque por hipétesis f(x) es el de mayor orden, entonces:

lim 9x) =0y lim === hx) =0 4
x—a f(X) x—a f(X)

Teorema 2:

“La diferencia entre dos infinitos equivalentes es de menor orden
que cualquiera de ellos”

H) f(x) y g(x) son infinitos equivalentes para x—a
T) O [f(x)-g(x)] < O [f(x)]

. f(x)- . (f
D/ leg% = leina(% —%) =1-1=0 porque por hipotesis

f(x) ~ 9(x), por ende: “m?((x)) 1 #

10. INFINITOS FUNDAMENTALES
Definiciones

Las siguientes funciones son infinitos cuando x — +w
i. Infinito logaritmico: (Iogb(x))m conb>1y m>0

ii. Infinito potencial: x* cona>0
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iii. Infinito exponencial: a* con a>1
iv. Infinito potencial-exponencial: x** conk>0

Estos infinitos estan ordenados de menor a mayor, como lo establecen los

siguientes teoremas.

b) Teorema sobre los érdenes de los infinitos:

Teorema 1

o [(Iogb(X))mJ 5, O [x¢| dondeb>1,m>0y >0

Teorema 2
(@) lX“J v O laXJ donde a.>0 y a>1
Teorema 3

0 | 5. O] donde a>1 y k>0

Previo a la demostracion veamos una propiedad de las sucesiones:

Propiedad (*)

a
W {38,:neN}/ a,>0 yneN y 3k<1/ <K yneN

n-1

T) lim a, =0

D/ Por hipétesis vneN" s.c.q. a, <ka,_,,

entonces aplicando esta condicién sucesivamente se tiene:
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—a,<k"a,=0<Ilma,<limk"a, =0

nN—+oo n—+o0

Demostracion de los teoremas de 6rdenes de los infinitos.

Comenzaremos demostrando el teorema 2:

o

D/ Hay que demostrar que lim X 0 Va>0hra>1
X—>+0 gX

1°) Consideramos el caso x = n €N, entonces hay que demostrar que la

o

sucesion a, = — tiene limite 0, para esto utilizamos la propiedad (*)

a
7” o n—1 a
1)7 a" (n-10)* aln-1 a n—>+o0

an—1

con esto queda demostrado que: O (n® )n_f+ooO (a") #

a

n

n
an—1 (n -

2°) Ahora generalizamos para xcR".

Consideramos la parte entera de x, que es un numero natural

n=EXx) = n<x<n+1 = n*<x*<(n+1)" (1)
] 1 1 1

Por otro lado: a" <a* <a™ = — < —<— (2)
a a* a

n <x_<(n+n1) 3)

a

de las desigualdades (1) y (2) — .
a

a
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Ahora bien, six > 400 = n—> +0o =

Usando el resultado obtenido en la parte (1°)

n* . 1n” 1 n

lim = |lim —= —|lim —=0
no+og"*t!  noiwa gn an—o+ogh

. n+1)° . aih+1N? . n+1)°% . m¢

lim u: lim gz a lim ( ) =a lim —=20
n—s+o gn no+o gNtl n—s+o gnt m—+o gMm

Finalmente, de estos dos resultados y de la desigualdad (3) se concluye

o

que lim 2 =0, de donde: O(x*) < 0O (a*) #

X—>—+00 ax X—>+00

Veamos ahora la demostracion del teorema 1

m b>1Am>0
D/ Hay que comprobar que |im M =0 siendo {
X—>400 XOL a>0

Vamos a realizar el cambio de variable: z =log, x

entonces Z—>+x© y x=Db?, luego:

log, x)" .z "
(gb—) = lim ——=Im ——=0
X—>+0o0 x Z—>+0 ( z )a Z—>+0 (ba )Z

observase que se ha aplicado, en el ultimo paso, el teorema 2. #

La demostracion del teorema 3 no ofrece dificultades:

a* a )
D/ lim =lm|—| =0 #
X—>+00 ka X—>+00 Xk
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11. INFINITESIMOS
a) Definicion:

“Una funcioén f(x) es un infinitésimo cuando x »>a < !(ifjf(x) =0~

Ejemplos:
x? -4
1. f(x) =——=— es infinitésimo cuando x — +2 y cuando X — +e
X
X P
2. f(x)=— es infinitésimo cuando x -0 y cuando X — +o©
e

b) Ordenes ( comparacién de infinitésimos )
Si f(x) y g(x) son infinitésimos cuando x — a:

f(x)

. _ lim——~=b=0
) Offx)] = Ogx)] < m a(x) ”

Dos infinitésimos son de igual orden cuando el limite del cociente es
un numero real “b” distinto de 0

En el caso b = 1 los infinitésimos son equivalentes.

. f
i) O [f(x)] >0 [g(x)] < L'LE%ZO

El limite del cociente de dos infinitésimos es 0 si y solo si el infinitésimo del

numerador es de mayor orden que el infinitésimo del denominador

iy O [f(x)]<O0[g(x)] < lm——"=wn

El limite del cociente de dos infinitésimos es « si y solo si el infinitésimo del

numerador es de menor orden que el del denominador
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c) Teoremas relativos a los infinitésimos

Teorema 1

“ La suma algebraica de varios infinitésimos de diferentes 6rdenes es

equivalente al de menor orden de ellos”

H) f(x), g(x), h(x) son infinitésimos para x—a tales que:

O 1f(x)1 < O [g(x)] < O [h(x)]

T) f(x)£g(x)£h(x) 7, f(x)

X—a

o/ lim f)E90)£R(X) _ Iinr][f(X) J_rg(X)J_rh(X)}1
g(x) f(x) f(x)

X—a f(x) x—a

Porque por hipétesis f(x) es el de menor orden, entonces:

lim M:0 y lim M=0 #
X—a f(X) X—a f(X)
Teorema 2:

“La diferencia entre dos infinitésimos equivalentes es de mayor orden

que cualquiera de ellos”

H) f(x) y g(x) son infinitésimos equivalentes para x—a

T) O[f(x)-g(x)1> O [f(x)]
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- f(x)—g(x) . (f(x) 9(x) o
lim =lim - ~1-1=0
D/ lim fx) lim ) (x) porque por hipotesis
f(x) ~ a(x) por ende: “m_g(x) =1 #
X—a ’ " x—a f(X)
Ejemplo

Ya hemos visto que sen(x),~,x y tg(x) ,x = sen(x) ,ta(x)

x—0

Por otro lado tg(x) — sen(x) = %EXX; _sen(x) = sen(x)—CsoeSrEi);).cos(x) _
L ’
sen(x){1-cos(x)) _ X5 1_)(3 tg(x)—sen(x)xzoi.xs

cos(x) x>0 1

En este ejemplo se aprecia que en la diferencia de dos infinitésimos

equivalentes se obtiene otro infinitésimo de orden superior.
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12. RAMAS INFINITAS Y ASINTOTAS

a) Definicion de rama infinita ( R.l.)

Si G(f) es el grafico de una funcion y = f(x) y el punto P( x, f(x) ) € G(f)

i La distancia desde el origen al punto P

esta dada por OP = X" + (f(x))2

f(x) P
La funcion y = f(x) tiene una R.I.
O X > a* R
cuando Xﬁ{ioo@)(i"; OP-,
+oo0

Obs.1 Si x > a*

im OP — o, o lim \x2+(f(x)? =0 o lM f(x) =

+ +
x—a® x—at x—a

Cuando x tiende a un valor finito una

\/ funcién presenta una R.l. si y sélo si
el limite de la funcion es infinito

\4

Obs.2 Si x >
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im OP = o o lim x?+ (f(X))2 = Yy este resultado se cumple siempre
X—>Fo0 X—>t00

con la Unica condicién de que Dom(f) N (H, 40 ) #¢ ¥V He R

4 Cuando la variable x tiende a infinito, si
p la funcion esta definida, siempre

presenta una R.l.

v

b) Definicion de asintota

+

a : ]
Una R.l. cuando X —> {+ admite como asintota a una recta (r)

T 00
. lim PM _ ) )
si y solo si X_{ar =0, donde PM representa la distancia
+oo

de la R.l. a la asintota

asintota | . )

rama infinita

v
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c) Asintota vertical

Hy lim f(x)= o0 P M

+
X—a~

T) Larecta x =a es asintota

D/ Estamos como en el caso de la observacion 1, entonces la funcién

presenta una R.I.

Solo resta demostrar que Iimi PM =0
X—a

|W/I=|X_a|:> |ImFW/|= "mIX—al:O #

x—a® x—a*

H) Jimf(xX)=b donde beR

d) Asintota horizontal

T) Larecta y=Db es asintota

f(x) \ P

\4
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D/ Estamos como en el caso de la observacion 2 , por lo tanto

la funcidén presenta una R.1.

Solo resta demostrar que lim PM =g
X—>to0

PM = [fx)—=b| = lim PM= lm [f(x)-b|=0 4

X—>too X—>Fo0

e) Asintota oblicua

La condicion necesaria y suficiente para que larectay = mx + n

sea asintota de la funcion y = f(x) es que s.c.q.:

m=lim -~ y Nn= )(Ii_rﬂo(f(x)—mx)

1°) Condicién necesaria

H) Larecta(r) y = mx + n es asintota de y = f(x)

T) m:Iimm y n=|im(f(x)—mx)

X—>00 X X—>0

D/ Por hipétesis y por definicién de asintota lmP_M =0

A

v
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Consideremos los triangulos de la forma PMQ donde P( x, f(x) ) es un
punto genérico del graficode f, PM L (1), PQ || (OY) y QM < (r).

PQ

PMQ y P'M’Q’ son semejantes = 5 %

= —— =Kk (constante)
M P

~ PQ-kPM = limPQ=IlimkPM=0

X—0

PQ = | f(x) — (mx+n) | porque Q(x , mx+n ) es un punto de la recta (r).

= g(x) = f(x) — (mx+n) es un infinitésimo cuando x — «

Podemos escribir f(x) = mx+n +g(x)

lim T) _ i MX+N+9(X) _ Iim(m+n+—g(x)]=m

X—>0 X X—>0 X X—>0

Iim(f(x)—mx):)I(irrolo(n+g(x)):n 4

X—00

2°) Condicion suficiente

H) im £X) _ y IIm(f(x)-mx)=n

X—>0 X X—0

T) Larectay=mx+ n es asintota

D/ Utilizando la misma semejanza de triangulos que en el teorema directo

= % =c (constante) = PM=cPQ de donde, para demostrar que

T| T
O”Z‘
T
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limPM =0 sera suficiente con demostrar que lm% =0,

Ahora bien PQ = | f(x) — (mx+n) | = | f(x) = mx —n |

— limPQ =lim|(f(x)-mx)-n=n-n=0 4

X—0 X—0

f) Direcciones asintéticas
i) Direccion asintética paralela al eje OX ( D.A. || OX)
Una funcién y = f(x) presenta una D.A. || OX cuando

imf(x)=c0 y 1im*)_g

X—>0 X—>0 X

i L
Ejemplo: fix)=Lx = JmLX)=+0 y fim =X _g

X=>+0 X+ X

A

D.A| OX

»
-

ii) Direccion asintética paralela al eje OY ( D.A. || OY)

Una funcién presenta una direccion asintética paralela al eje OY

cuando iIM f(x)= v |im ) _ o

X—>0 X
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. f2 . X

Ejemplo: f(x)=x?> = limx"=o y |m2 =
X—>00 X—>00 X

A

D.A. || OY

v

iii) Direccion asintoética paralela a una recta y = mx

Una funcién presenta una D.A.|| y = mx cuando:

Iimm:m y  lim(f(x)-mx)=oo

X—o X X—>00

Ejemplo: f(x)=x+/x = Iimx+&:1 y !(m(“\/;—x):oo

X—0 X

Tiene una direccion asintética paralela a la recta y = x

A

v
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EJERCICIOS

|. Calcular los siguientes limites:

. AIx—=2 o x%-1 X2 -x-2 : X2 —6x+9
1 lim o lim 3 lim — ~ lim 3 >
x—>1  x-1 x->1  x-1 x—>2  x° _4x x-3 x3 _7x%2+15x-9
X—>to0 X—> o0 X—> oo X—>too
, x* +x3 . (x2 +3)(x2 -5x+6) . x3 —9x
x=>-15x°+x-4 Xx—=>2(x-5)(x* +5x-14) x=1x° —4x+3
X—> o0 x—5 X—3

i V9% VOx? +4x+3 2
i - 10. lim 2229 F3 44 jim V251 1

8. x—>3 Xx-3 9. lim

i:;i i:lm x—1 X< —1 x—1
12. lim (\/2x+3—«/x+2) 13. lim (\/x+6—«/x+4) 14. lim x++/x —/x
X—>to0 X —> o0 X —>t00
2
15. lim (\/x2—5x+6—\/x2—3x+2) 16. lim Vx-43 17. i VX x+1-1
X—> 00 x>3 X-—3 x—0 X
2 2 / J _
18. lim \/x —2x+6—\/x +2x—-6 19 1im X+2 -2 20. lim x+1-1
X—3 X2—4X+3 x—0 X x—>04XxX+4 -2

3 —
21 lim Vvx° +10 +3x 22 lim Vax+8 —J7x+2 23 lim ( /X2—4X+Xj

i i
x—>-1 /X2 X4+2492x X—2 J3x+3-3 X—>Fo0
24. lim (%/x?’ +4x°% —x —%/x?’ +2x2 —x+1) 25. lim (3\/—8x3 +5x2 +2x)
X —>to0 X —>*+o0
3/ _3 3 _ .
26. lim Yx+2-32 27, jim YOXH1=VBX+1 o0 iy (3 (x+1)2(x+8)—xj
x—0/x+2 —+/2 x—0 2X X—>t0
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Resolucién Ejercicio |

En la resoluciéon del limite de una funcién entra en juego el manejo de
varias técnicas operatorias, el conocimiento de los teoremas vy
propiedades de los limites, el reconocimiento de los casos
indeterminados y los caminos que conduzcan a su determinacion.

1) lim YX=2

x—>1 X—

A porque el dominio de esta funciones{x e R:x > 2 }

Porigual razén 3 lim X=2

x—-0 X-—1

. VX =2
lim

X—>40 X —

. . . .7 w
= 0 esdeltipo de indeterminacion — y se resuelve por
o 0]

ordenes, el numerador es infinito de menor orden que el del numerador.

2) tim =1 = jim X2 D0x+1)

= lIim(x+1) =3 eg del tipo indeterminado 0
x—>1 X—1 x—>1 x—1

X—2 0

se resuelve aplicando el teorema de descomposicion factorial, aprovechando
que el valor al que tiende x es raiz del polinomio, luego se simplifica y el limite

queda determinado

X2 -1 o
lim =400 en este caso el numerador es infinito de mayor orden que el
X—to X —

denominador.

2 _
3) ”mx——x—2 = lim (x 2)(;(”) = lim ;izﬁ
x—2 x3 _4x = X22(x-2)(x°+2x) x-2x°+2x 8
2_ —
X—>doo ¥ _4X
2 _a\2
4) tim X TOXHO gy X8y 1T
x>3x3 _7x? +15x-9 x=3(x-3)°(x-1) x-=3x-1 2
2_
lim X< —-6x+9 -0

x—x0x3 _7x% 115x -9
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. x* +x3 o (x+1)x3 x3 1
5) lim —————— = lim - -
x>-15x2 yx—4 x->-1(x+1)(6x-4) x->-15x-4 9
. x* +x3
lim ————— =+

x>t 5x2 4 X — 4

6)“m(x2+3)(x2—5x+6)= im 1(X=2)(x=3) _ . -7(x=3)_ 7
x>2 (x—5)(x% +5x—14) x>2=3(X=2)(x+7) x->2 3(x+7) 27

(X2 +3)(x?>-5x+6) . 28x6
lim = lim ————
x5 (x = 5)(x? +5x—14) x5 (x—5)x36

= *o0

es de la forma constante distinta de 0 sobre 0 que es infinito, se consideran

los limites laterales porque en 5 cambia el signo.

3 _
7) “mx——gx = Iim—8: lim i:ioo
x>1x2 —4x+3  x>1(X=1)(x=3) x>t x-1
3 _ _ 2 2
lim X~ —9x - lim (x—=3)(x +3x):“mx +3x:9
x>3x2 _4x+3  x-3 (x=3)(x-1) x-3 x-1
2
8) lim Y2 =
x—>3~ X—3
\/_— _ A _
i BB VBE-x0? 6

x»3~ —(3-x) x—3 (3—x)% x—3" (3—x)%

. 9-x?2
lim

x—>-3" X—-3

=0

Se calcula sélo estos limites laterales porque el dominio de la funcién es el

intervalo [ -3, 3) : los limites para x—>3*, x—>-37, Xx—>% o no existen.
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=+
x—>1 x-1
2 . 3|x
i 9X“+4x+3 _ |im | |_J_r3
X —>+o0 X—1 X—>+o0 X

2 _ _
10) lim 2x° -5x+3 _ o (x=1)(2x-3) 1
x—1  x2 _1 x->1 (X=1)(x+1) 2

11) lim 2x1_1=0

x—1*

El limite por la izquierda de 1 no existe ya que el dominio de esta funcion es
{xeR:x>1}

12) lim (\/2x+3 \/x+2)—+OO

X—>+00
Es del tipo indeterminado « — « pero el primero es superior al segundo.
Por otro lado el dominio de la funcidén es { x € R: x >-2}, entonces no se

puede calcular el limite para x— —©

X+6-x-4 2
13) lim (Vx+6 -vx+4 = lim
)X—>+°o( ) X—>+oo\/x+6 +VX+4 X—>+00\/x+6+ X+4

Es del tipo indeterminado « — w0, con ambos infinitos equivalentes, para

resolver esta indeterminacién se utiliza el producto de expresiones

conjugadas: (\/_ \/_X\/E+\/_) a-b = Ja- \/_—T

Por otro lado, para x— —oo no existe la funcién, entonces no tiene sentido

plantear su limite.

14) lim \/x+ ~Jx = lim H—\/;X— lim Jx 1
x—>+oo x>+ [y 1 /x + /X x—>+002\/_ 2

2 2 _
15) lim (\/X2—5X+6—\/x2—3x+2j _ lim X OX+6—X" +3x—-2 _

X4 x>0 (42 By 16+ yx2 —3x+2
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—2X

lim =+
X—>i002|X|
x-3
16) lim Vx-V3 i YX+V3 1
>3 X-3 x—>3 X-3 x—>3\/_+\/_ 2.3
\/27 X% +x+1-1
17) fim DX = B2 1 1
x>0 X x—0 X x>0 /32 |y 1141 2
2 2
18) lim Vx2 - 2x+6 —x2 +2x -6 _ lim X" -2x+6-x" -2x+6
x—3 x? —4x+3 X_’3(x2—4x+3)(\/x2—2x+6+\/x2+2x—6)
—4(x-23) -2 1

lim
x—=36(x—-3)(x-1)

x—33(x—-1) 3

19) lim Vx+2-V2 oy X£272 ! =
x—0 X x—0 x(\/x+2+\/§) x>0 /X +2 ++/2
20) lim AX+1-1 im (x+1-1)(Vx+4+2) _ i YX14+2 \/x+4+2
x>0+X+4 -2 x50 (VX+1+1)(x+4-4) x>0 x+1+1
[,3 3 ov2vfv2 B
21) lim X +10+3x  _ lim (X7 +10-9x°)(VX© =x+2 —2X) _

x> 1 x2 _x4+2+2

lim

4(x3 -9x2 +10)

X

2(x+1)(x? =10x+10) _ 42

= l|im

x>-1 6(-3x2 - X +2)

15

3(x+1)(-3x+2)

x—>-1

VAx+8 —Tx+2 _

(4x+8—-7x—-2)(v3x+3 +3)

22) lim

X—>2

V3x+3-3

= lim =
x>2(3x+3-9)(V4x +8 +/7x +2)
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6(-3x+6) 3

m —— =
x—>2 8(3X—6) 4

23) lim (\/x2 —-4x + x) = 400

X—>+00

lim (er Xj — lim (M+ x)(m_ X)

X X Vx?% —4x —x
2 _4x—x? . 4]x

lim X7 —4x-x" = lim | |:2

x—>—o 2| x| x——0 2| X|

Se ha utilizado que x? =|x| y queparax<0: |x]|=-x

24) En éstey los ejercicios que siguen se utilizan las expresiones conjugadas:
a-b

3/ab +3b2

(%—%)(%/a_z+%+%/b_2):a—b = Ya-%b- %/a_2+

lim (%/x?’ +4x2 —x—%/x?’ +2x2—x+1j =

X—>*00

lim x3 +4x% —x—x3 —2x% +x -1

X o0 %/(x?’ +4x2 —x)2 +"§’/(x3 +4x2 —x)(x3 +2x2 -x+1) +:i’/(x3 +2x2 —x+1)2

_2x% 2
lim —=—
X—>to0 3)(2 3

X —>too X—> oo

25) lim (3\/—8x3 +5x2 +2xj = lim (2x-38x% -5x2 - 2x) =

. 8x3 —8x3 +5x2 +2 2
lim = lim 5T 5

x50 452 1 2x{lBx® ~5x2 ~2x +(Bx° -5x? —2x)?  xowe12x? 12

26) Iim P+2-32 _ jim (x+2-2)x+2++2) =&
x>04x+2-42  *203(x+2)? +3f(x+2)2 +Y4)x+2-2) 3%4

LIMITES DE FUNCIONES



Y5x +1—/5x +1 im (3\/5x+1—’|)+(1—\/5x+1) _

27) lim =i
x—0 2X x—0 2X
1(5x) 1(5x) 5x 5
AR ~ gim-X 2
lim x—0 12X 12
x—0 2X

2 .3
28) lim [3(X+1)2(X+8)_X)= im (X% +2x+1)(x +8)—x _

x> 203 ) (x+8)2 + xY(x +1)2(x +8) + X2

Il. Hallar a y b tales que cumplan las condiciones dadas:

2 3
: X+2b-2 1
a) lim o Ta%% =~ b) lm (—=——5ax+7b)=0
x>-22x° +(b+4)x+2b 2 x>t 2 11
. ex—2
O s @) (Ja 3 (axb)) 0
X—>2"
[ll. Calcular los siguientes limites:
A1 x -1 - Yx -1 3% 1 iim _£(1+5%)
1. lim (—— 2. lim ——— 3. Iim . Iim >
x—031+x —1 x—>14/x =1 x—0 g2X _1 x>0L(1+3x°)
5. fim H2X=3) 6 im = 7 278 "mi;z
. — o lim ———— . .
x>2 x5 -32 x—>2 16— x4 52 4—2x X2 L(X3+)
3 2\ 1(1_ 2
o lim xL X+1 10. lim L3 -L(2+x) 11, 1im L(1+x+x)-L(1-x+x°)
X—>+00 X x—1 x—1 x—0 X2 —2x
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X Lx—2
12, lim xL[2X~2 13. 4im L‘”zx_x ‘ 14, fim X+
X—>+o0 3x+1 X2 X—2 X—>to 1
ex -1
1 1 x+1
15. lim [x-eX —x} 16. lim {(x+2)-ex —x] 17. lim {x-e X —exX
X —>+00 X —>+00 X—>+00
2 X 3 3x . cos(2x)—-1
1. 1im | X2 x _ex| 19 fim IXE1=ET 5y jim SO0
Xx—>+0 X x—0  x2 _3x x=>0L(1+tgx”)
. L(cosx+senx) 1-cos® x +sen? x fim LU+ c0snx)
21. lim 22. lim 23. 73 og2x-3 _4
x—0 X x—0 X2 X—>§ e

\J1-cos(2x)

1 X L(1+sen2j
|1 cos(;) 26. lm —— %/
tgx2

24. lim 3 25. lim >
x—>0sen(x”)-cosx X0 X+ /1+tg——1
X
A
27. lim (cos2x)X”
x—0
RESOLUCION
Ejercicio I

Hallar a y b tales que cumplan las condiciones dadas:

X2 +ax+2b-2 1

a lim =—
) x>22x% + (b+4)x+2b 2

Primero observemos que el denominador tiene limite 0, entonces para que

el limite sea finito es necesario que el numerador también tenga limite 0.

_ lim (x? +ax+2b—-2)=4-2a+2b-2=0 _ g=p+ 1

X—>—2
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c)

Ahora para calcular el limite debemos considerar que —2 es raiz del
numerador y el denominador, podemos aplicar el teorema de

descomposicion factorial:

- , b-1 b-3 1

(x+2)(x+b 1): im Xt _ 1 L ob_6=b_4
x—»>-2 (X+2)(2x+b) x-»-2 2x+b b-4 2
= b=2 a=3

x3
lim ( > -%5ax+7b)=0
X—>+0 X° 4

3 Eay3 _ 3
lim X 5ax Sax+7b: lim (1-5a)x 5ax+7b
X—>+00 X2 +1 X —>+0 X2 +1

Para que este limite sea 0, una primer condicion es que 1 —5a =0 ( sino el

limite seria infinito) con esa condicion el limite es 7b que también debe ser 0

. e

I|m 2—=—OO
x—>-1" X“ +ax+b
X—>2~

En ambos casos el limite del numerador es finito y distinto de 0, para que el
limite sea infinito sera condicion que el limite del denominador sea 0, de

donde se concluye que —1 y 2 son raices del denominador.

D(X) = x2 +ax +b tiene raices -1 y 2

D(-1)=1-a+b=0
D(2) =4+2a+b=0

LIMITES DE FUNCIONES



= a=-1 b=-2

d) lim (\/4x2 16x-3 —(a-x+b)j -0

X —>+00

i 4x? +6x -3 —(a’x? + 2abx +b?) i (4-a®)x? +(6—2ab)x — (3+b?)

X —>+00 /4X2 +B6Xx—-3+ax+b X —>+00 (2+a)x

Primero observamos que debe ser a > 0, sino el limite seria +o, aplicamos el
producto de conjugadas y ordenamos. Para que el limite sea 0 el numerador

debe ser de menor orden que el denominador instancia que se verificara si se
cumplen las condiciones: 4-32 =0 y 6-2ab=0, de donde

3
=2 = —
a b >

Ejercicio lll

En la resolucion de esta lista de limites se debe aplicar la tabla de equivalencias:

—X
N - . 3
x—>03/1+ x —1 x—>01x 2
3
. Tx-1)
- ¥x -1 3 4
2) lim—— = lim =—
x—>14x —1 x—>11(x_1) 3
4

31 xL@) LB) 1%
3) Jinoe2><_1 =M 2 8 ?)=LR)

x>0L(143x2)  x->0° 3x2

5 fim 223 _ jim 2XZA iy 2x22) T

x2 x5 .32  x-2x°5_2° _x—>2524(x_2)_%

LIMITES DE FUNCIONES



_ - Iim_e8(4x—8)__§
x—>2 16 — X x>2 —(x*-2%)  x52 423(x-2) 8

x+1 39x-2 _ 3y
7y Gim 28 i @Y 2 =2U2) o
x—2 4 —-2X X—>2 —2(X—2) X—2 2(X—2)
Ix+2-2 A 14_%(x+2—4)
lim YX*t<—< im (Xt2)2-472 2 3
8) x2 L(LH) T xo2 (x+1 xo2 X+1-3 4
3 3 3
9) lim X'L(X—Hj = lim X(X—H—']J: lim x X=Xy
X—>+00 X X—>+00 X X—>+00 X
3 3
. L3-L(2+x) _ L( ] _1 _
10) Im =" Tiim2"X | X+2 |y _3=X=2 =

x—=1 X-1 x—1 X-—1 _x—>2(X+2)(X—1)
(x=1)__1

m
x>13(x—1) 3

11)

1+ X+ X2 2
LA+ x+x%)-L(1-x+x2) _ L ——_ MA_
X“Lno x2 - 2x B ”m—1—x+x T fim =xax? T
x>0 X(X—2) x=0  X(X-2)
1+ x+x2 -1+x-x> . 2X

x>0 x(x—2)(1-x+x?) Tx-0x(=2)(1)

12) lim xLPXZ2 = gim x| X2 ) o gim [ 2X2228X2T_
X —>+o0 3x+1 x—+o | 3X+1 X —>+o0 3x+1
L[+ 2x — x? —x2 —x(x —
13) im | - lim 27X _ i 2XX22)_
X—52 X—2 X—=2 X-— x—2 X-2
X—2 x—2_1
14) jim X+ = gim X jim X=2=X=Nx 4
X3 o x>w0 1 X—>+00 X +1
ex -1 X

LIMITES DE FUNCIONES



1 1
15) lim {x-ex x] = lim x[ex 1} = lim x1 =1
X —>+00 X—>+00 X—+o X

1 1 1 1 1
16) lim {(x+2)-exx]= lim {xex+2exxl= lim x[ex—1}+2ex =3

X —>+00 X—>+00 X —>+00

LH Xi+1_1 1
17) lim | xe X —ex|= lim exje * -1/ = Im ex2 "X =g
X—> 400 X—>+00 X—>+00 X
[x242 | AT
18) lim e X —exX = lim || x+—|e X —ex| =
X—> 400 X X —>+00 X
x4 x+1 1
lim|ex|e X -1|+—e * |= |lim ex— =e
X—>+00 X X—>+00 X
Yx+1-e3* 3 3x 1x—3x 1—3 8
19) lm —o—— = Ex+1-0+(1-e") . 3 _3 =g
x>0 X% -3x x—0 X(x—3) x>0 —3X -3
1 5u\2
. cos(2x)-1 - —(2x _2x2
(1+tgx©) K50 tg(xz) x—0 x
1.2
21) lim L(cosx+senx)= im cos(x)+sen(x)—1= X=Xty
x—0 X x—0 X lim
x—0 X
PP 2 _ 2 2
22) Iim1 cos"x+sen"x _ . (1—cos(x))(1+cos(x) +cos(x))+sen”(x) _
x—0 X2 x—0 X2
. §x2+x2 5
lim&—=—
x—0 X2 2
3n
. L(1+cosnx) . cos(mx) cos(nx)—cos(-")
23y M=o~ = IM—""="= Iim 2 _
x> € ~1 X—> 2x-3 3 3

LIMITES DE FUNCIONES



24)

25)

26)

27)

X+ T x-S (X‘g)“
hd _v ) 3n
—2sen( )sen( 2 ) sen[ ] 2
lim 2
3 3 lim
x>y 2(x-7) 3 3
2 2 x> 2x=>)
. 4/1—cos(2x 2
lim 3 ) _ i Y22 200
x>0sen(x”)-cosx x>0 x3 x50t xS
2
1-cos(=) x
lim > lim 8 _ lim I = +o0
x—0 tgx x—0 X2 X—0% 8X2
L(1 +sen 2) sen(zj
. X . X
im — = lim ——<£ =2
X—>+00 f1 ¢ 2 1 x—>+oo1t g
" g;— 2 "\ x
1 1 151 1
— _ (cos2x—1)—2_ - X _ _y _
lim (cos2x)X” = lim e = lime 2 X = 2 = =
x—>0( ) x—0 x—0 © \/g

LIMITES DE FUNCIONES
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