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Nota sobre la existencia de
√
2

En estas notas (de lectura opcional) mostramos como se puede probar la existencia de un real positivo
x ∈ R tal que x2 = 2 (que lo denotamos por

√
2) usando el axioma de completitud. En clase probamos que

no existe x ∈ Q tal que x2 = 2 por lo que como corolario obtenemos la existencia de números irracionales.

Idea de la prueba: Consideramos el conjunto X = {x ∈ R : x2 ≤ 2}. Claramente X es no vaćıo
(1 ∈ X pues 12 = 1 ≤ 2) y acotado superiormente por 2 (si 2 no fuera cota superior, debeŕıa existir
x ∈ X tal que 2 ≤ x, pero entonces tendŕıamos que 4 = 22 ≤ x2 ≤ 2 lo cuál es absurdo). Por el axio-
ma de completitud, existe el supremo s = sup(X) y que además verifica 1 ≤ s ≤ 2 (pues 1 ∈ X y 2 es
cota superior). La prueba consiste en probar que s2 = 2 y usaremos la siguiente propiedad probada en clase:

Propiedad arquimediana de los reales: Si x, y son reales con x > 0 entonces ∃n ∈ Z+ tal que nx > y.

Teorema. Existe un real s > 0 que verifica s2 = 2.

Demostración. Consideramos el conjunto X = {x ∈ R : x2 ≤ 2}. Como X es no vaćıo y acotado supe-
riormente entonces existe s = sup(X). Por tricotoḿıa tenemos tres posibilidades: 2− s2 > 0, s2 − 2 > 0
o s2 − 2 = 0. Vamos a ver que las primeras dos opciones nos lleva a una contradicción:

Si 2− s2 > 0: Para todo n ∈ Z+ se tiene s+ 1
n > s = sup(X) ⇒ s+ 1

n ̸∈ X ⇒ (s+ 1
n)

2 > 2.

Por el teorema del binomio, s2 + 2s
n + 1

n2 > 2 ⇒ 2s
n + 1

n2 > 2− s2 ⇒ 2s+ 1
n > n(2− s2), ∀n ∈ Z+.

Pero por la Propiedad arquimediana, ∃n ∈ Z+ tal que n(2− s2) > 2s+ 1 ≥ 2s+ 1
n ABSURDO!

Si s2 − 2 > 0: Para todo n ∈ Z+ se tiene s − 1
n < s = sup(X) ⇒ ∃x ∈ X : s − 1

n < x ⇒ (s − 1
n)

2 <

x2 ≤ 2. Por el teorema del binomio, s2− 2s
n + 1

n2 < 2 ⇒ s2−2 < 2s
n − 1

n2 ⇒ n(s2−2) < 2s− 1
n , ∀n ∈ Z+.

Pero por la Propiedad arquimediana, ∃n ∈ Z+ tal que n(s2 − 2) > 2s > 2s− 1
n ABSURDO!

Luego s2 − 2 = 0, o sea s2 = 2 como queŕıamos probar.

Ejercicio. Sea r > 0. Probar que existe un real s > 0 que verifica s2 = r.
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