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3. Ecuacion de difusion

En este capitulo usaremos la ecuaciéon de difusiébn como vehiculo para introducir dos tipos de
esquemas: explicitos e implicitos. Se estudiara con especial atencion la estabilidad y exactitud de los
esquemas. Desde un punto de vista computacional la ecuacion de difusiéon contiene los mismos
mecanismos de disipaciéon de los que se encuentra en problemas de flujos con viscosidad.
Consecuentemente, las técnicas computacionales que son efectivas para la ecuacién de difusion
proveeran una guia para elegir algoritmos apropiados para flujos viscosos.

3.1 Métodos explicitos

En los métodos explicitos aparece dnicamente una sola incégnita, por ejemplo T™', en el lado
izquierdo de la formula algebraica resultante de la discretizacién.

3.1.1 Esquema FTCS

Las propiedades de este esquema fueron estudiadas en el capitulo 2. La figura 3.1 muestra un
esquematico del esquema
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Figura 3.1 — Esquema FTCS.

3.1.2 Esquema de Richardson y DuFort-Frankel

Richardson propuso una férumla de diferencias finitas centrada en el espacio y centrada en el tiempo.
O sea, la ecuacién de difusion queda
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A pesar de que el esquema es de O(Ax?At?) un analisis de estabilidad de von Neumann indica que el
esquema es incondicionalmente inestable para s>0, por lo que el esquema no tiene uso practico. No
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obstante, ese esquema puede ser modificado para producir un algoritmo estable. Esto se logra
reemplazando T% en (3.1) por 0.5(T7"'+T7 ') .La ecuaci6n resultante es

J

2At AX

n+1 n—1 n n+1 n—1 n
T =T (T (T T )+ T (3.2)

La ecuacién (5.2) se conoce como esquema de DuFort-Frankel y puede ser manipulada para dar el
siguiente algoritmo
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Notar que este esquema es un esquema de tres niveles en el tiempo, excepto para s=0.5 que se reduce al
FTCS. En un esquema de tres niveles es necesario en la integracion guardar los dos niveles anteriores y
para el paso incial es necesario tener otro esquema de dos niveles.

La aplicacién del andlisis de estabilidad de von Neumann a (3.3) produce un error de amplificacién G
mostrado en la tabla 3.1. Como |G|<1 para todo valor de 6 con s>0 se sigue que el esquema de
DuFort-Frankel es estable para cualquier valor de At. Por otro lado, una expansion de Taylor de la
solucion exacta sustituido en (3.2) produce el siguiente resultado

oT 8T . At lo°T/
[E—(anZ%—O((AX) 8t2]+O(At2’AXZ)=0 (3.4)
j

Por lo tanto para que exista consistencia %—%0 a medida que se refina la grilla por lo que debe

valer At<<Ax. No obstante, sAt=a(At/Ax)* y se espera que s sea de orden O(1) para problemas de
difusion. Asi el esquema de DuFort-Frankel es consistente con la ecuacién de difusion pero sera poco
exacta para sAt grande. Desde un punto de vista practico este esquema tiene una restriccion efectiva en
el tamafio de At que aparece por una restriccion de exactitud y no por una restriccion de estabilidad,
como en el caso del esquema FTCS.

Figura 3.2 - Representacion simbdlica de DuFort-Frankel.
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Tabla 3.1 — Esquemas usados para resolver la ecuacion de difusion.
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3.1.2 Esquema de 3 niveles

Se puede escribir la forma general de un esquema de discretizacién 3 niveles de la ecuacion de difusién
de la siguiente forma

aT7* ' +bTj+cT; ' ~(dL, T} +eL, T} ")=0 (35)

donde

L117}=(T}—1_2T_'i+ ]}+ 1)/Ax2

Los parametros a,b,c,d,e pueden ser determinados expandiendo cada término en (3.5) como una serie
de Taylor alrededor del nodo (j,n) y requiriendo que (3.5) sea consistente con la ecuacién de difusion.
El procidimiento permite que (3.5) sea reescrita en funcién de solamente 2 parametros y y 3 en lugar de
5. Asi, (3.5) queda de la forma

(L+NT3 =T y(T3-T37Y)
4t At

af(1-B) L Tj+BL,. T;']=0 (3.6)

Una expansion de Taylor de (3.6) alrededor del nodo (j,n) indica consistencia y un error de
truncamiento dado por

45

o*T 1
E}=asAx? Fr (0.5+y+ﬁ—~1$)+0(dx‘) (3.7)

En (3.7) todas las derivadas temporales fueron reemplazadas por derivadas espaciales usando la
ecuacion de difusion. Asi, el error de truncamiento es de O(Ax*) si

1
B=—05—v+15; (3.8)

Entonces, reemplazando (3.8) en (3.6) se obtiene el algoritmo

" 1+2'y n Y n— s ' L n-
T“H:(_l":f)rj—(m)n 1+(1+y)Lx,((1—ﬁ)Tj+ﬁTj 1) (3.9)

donde

L.T,=T_,—2T;+ T,

Este esquema es solo condicionalmente estable, con el valor maximo de s para la estabilidad
dependiendo de y. Esto se puede establecer formalmente aplicando el andlisis de estabilidad de von
Neumann a (3.9), lo cual resulta en la siguiente ecuacién para G



Modelizacion Numérica de la Atmodsfera 2012
G*(1+y)—G[1+2y+2s(1—B)(cos®0—1)]+[y—2PBs(cos0—1)]=0 (3.10)

Para estabilidad es necesario que |G|<1 para todos los valores de 0. Esta condicién genera un mapa
de estabilidad en funcién de y y s mostrado en la figura 3.3.
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Figura 3.3 — Mapa de estabilidad de (3.10)

o
o o O
o o O

Figura 3.4 — Representacion simbolica del esquema general de 3 niveles.

El programa diffex.f incorpora los tres métodos explicitos para resolver la ecuacién de difusién. Ver
practico.
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3.2 Esquemas implicitos

Para esquemas implicitos el término espacial o se evaltia, al menos parcialmente, en el nivel
X

temporal (n+1). En la practica esto resulta en el acoplamiento de las ecuaciones en cada nodo (j,n+1) en
el nivel temporal (n+1) y se debe resolver un sistema de ecuaciones algebraicas para integrar en el
tiempo.

3.2.1 Esquema implicito (“fully implicit”)

El esquema implicito mas simple para la ecuacién de difusion es equivalente al FTCS pero la derivada
segunda espacial se calcula en el tiempo (n+1)

(TTH—T7) (T =217+ T2
At Ax?

=0 (3.11)

Para generar un algoritmo util escribimos (5.11) de la forma

—sTiX +(142) T —sTH =T" (3.12)

Una expansion de Taylor alrededor del nodo (j,n) indica que el esquema tiene un error de truncamiento

Y [ 1\[é*T
=-3 (l-r-6 )[a 2] +0(4t%, Ax%) (3.13)

que tiene un orden igual al del esquema FTCS explicito con s#1/6 a pesar que la constante de
multiplicacion es grande. Aplicando el método de von Neumann para estudiar la estabilidad produce la
siguiente explresion para el factor de amplificacion

G=[1+2s(1—cosf)] ! (3.14)

La ecuacién (3.14) expresa que para cualquier valor de 8, si s>0 entonces |G|<1 lo cual indica que
el esquema es incondicionalmente estable. Asi, el esquema implicito es una mejora sustancial sobre el
FTCS. No obstante, para resolver (3.12) es necesario considerar todos los nodos j y sus
correspondientes ecuaciones. Por lo tanto se tiene una matriz de ecuaciones escrita para las incognitas
Trﬁ-lj
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donde
d2=- ;+ST';+1 ’ (3.16)

=T}, dyj_y=Tj_ +sT3*!,

siendo T™';, T"!; conocidas de las condiciones de borde. El sistema de ecuaciones es tri-diagonal y

puede resolverse usando el algoritmo de Thomas.

El algoritmo de Thomas se puede representar de acuerdo a la figura 3.5
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Figura 3.5 — Algoritmo de Thomas.
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El método consiste en reducir el sistema tri-diagonal a un sistema bidiagonal superior. Para ello se
procede en forma recursiva comenzando desde j=2. Luego, el sistema bidiagonal resultante se puede
resolver de manera muy facil por medio de sustitucién hacia atras.

El primer paso en el algoritmo es manipular la matriz de tal forma que se normaliza la diagonal y se
encuentran nuevos coeficientes c;jdados por

—S d,
=, d', =
(1+2s) (1+2s) 317
-5 d+sd'._, ) (3.17)
= d' =—~1——1—— para j=34,.,J-1
P (142s)+sc; 7o (142s)+sc;
El segundo paso consiste en una sustitucion hacia atras
Tn+1:dv
J-1 J-1 (3.18)

T""'=d',—T"ic; para j=J-2,J-3,...,2
El algoritmo de Thomas es bastante econémico, solo requiere 5(J-2)-4 operaciones para resolver el
sistema de ecuaciones (3.15). Esta metodologia es parte de los algoritmos que se conocen como “fast
solvers” y resulta en un trabajo computacional que es apenas 3 veces el del método explicito (FTCS)
cuando se utiliza este algoritmo. La verdadera importancia del método implicito radica en que los pasos
de tiempo pueden tomarse significativamente mayores a los permitidos por el método explicito, lo cual
implica un ahorro en el costo computacional.

3.2.2 Esquema de Crank-Nicholson

Otro algoritmo explicito para resolver la ecuacion de difusion es el esquema de Crank-Nicholson

(r3+1-1)
= a0SL, T+ 05L,, T 1)=0 (3.19)

xx 4 j

donde

L.T= 7}—1"27}'*‘7}“

" = (3.20)

Efectivamente este esquema evalda la derivada espacial en el promedio de los niveles de tiempo n y
(n+1), o sea en el nivel (n+1/2). Si se realiza una expansién de Taylor alrededor de (j,n+1/2), se
demuestra que (3.19) es consistente y tiene un error de truncamiento de O(Ax? At*) (ver tabla 3.1). Esto
es una mejora sustantiva con respecto al FTCS y al esquema “fully implicit” cuyos errores eran O(At).
Ademas, un analisis de estabilidad de von Neumann indica que el esquema de Crank-Nicholson es
incondicionalmente estable (ver tabla 3.1).

Escribiendo (3.19) para que quede en forma 1til se obtiene



Modelizaciéon Numérica de la Atmodsfera 2012

—0S5s T2 +(145) T3+ —0.55 T3
=05sT}_,+(1—=5)Tj+05sT5,, , (3.21)
Nuevamente, considerando todos los nodos espaciales (3.21) produce un sistema de ecuaciones que

puede ser resulta usando el algoritmo de Thomas. Debido a su menor error de truncamiento el esquema
de Crank-Nicholson es muy usado para resolver eficientemente EDPs parabolicas.

Una generalizacion de (3.19) puede ser obtenida escribiendo

AT}HI

At —a{(l—ﬁ)Lxx T;+ﬁLxx T_,f.+l]=0 ’ (3.22)

donde AT'}“zT}'“—T’; y O0<B<1 . Si =0 se recupera el esquema FTCS; si =0.5 se recupera
el esquema de Crank-Nicholson; si f=1 se recupera el esquema “fully implicit”.

Un analisis de estabilidad de von Neumann indica que la solucion puede ser estable en las siguiente
condiciones

0.54x?
£f——— if 0<58<1/2
s i—ap 10=P<Y
no restriction if 12<B=<1.

Se observa que el esquema de Crank-Nicholson esta en la frontera del regimen incondicionalmente
estable. Por esa razén en algunos casos este esquema produce oscilaciones espureas en la soluciéon y no
converge rapidamente. Otros esquemas de 3 niveles son mas efectivos.

3.2.3 Esquema generalizado de 3 niveles

Para la ecuacion de difusién un esquema generalizado de 3 niveles que incluye (3.22) puede escribirse
como

(1+7) AT} yAT;

1-pL, TI+BL. . T']=0
At At d[( ﬁ) xXx ;+B xx 4 j ]

(3.23)
donde AT|=T'— T'}fl

Un esquema particularmente efectivo de 3 niveles estd dado por la elecciéon: y=0.5, f=1.0. Este
esquema tiene un error de truncamiento de O(At2,Ax2), es incondicionalmente estable, puede ser
resuelto usando el algoritmo de Thomas y amortigua las oscilaciones esptireas. A este esquema lo
llamaremos esquema de 3 niveles fully implicit (3LFI). Vet table 3.1 para sus propiedades.
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3.3 Condiciones de borde
Los algoritmos desarrollados hasta ahora son apropiados para los nodos internos. Para usar esas
formulas en los nodos frontera se requiere conocimiento de la solucién fuera del dominio

computacional. Por lo tanto es necesario desarrollar formulas alternativas en las fronteras.

Hasta ahora hemos impuesto condiciones de borde de tipo Dirichlet, o sea que se imponen valores de la
variable en la frontera. Por ejemplo, para el caso de la ecuacién de difusiéon mostrado en la figura 3.6

To (x)
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Ta O haonanan insulation sy 1B ©OF

9T,/ dx 9Tz /ox

given  AIMT I T WY - given

x=0 x=1
Figura 3.6
se impuso en x=0 (en A)
T©,0)=b(r) (3.24)

En la practica b es en general constante en el tiempo.

Entonces, en el caso de condiciones de Dirichlet es relativamente facil imponer las condiciones de
borde. Por ejemplo para el esquema FTCS si se requiere el valor de T", se sustituye T";=b".

Por otro lado, podria haber sido posible imponer como condicion de borde la derivada espacial de T en
x=0, 0 sea una condicion de tipo Neumann

oT
5 0 0=c(0) . (3.25)

donde c es muchas veces una constante. En estos casos es mas dificultoso imponer las condiciones de
borde. Es posible introducir una expresiéon de diferencias finitas usando informacién uinicamente de
dentro del dominio computacional de la forma

T;+1—T'i+l
T oax

o+ (3.26)

En un caso tipico se usa el esquema FTCS para obtener el valor de T™"; en todos los nodos interiores,
j=2,3,...,J-1. En la frontera, x=0, (3.26) da
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T';+1=T;+1—C"+IAX (3.27)

El mayor problema de (3.27) es que tiene un error de truncamiento de O(Ax) mientras que el esquema
FTCS tiene un error O(Ax?). Como la ecuacién de difusion es parabdlica, la menor exactitud de la
solucion en la frontera se propagara hacia el interior afectando la exactitud de la solucién en todo el
dominio. Por lo tanto es deseable encontrar una representacién de la condicion de frontera de Neumann
que tenga la misma exactitud que la expresién usada para los nodos interiores. Esto puede hacerse de la
siguiente forma. Escribamos (3.25) como

T3—-To _

n 3.28
24x ¢ (3.28)

la cual incluye un nodo ficiticio (0,n) fuera del dominio computacional. Si extendemos el dominio
computacional para incluir el punto (0,n) podemos utilizar la ecuaciéon de los nodos interiores para
eliminar T".

Por ejemplo aplicando FTCS para (1,n) y usando (3.28) se obtiene
T™ = —2sdxc"+(1=25) T +2s T% . (3.29)

y el error de truncamiento es O(At,Ax*) en todos lados del dominio.

Si se usa un esquema implicito en el interior, por ejemplo el “fully implicit” la ecuacién (3.28) debe ser
evaluada en tiempo (n+1) y combinada con (3.12). Esto resulta en

' n+l R+l _pn__ n+1
(142 Ty =25 T3 ' =T} —2sdxc™* (3.30)

que es la primera ecuacion en el sistema tridiagonal equivalente a (3.15) y puede ser resuelto por un
algoritmo de Thomas. La figura 3.7 ilustra los casos explicito e implicito.

(81/3x17 .o = €(t) [8T/ax15:d = cltq.)
(17 -10)/2Ax >(13°1-10 1) /24x
=N =ch+l
nel Nel O —
j=0 | 2
n 00— — n
j=o 1] 2
Xx=0 x=0

Fig. 7.9. Treatment of Neumann
Explicit treatment Implicit treatment boundary conditions

Figura 3.7
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El uso de diferentes férmulas en las fronteras resultara en diferentes propiedades de estabilidad. Si bien
el método de von Neumann es estrictamente aplicable en los puntos interiores solamente se ha sugerido
que también puede aplicarse en los bordes, al menos heuristicamente. Alternativamente, es posible usar
el método de la matriz para estudiar la estabilidad.
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