Curso MNNS. -  Hoja de notas N°1. Lunes 15/Agosto/2005

Foérmulas de aproximacion de derivadas por diferencias finitas.

Consideramos el desarrollo de Taylor de @(x) en torno a x i
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Realizando combinaciones lineales de evaluaciones de este desarrollo en
distintos puntos aledafios a x i (e X 2, X i1, X 41, X 42, X 3, ... ) podemos
obtener férmulas de aproximacion con error de truncamlento del orden deseado.
En estas notas se considera Gnicamente el caso equi-espaciado : x O [xe x.]
discretizado en n+1 puntos (x i)i=1,2,.n+1:
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Evaluando (1) en x ik Y utilizando (2) queda :
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1) Aproximacion de la derivada primera.
1.1) Formula de primer orden

Basta considerar una Unica evaluacion de (1) en x i1 obienx g (k=-106k=+1):
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Las designaciones (BDS) y (FDS) provienen del inglés y significan ‘Forward

difference scheme’ y ‘Backward difference scheme’ respectivamente.



1.2 ) Formula ‘centrada’ de segundo orden

Evaluandoenx i3 yX i1 (k= -1y k=+1)y combinando : @x;.,) — ¢¥x,_,) seanulan las
potencias pares de ambos desarrollos y se obtiene:
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La designacién (CDS) significa ‘Central difference scheme'.
1.3) Formula ‘centrada’ de cuarto orden
Evaluando en cuatro puntos en torno a x i X i2,X i1, X i1, X 42 puede anularse

|
también el término de potencia 3 (ademas de las potencias pares) combinando de
la siguiente forma :
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1.4) Férmula ‘no centrada’ de segundo orden

En la implementacion de condiciones de borde suele ser necesario disponer de
férmulas de aproximacion de derivadas que involucren un menor nudmero de puntos
hacia el lado de la frontera.

Combinando evaluaciones en : x +1 Y X is2 puede obtenerse una férmula de segundo
orden para la derivada primera en x i que solo requiere puntos a la derecha de x i
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En particular, para i=1 :
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Observacion : En el extremo opuesto (i=n) las formulas ‘no centradas’ para la
derivada primera son anélogas cambiando los signos de los coeficientes (es
equivalente a cambiar el signo de h en la férmula):
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1.5) Formula ‘no centrada’ de cuarto orden

Combinand o evaluaciones en:  Xi1,X i+1, X 2, X 3 puede obtenerse una férmula de
cuarto orden para la derivada primera en Xi que solo requiere un punto a la
izquierda (x 1 ):
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Observacion : La formula (3.36) del ‘Ferziger’ esta equivocad a. Considerando el
primer punto interior (i=2) la férmula anterior queda :
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2) Aproximacion de la derivada segunda.
2.1) Férmula ‘centrada’ de segundo orden

Evaluandoenx ;3 yX i1 (k= -1y k=+1)y combinando : @x,,,) + ¢x,_,) seanulan las
potencias impares de ambos desarrollos y se obtiene:
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2.2) Férmula ‘centrada’ de cuarto orden

Evaluando en cuatro puntos en torno a X i X 2, X i1, X i+, X 2 puede anularse
también el término de potencia 4 (ademas de las potencias impares) combinando de
la siguiente forma :
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2.3) Férmula ‘no centrada’ de tercer orden

En la implementacion de condiciones de borde puede ser util la siguiente formula

obtenida combinando evaluaciones en x i1, X i1, X 2, X 43
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Obs : La férmula (3.37) del ‘Ferziger esta equivocada. Considerando el primer

punto interior (i=2) la formula anterior queda :
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Ejemplo: En relacion al ejercicio 1 del repartido N°2, puede obtenerse un
esquema de cuarto orden para el problema de adveccion-difusion lineal de la
siguiente forma.

Para los puntos interiores no afectados por la frontera (i=3,...n-2)
utilizamos las férmulas 1.3) y 2.2) para escribir :
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Para el primer punto interior de cada lado ( i=2 e i=n-1) es necesario
utilizar formulas no centradas como las 1.5) y 2.3). En i=2 se tiene :
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Para i=n-1 se obtiene una esquema analogo (cambiando los signos de los
coeficientes en la formula de la derivada primera.

Para los puntos de frontera en los extremos i=1 e i=n se impone directamente las

condiciones de borde de Dirichlet. El script ‘ej02a.m’ que acompafia estas notas
presenta una posible implementacion de este esquema.

Anexo :  Obtencidn sistematica de férmulas de aproximacion.

Los coeficientes involucrados en las formulas anteriores pueden obtenerse en
forma sistematica planteando sistemas lineales de ecuaciones a partir de
combinaciones genéricas y con el objetivo de anular los términos no deseados del

desarrollo.

Por ejemplo para la  obtencion de la formula ‘no centrada’ de cuarto orden para
la derivada primera (1.4) podemos escribir una combinacion lineal de las
evaluaciones en x i1,X i41,X 2, X i+3 del desarrollo de Taylor para ex)enx
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Nos interesa anular los términos en h 2h %y h*:
+a+b+ 4+ 9 =0
-—-a+b+ 8 +27d =0
+a+b+16c +81d =0

eligiendo d=+1 tenemos c=-6, b=+18, a=-3, y resulta la formula de (1.5).

Con este procedimiento pueden obtenerse todas las formulas anteriores y en
general formulas de aproximacion de orden arbitrario, centradas o no-centradas,
etc.



