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Espectro

Transformada de Fourier de tiempo continuo

@ La Transformada de Fourier
de Tiempo Continuo de una
funcion u(t) € Ly es:

u(t)e 72 It dt

U(f> - /_Z Tiempo )/\/

Frecuencia
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Espectro

Transformada de Fourier de tiempo continuo

@ La Transformada de Fourier
de Tiempo Continuo de una
funcion u(t) € Ly es:

Ulf) = / T (eIt

—00 Tiempo /}\/\/
@ La inversa queda dada por: ~
Frecuencia
o .
ut) = [ vtperas
— 00
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Frame Title

Cuadro: Pares comunes de la Transformada de Fourier

a(t) X(f)
5(t) 1
1 5(f)
u(t) (Funcion escalon) j217rf +16(f)
el2miot 5(f = fo)
cos(27 fot) $(6(f = fo) +6(f + fo))
sin(27 fot) 35 (6(f = fo) = (f + fo))
rect (%) Tsinc(fT)
e~ u(t) m
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Cuadro: Propiedades de la Transformada de Fourier en tiempo

continuo

Propiedad

Relacion tiempo-frecuencia

Linealidad
Desplazamiento temporal
Desplazamiento en frecuencia
Escalamiento temporal
Derivada
Convolucién
Multiplicacién

Teorema de Parseval

a121(t) + asz2(t) 2> a1 X1 (f) + as X2 (f)
2t —ty) L e 270 X (f)
e ot (t) 5 X (f - fo)
x(at) EiN ﬁX (5)

Cxlt) Iy (jorf)n X (f)

a(t) « h(t) T X(f) - H(f)
z(t) - h(t) T L X(f) « H(f)
I () 2dt = [ 1X(f)[2df
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Espectro

Transformadas y espectro

@ Soporte acotado en el tiempo — Soporte acotado en
frecuencia

@ Soporte acotado en frecuencia —> Soporte acotado en el
tiempo

Figura: Transformada de Fourier y Soporte
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Espectro

Transformada de Fourier en tiempo discreto (DTFT)

@ Sucesion de complejos u[k] con k € Z, tales que Y, |u[k]|? < oc.
La DTFT queda dada por:

Uprrr(Q) = U(e?) = ulkle 7
k
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@ () representa la frecuencia en sistemas discretos, tiene unidades
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Espectro

Transformada de Fourier en tiempo discreto (DTFT)

@ Sucesion de complejos u[k] con k € Z, tales que Y, |u[k]|? < oc.
La DTFT queda dada por:

Uprrr(Q) = U(e?) = ulkle 7
k

@ Transformada inversa:

ulk] = = / U(e2)ei a0

:% .

@ () representa la frecuencia en sistemas discretos, tiene unidades
de radianes por muestra. Est4 asociada a la frecuencia de
muestreo, Q = wT =27 f/fs.

@ U(e?*?) es periddica en €2 con periodo 27
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Cuadro: Propiedades de la Transformada de Fourier en tiempo

discreto

Propiedad

Relacion tiempo-frecuencia

Linealidad
Desplazamiento temporal
Convolucién

Multiplicacién

Teorema de Parseval

ayz[n] + azy[n] EiN a1 X (e7?) + apY (e7)
x[n — ng) i e IS0 X (e79)
xln] * yln] < X ()Y ()

2[nlyln] T £ X (e12) % Y (e1?)

o0

1
S lalnllt = o

n=—oo

\X(GJQ)\ dq2
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Espectro

Relacion TF a DTFT

Relacion entre transformadas

Supongamos que tenemos:

@ u(t): senal bandabase con ancho de banda B
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Relacion TF a DTFT

Relacion entre transformadas

Supongamos que tenemos:

@ u(t): senal bandabase con ancho de banda B

(u[k]): una secuencia definida como u[k] = u(kT')

(]

Se cumple el teorema de muestreo, es decir: T < 1/2B

U(e’®): la transformada de Fourier en tiempo discreto de (u[k])

U(f): la transformada de Fourier de u(t)
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Espectro

Relacion TF a DTFT

Relacion entre transformadas

Supongamos que tenemos:

@ u(t): senal bandabase con ancho de banda B

(u[k]): una secuencia definida como u[k] = u(kT')

(]

Se cumple el teorema de muestreo, es decir: T < 1/2B

U(e’®): la transformada de Fourier en tiempo discreto de (u[k])
@ U(f): la transformada de Fourier de u(t)

Entonces se cumple la siguiente igualdad para —7 < Q < 7

. 1 Q
U = 7U (m> |
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Espectro

Transformadas y espectro
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Espectro

Teorema de muestreo

Teorema de muestreo

o Cualquier funcién que resulte de anti-transformar por
Fourier una funcién L9 de soporte acotado en [—B, B] se
puede recuperar a partir de sus muestras tomadas a una
tasa 1/T > 2B muestras por segundo.
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Espectro

Teorema de muestreo

Teorema de muestreo

o Cualquier funcién que resulte de anti-transformar por
Fourier una funcién L9 de soporte acotado en [—B, B] se
puede recuperar a partir de sus muestras tomadas a una
tasa 1/T > 2B muestras por segundo.

@ Aquellas funciones que se pueden reconstruir de esta forma
se denominan bandabase.

@ Se puede reconstruir la senal original mediante:

u(t) = BT > u(kT)sinc(B(t — kT))
k

G. Belcredi, P. Belzarena 13 /34



Espectro

Transformada discreta de Fourier

Transformada Discreta de Fourier (DFT)

La DFT de una secuencia (u[k]) = {u[0],u[1],...

define como:

N—

[y

X[n) = ulkle /N p—o,...

k=0
La transformada inversa se define como:
N-1

N

1 .
ulk] = = > X[n]e/>™ /N n=0,...
n=0
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Espectro

Transformada discreta de Fourier

Transformada Discreta de Fourier (DFT)
La DFT de una secuencia (u[k]) = {u[0],u[1],...,u[N — 1]} se
define como:

N—
Xn) =Y ulkle RN p—=0,...,N—-1
k=0

[y

La transformada inversa se define como:

N-1
1 .
ulk] = > X[n]e?™ /N p=0,...,N-1
n=0

o Si U(e’?) es la DTFT de ulk], ;jqué sucede si muestreo
U(e’?) con N muestras equiespaciadas 27 /N?

G. Belcredi, P. Belzarena 14 / 34



Espectro

Transformada discreta de Fourier

ulk] ﬁ U(e?)
lﬁﬂm

—> Y 0 L3

N ” DFT Muestreo
Extension 2mn
periddica 0= N
111\/[1\",]




Espectro

Relacion entre transformadas

u(n
CTFT 1
/ \
-UT ur !
| )
DTFT w1
rTTHH HUTH >
ik oTT U
My <> NV [N
—— — - >
DFT
Uln)
[1.1]
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Transformada 7Z

e Problema: Analizar senales que no tienen DTFT (no
cumplen: Y, [u[k]|> < 00). Ejemplo: escaléon en TD.
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Transformada 7Z

e Problema: Analizar senales que no tienen DTFT (no
cumplen: Y, [u[k]|> < 00). Ejemplo: escaléon en TD.

[

e Idea multiplico por e~ para que si tenga DTFT.
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Transformada 7Z

Definicién y propiedades

Definiendo z = e(“t70) y U(z) = V(e/?) obtenemos la expresion
para la transformada Z de ul[k]:

U(z) =Y ulk]z™",
ulk] = ;rjfU(z)zkldz.
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Real{z}
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Figura: Relacion entre Transformada Z y DTFT. Fuente: [1]
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Filtros Digitales

Repaso de filtros digitales




Filtros Digitales

Transferencia

Y= 2@ % hw

X(s) H(s) ho Y(s) " Y(s)= x(s) MHs)
x(t) ————>| —y
X(w) Hiw) Yijw) y(_]w]=)<(JW) H(J w)

xﬁk:x,‘x\«k

X(z) H(z) Y(2)
Xk ——> hk F————> y

Yemr= X@) H)
<9 HE&Y | Yee)

Y& )= W) X (D)
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Filtros Digitales

Clasificacion

Una clase importante de filtros son los que cumplen la siguiente
relacion entre la senal de entrada (x[k]) y la senal de salida

(y[K]):
M N
Z mZ[k —m] Z anylk — nl

M —m
= H(z) = ((i)) 12_:£z%bm;nzn

n=1

o Llamamos a estos filtros: Filtros de respuesta al impulso

infinita (ITIR)
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Filtros Digitales

Clasificacion

Una clase importante de filtros son los que cumplen la siguiente
relacion entre la senal de entrada (x[k]) y la senal de salida

(y[K]):
M N
Z mZ[k —m] Z anylk — nl

M —m
= H(z) = ((i)) 12_:£z%bm;nzn

n=1

o Llamamos a estos filtros: Filtros de respuesta al impulso
infinita (ITIR)

o En el caso particular que a,, =0 Vn, los denominamos
Filtros de respuesta al impulso finita (FIR).
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Filtros Digitales

Clasificacion

Figura: filtro FIR. Figura: filtro IIR.
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Procesamiento de senales multitasa

Sobremuestreo de la senal

Ejemplo sobremuestreo de tasa 2:

e z[k] es la secuencia {...,4,2,7,9,14, ...} donde la muestra en
k = 0 corresponde al valor 7.
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Procesamiento de senales multitasa

Sobremuestreo de la senal

Ejemplo sobremuestreo de tasa 2:

e z[k] es la secuencia {...,4,2,7,9,14, ...} donde la muestra en
k = 0 corresponde al valor 7.

ylk] = {...,0,4,0,2,0,7,0,9,0,14,0,...}.

La entrada tendré transformada Z:

X(z) =+ 422+ 22+ 7+927 + 14272 +

Lasalida Y(2) = ... + 424 + 222 + 74+ 9272 + 14274 + ...
De este ejemplo se puede ver que Y (2) = X (22).

(]

(]
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Procesamiento de senales multitasa

Sobremuestreo de la senal

Agrego L - 1 ceros entre cada par de muestras y[k] = [T L]x[k]

a[k/L] si k/L € Z,

0 en otro caso.

Y(z)= Zy[k:]z_k = Z x[k/L)z7F = Zx[n]z‘"L = X (1),

keZ k:k/LETZ nez

Y (e7?) = X (7). (1)

G. Belcredi, P. Belzarena 26 /34



Procesamiento de senales multitasa

Interpolador

x(nT) | Sobremuestreador|x1(nT)| Filtro Digital y(nT)
1L > H(z) >

Figura: Interpolador

,,Cuél es la frecuencia de corte del filtro ?
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Procesamiento de senales multitasa

Submuestreo de la senal

o Tasa de submuestreo M cualquiera, es decir
ylk] = [ M]z[k], o lo que es lo mismo

ylk] = z[ME].
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Procesamiento de senales multitasa

Submuestreo de la senal

o Tasa de submuestreo M cualquiera, es decir
ylk] = [ M]z[k], o lo que es lo mismo

ylk] = z[ME].

@ Se puede calcular la relacion entre el espectro de ambas:
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Procesamiento de senales multitasa

Submuestreo de la senal

0.06 0.08

0.04 0.07

0.02 0.06

0.00

0.05
6.28 3.14 0 314 6.28 6.28 3.14 0 314 6.28
"

Figura: Senal antes del Figura: Senal después del
submuestreo submuestreo
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Espectro

Submuestreo de la senal

X(t,/.ﬁ)

T T 1 T T > Q
-2 - W +W +1 +21
Xp(ei)
T T T T — Q
-2n N A4 +21
-NW +NW

Figura: Espectro antes y después del submuestreo. Fuente: [1].




Procesamiento de senales multitasa

Decimador

x(kT) Filtro Digital y(kT) Submuestreador y(kTM)
> EEE—
H(z) IM

Figura: Decimador

. Frecuencia de corte del filtro ?
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Procesamiento de senales multitasa

Interpolador fraccional

Tenemos una senal muestreada a 48 kHz y debo enviarla a una
tarjeta de audio de 44.1 kHz ;como adapto las tasas?
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Procesamiento de senales multitasa

Interpolador fraccional

Filtro Digital
H(z)

Sobremuestreador Submuestreador ——>

Figura: Diagrama de un interpolador fraccional

iFrecuencia de corte del filtro?
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Referencias

Estos son temas clasicos y se pueden leer de muchos libros. Un libro
clasico es: Discrete-Time Signal Processing de Oppenheim. Estos
temas también estan de forma mas sucinta en el libro de Comina y en
el libro de Rice.

[1] A. V. Oppenheim, R. W. Schafer y J. R. Buck, Discrete-time
signal processing, 2nd ed. Upper Saddle River, N.J: Prentice
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