IV. MATRICES QUE DEJAN CONOS INVARIANTES

EN MucHAS de las aplicaciones de la teoria de matrices aparecen ma-
trices reales con entradas no negativas. Por ejemplo, si consideramos
problemas de economia como los estudiados por el modelo de Leontief
(ver capitulo II); problemas de probabilidad como los examinados por
medio de matrices estocdsticas (ver capitulo III y otros ejemplos en
este capitulo); problemas de gréficas estudiados por medio de matrices
de adyacencia (siguiente capitulo). El hecho mds relevante relativo a
los valores propios de matrices no negativas estd contenido en el im-
portante teorema de Perron-Frobenius: el radio espectral de una matriz
no negativa A € M, (R) es un valor propio de A que acepta un vector
propio con entradas no negativas.

Una matriz A € M (R) es no negativa si y solamente si el cono
K = {z € R" : 2 > 0} de vectores no negativos en R* queda in-
variante bajo la accién de A. Esta sencilla observacién da lugar a la
importante generalizacién del teorema de Perron-Frobenius que expli-
camos en este capitulo: dada una matriz A € M, que deja invariante
un cono propio sdlido K" en R", entonces el radio espectral es un valor
propio de A que acepta un vector propio que pertenece al cono K. Este
teorema tiene un rango de aplicaciones més amplio que el teorema de
Perron-Frobenius, como veremos en breves consideraciones de matrices
asociadas a graficas, sistemas de ecuaciones diferenciales y otros.

1. Conos

1.1. Sea V el espacio vectorial R™. En lo que sigue consideraremos a
V' como un espacio topoldgico con la topologia inducida por la norma
euclidiana.

Un cono K es un subconjunto cerrado de V que satisface:
(K1) K + K C K (esto es, para todos v,w € K, se tiene v + w € K).
(K2) aK C K para todo a > 0 (esto es, para todo v € K, se tiene
av € K).

Decimos que el cono K es propio si, ademds, se cumple:
(K3) KN (-K) = {0}, donde K = {-z:2 € K},
y es solido en V si se cumple:
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(K4) El interior K° de K no es vacio.
Ejemplos de conos

(a) Sea V = R™, el cono positivo Vt = {v € V:v(i) > 0 para A < i <
(b) Si A:V — V es una transformacién lineal y K es un cono,
entonces A~!(K') es un cono.
(c) Consideremos el espacio dual V* = Homp (V,R). El cono orto-
gonal K+ estd definido por

L ={feVv*f(v) 20, paracada v € K}.

Lema. Para un cono K son equivalentes:
i) K es sdlido.
iHK-K=V.
iii) K contiene una base de V.

Demostracion: (i) = (ii): Supongamos que K es sélido. Existe z €
K°; o sea, podemos encontrar una bola con centro en z y radio ¢
suficientemente pequefio de manera que B,(z) C K.

‘e

Sea v € V, entonces existe § > 0, w = §v + = € B,(z) C K. Luego

v=6w-6"2e K - K.
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(ii) = (iii): Sea {v,,...,v,} un conjunto maximal de vectores lineal-
mente independientes en K. Como K — K =V, {v,,...,v,} genera V.
Asi s = n.

(iif) = (i): Sea {v,,...,v,} unabasede V conv; € K,i=1,...,n.

n
El conjunto C = {E A0 <A < 1} estd contenido en K (observe

=1

que C es un poliedro con n lados). Claramente, C° = {2 Avii0 < A <
1} # 0. Luego K° # 0 y K es sélido. o

Ejercicios

1. Sea K un cono, ¢ € K°, y € K. Entonces z + y € K°.
2. Dé condiciones sobre un cono K en V y una transformacién
A:V — V para que el cono A7(K) sea sélido.

K
1.2. Para un vector z € K también escribimos z > 0. Si K es sélido y

s K
r € K°, escribimos z > 0.

-

Observemos que si K es un cono propio > nos da en efecto un orden
K K
enV:zx >ys1y solosu:—y>0 Enefecto siz >y, y > &, entonces
K

t—y € KnNn(- K)—{O},a:—y,51x>y,y>z entoncesw—y,

y—z2€K,z-z=(x-y)+(y-2) € K; 51x>y,a>0 ax>ay
Un vector ¢ € K se llama eztremal si * = y + 2, con y,z € K,
implica que y, z son miltiplos escalares de z.
Un cono se dice generado por un conjunto {v;};c; de vectores si

K = {Z AV A 2 0}. Si I es finito, entonces K es poliédrico.
i€l

Ejercicios
1. En R? considere el cono K dado por todos los puntos (z,y,z) que
satisfacen las desigualdades 2° + y* < 2° y 2 > 0. Pruebe que este cono

(que llamaremos el cono de helado) no es poliédrico.
2. En un cono poliédrico jcudles son los vectores extremales?

Proposicién. Un cono K en V estd generado por sus vectores extre-
males.
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Demostracion: Por induccién sobre n, V = R".

Sin = 1,2, el resultado es obvio. Si K no es sélido, podemos suponer
que K C R™™' y el resultado se sigue por induccién.

Sea z € K° y sea u € K linealmente independiente de x. Considere-
mos el plano P generado por z,u. Luego K’ = PN K es un cono con
r € K'. Asi, ¢ = z, + z, y z,,z, son extremales en K'. Luego z,,z,
estdn en la frontera 0K de K. Para probar el resultado basta con
considerar vectores en dI. Supongamos x € K y « no es extremal.
Luego 2 = u + v, con u,v € K linealmente independientes. Si u € K°,
también z € K°; entonces u,v € K. El conjunto {au + fv:a,8 > 0}
es un cono contenido en JK.

Sea S el cono mds grande con z € § C OK. Sea H el espacio
vectorial de dimensién minima con S C H. Por (1.1), dimH < n - 1.
Por hipétesis de induccion, z estd generado por los vectores extremales
de S. Basta probar que estos vectores son también extremales en K.

Supongamos que y € 5 no es extremal en K. Luego y = u + v con
u,v € K linealmente independientes. Si u ¢ S podemos construir el
cono

={w+au; weS, a>0}.

K
Como w+ou = w+a(y—v) <wtay € § C 8K, entonces §' C 9K,
lo que contradice la maximalidad de S. Asi, u,v € S, lo que implica
que y no es extremal en §. o

1.3. Un subcono de K es un cono contenido en K. Un subcono extremal
de K es un subcono generado por vectores extremales. Un subcono
extremal contenido en 0K se llama una cara de K. Una cara F de K
siempre estd contenida en un subespacio de dimensién menor que n; al
menor de dichos subespacios lo denotamos por H.

Lema. Para cada z € 0K eziste una cara F, tal que:
i) z € F}, donde el interior se toma en el espacio Hp ;
i) F, = BI\ NHg ;

K K
i) 0 < y < z, implica que y € F.

Demostracion: Por (1.2), podemos escribir

m
r = Z /\,-:l:,-
i=1
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con z; extremal, A; > 0, ¢ = 1,...,m. Sea F, el cono generado por
Z,y...,&,,. Claramente F, satisface (i). Sea F, C F, la mayor cara

que sa,tlsface (1). Ev1dentemente F,CcoKkn HF Pero OK N Hy,_ es
una cara que satisface (i), y por tanto sedala 1gualdad F,=0K ﬂHF

d

Finalmente, supongamos 0 5 y < z, entonces y € K. Supongamos
que y ¢ Hp . Consideremos el espacio H' generado por H r, ¥ {y}
Entonces F' = 8K N H' es una cara,z—y € F', y € (F")° en el espacio
HFI.

Por tanto, z € (F')° en el espacio Hp, lo que contradice la maxi-
malidad de F,. Luego y € Hp , y € F. 0

Ejercicios

1. Sea K un cono sélido en R2. Sea F una cara de K de forma que el
espacio Hy es de dimensién dimy Hy = 1. Demuestre que entonces K
no es poliédrico. ;Puede generalizarse esta observacién a dimensién n?

2. Sea K un cono sélidoen V. Sea z € K y F, la cara definida en el
Lema anterior. Pruebe que

F,=KnHg.

[Ayuda: Si y € K°, entonces y no estd en el espacio vectorial generado
por F, ya que de otra manera se tendria y = y, — y, con y,,y, € F,,
lo que contradice el inciso (iii) del Lema.]

1.4. Proposicién. Sea K un cono propio sélido en V. Entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) K es poliédrico;

b) K tiene un nimero finito de caras;

¢) existe un nimero finito de vectores v,,...,v, € V de forma que
3
K= Hj’
.=1 ]

donde H;"', = {z € R™:2Tv; > 0} es un semiespacio asociado al vector

v;.

Demostracion: (a) => (b): es claro.



124 ALGEBRA LINEAL AVANZADA

(b) = (c): Sean F,,...,F, caras de K que contienen elementos z; €
F; tales que F; = F, con la notacién de (1.3). En particular, H; = HF

es un espacio vectorlal tal que F; = 0K N H;.
()

Sean w,

z.()

. .,wgi) vectores ortonormales tales que H; = {z € R™

=0,j = 1,...,s;}. Supongamos que existen y,,y, € K tales

que le © >0 y yT ©) < 0. Denotemos por un momento w = w()

Cons1deremos el plano H generado por y,,y,.

Dado que HNI es un cono en H, por continuidad podemos encontrar
y € H;N H N K. Multiplicando por escalares convenientes podemos
suponer que y = y, + y,. Por el ejercicio (1.3.2) tenemos que y € F.,.
Esto implica que y, estd en Fj, lo que contradice que F; est4 contenido
en H;. Asi, podemos suponer que K ¢ H;. Haciendo v{ { ) 6 bien

( ) = { ) , de forma que K C HY (i) para toda (2,7), obtenemc)ﬁ que
J
K C ﬂ i L
_'f...
El resto de la demostracién se deja como ejercicio. a

Ejercicios

1. Demuestre que K = ﬂ ﬂ H () en la proposicién anterior.
1=1 J—l ]

2. Demuestre la implicacién restante (c) = (a) en la proposicién
anterior.
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1.5. La proposicion anterior tiene la siguiente consecuencia para los
conos ortogonales definidos en el espacio dual como en (1.1). Usaremos
este resultado mas adelante.

Lema. Consideremos el isomorfismo natural
eV = V*™, p(v)(g) = g(v), parav €V, ge V*.
Si K es un cono poliédrico, entonces K+ = p(IK).

Demostracion: En general, o(K) C K1t:siv € K, f € K, entonces
o(0)(f) = f(v) > 0, de donde p(v) € K++.

Si K es poliédrico, entonces K = [}, H{,t , donde H{,t es el semi-
espacio asociado a v; (1.4). Mostremos que para dos semiespacios H,
HY se tiene:

(i) (H)M = o(HY);

(i) (23 0 HYYM = o(HF) 0 o(HD);
de aquf se sigue que K1+ = p(K).

Como antes, p(H}) C (H})'t. Sige (HF)L, g = o(w), tenemos
que probar que w € HJ. En efecto, consideramos f:V — R, z — zo?,
tal que f € (H})*. Luego, 0 < g(f) = p(w)(f) = f(w) = woT, o sea
we HY.

Exactamente de la misma manera se prueba (ii). o

2. MATRICES QUE DEJAN CONOS INVARIANTES

2.1. Sea A una matriz real de tamafion X n y K un conoen V = R".
Se dice que A deja invariante el cono K si A(K) C K.

En lo que sigue nos ocuparemos del estudio de propiedades espec-
trales de matrices que dejan conos invariantes. Un par de ejemplos:

(a) Si A = (a;;) con a;; > 0 para 1 < 4, j < m, entonces A(V*) C
V7, donde V1 es el cono positivo en V. De hecho esto caracteriza a
las matrices con coeficientes no negativos.

(b) Consideremos la matriz
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I3 T
que envia un vector (y) en (3,

) = [::: t ay] Luego 0 < y < 7 implica

0 < ¢’ < 2. Entonces, si definimos el cono K = {(; ER%:0<y< :v},
tenemos A(K') C K. Observemos que p(A4) = v/a + 1 con vector propio
(LL(e(4)-1) € K.

Recordamos del capitulo I que para una matriz A y un valor propio
A de A, el grado d()\) de A es el tamaiio del bloque de Jordan mis
grande con valor propio A en la forma de Jordan de A.

El siguiente resultado es el teorema principal de este capitulo. Histé-
ricamente tiene su origen en los resultados de Perron que estudiaremos

mas tarde. En la forma del teorema que aqui presentamos, el teorema
fue demostrado en trabajos de G. Birkhoff (1967) y J. S. Vandergraft
(1968). En nuestro tratamiento invertiremos el orden histérico y el teo-
rema de Perron-Frobenius se obtendra como consecuencia del teorema
mas general de Birkhoff-Vandergraft.

Teorema. Sea K un cono propio solido y A una matriz tal que A(K) C
K. Entonces:

i) p(A) es valor propio de A;

ii) d(p(A)) > d(X), para cualquier otro valor propio || = p(A);

iii) K contiene un vector propio 0 # v € K, con Av = p(A)v.

Ademds, si A satisface las condiciones (i) y (ii), entonces K deja
un cono propio solido invariante.

Demostracion: Sea ¢,,...,€, una base de Jordan de A ordenada de la
siguiente manera:
€m, s+ 1€m, 0N los vectores propios de 4, con m; <m, < -+ < m,
Y Aps- .., A los respectivos valores propios con |\, > |A,| > -+ > |2
Paracada 1 <j </, A, = I)\jle""‘i. Para cada 1 < h < n existe una
tnica 1 < j(h) < £ tal que my(y)_, < h < my(y), con m, := 0y m, = n,

Ale J(h)) Aj(h)Em LT

Al aplicar repetidamente A tenemos:
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™ 5(h)
—(k— r r )
A'(gy) = ,C_Z,, )\;(h()" h) (Ic _ h>€’°’ con (k _ h) =0sir<k—h (4

Denotamos por p = p(A) = max{|\,:1 = 1,...,£}.

Sea K un cono propio y sélido tal que A(Ix) C K. Deseamos demos-
trar que (i), (ii) y (111) se satisfacen.

Primeramente, si p = 0 entonces A es nilpotente. Elegimos 1 < r
minima con A" = 0 en K (sino, A(K) =0y A =0). Seaz € K tal que
0#w= A"""(z) € K. Entonces A(w) = 0 = pw. Ademis, d(p) = n.

Podemos suponer entonces que p > 0.

Denotemos por b; el tamafio del bloque de Jordan de A correspon-
diente al vector ¢,, . Observemos que b; = m; —m;_,.

Sea M = max{b;:|A;] = p, 1 < j < £}. Podemos suponer que
1,2,...,t son los indices j tales que |A\;| = py b; = M.

En (2.2) demostraremos que existen nimeros d; € C,1 < j <t con

t >
0£y= ijl dier, € K.

Esta es una parte esencial (pero un tanto técnica) de la prueba. Usemos

esta afirmacién para concluir la demostracién que nos ocupa.
Supongamos que A, ¢ R (es decir, A, # p). Por un lema elemental

que mostraremos en (2.3), existen ndimeros reales 0 < ¢,,...,c,, No

q?
todos cero, de manera que

q
Z e, A = 0.

p=0
Definimos

y*=zq:c,,A"(y) S e (Z )

=0 p=0 =

ol

=2 p=0
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que es combinacién lineal de {emj: 1 < j <t} (aqui hemos usado que
K es un cono invariante bajo A). Ademds, 0 # y*, si no

Z_:cpA”(y) = —¢c,y € K n(-K) = {0},

q
de donde ¢, = 0; Y cpA”(y) = —¢,A(y), lo que implica ¢, = 0, y
p=2

continuando llegariamos a ¢, = 0, 0 < p < ¢ (observe que AP(y) # 0
por (%)), lo que es absurdo.

Si A, ¢ R, como antes, podemos construir 0 # y** € I, combinacién
lineal de {emj:2 < j < t}. Este proceso es claramente finito, por lo que

existe un vector 0 # § € K, combinacién lineal de {¢,,_:A; = p, b; =
M3}. Luego,

A(§) = p¥,
d(p) = M > d(A)si |A] = p.

Con lo que probamos que (i), (ii) y (iii) se satisfacen.

La iltima afirmacién del teorema la mostraremos en (2.4), después
de completar los argumentos que quedaron pendientes de la primera
parte. o

2.2. Con base en las hipétesis y la notacién que teniamos en (2.1),
probaremos que existe

t
0 # Yy = Zdjsmj € K.
J=1

n
Como K es un cono sélido, existe 0 # z = 3 chep € K° con
h

=1
0 # ¢, € R (en efecto, dado 0 # 2/ T r_, chey, € Bs(z') € K° con
§ > 0, podemos modificar los coeficientes para obtener ¢, # 0 con

n
0£y= Y. cyép € By(2')). La expresién (#) para z toma la forma

Sl
. = . = r—(h=k) [ T
INOEDI T UCHEDY ( > e\ )(h 3 k)) Ehs
h=1 h=1 Mjhy—1 <k5h

tomando r > n.
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. A7(2)
Queremos calcular Tlirgo peren recordamos que M = max{b;: Ry

= p, 1 < j < £}. Podemos establecer este limite para un bloque de
Jordan J,(p):

T A 4 1A T U i
“r r”r—l . (812)ur—(s—2)
Ja(”)r = u"' :
: ,’,'ur—l
L 0 u J

AN ] A .
Luego, lim —m—y = 0si |u| < p, o bien si s < M. Si |u| = py

s = M, entonces

0 0 elraj
—1)tp(M—
Js(1) 0 - (=g
or(M=1) = ; +¢(r)
0 e s 0

’ Cc\r . [ 4
tal que rll»rgo 0,7(,\7)_—1) = 0. En este caso, podemos elegir una sucesién
T1yTgy. .., tal que

0 -+ 0 B
J(p)" 0 -~ 0 0
lim & = . existe
im0 orip(M=1) i ’
p I’I‘i .
0 ««- 0 0
con B3 # 0. Regresando a nuestro problema original con la sucesién
(A"(2)), concluimos que podemos hallar una sucesién r,,7,,..., tal
que

h
w= lim w; = Zdjsmj € K,

1—00
t=1

T

ri AM=1)
A (il ATi(z
con w; = ”Ar.-g;” = T (ﬁ—(—)—yM_, ), ||lw;|| = 1. Esto demuestra

plir;
uno de los puntos pendientes del teorema (2.1).
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2.3. Lema. Sea A € C pero no en R, entonces ezisten nimeros
Cose 1€y € R*, no todos ceros, de forma que

zq: cp)\" = 0.

p=0

Demostracion: En efecto, escribimos A = re*? con 0 < < 2r. Consi-
deremos ) = e* en el circulo unitario.

1
El poligono convexo formado por los vértices {AP:p € N} contiene

al 0. Luego existe ¢ > 1 y constantes ¢,,...,¢, tales que

g

q
0=) ¢\ =

(r"’c'p))\” . a
p=0 p=0

2.4. Procederemos a demostrar la dltima parte del teorema (2.1).
Ordenamos los valores propios A,,...,A, de A como se ve a conti-
nuacion:

A =p(A)y M == A > A 20 2 (A

Definamos

1, siv=1{,
cl= .
A, = [A 4:1], en caso contrario.
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Podemos modificar la base de Jordan de manera que obtengamos
una base €,,...,¢, que satisfaga

A(eh) = /\jeh + CEhyry si m;_, <h< m;,
A(Emj) = )‘jem_’-’

con 0 =my, <m; <m, << my=n (ver 3.1). Ademés, suponemos
que los vectores complejos ¢; vienen por pares conjugados.
Por hipétesis (ii), tenemos m, > m; — m,_, parai=1,...,v.
Definamos el conjunto

n
K = {w ER™:z = Zaheh tal que para m;_, < h < mj;
h=1
lag| < Opoyn;_yy 81 h—m;_, <myy ;| < @y, sino;
ademds, o;=a,si¢; = Ep}.

Mostraremos que K es un cono sélido invariante.
En primer lugar observemos que K es un cono en R" bien definido.

n
Tomemos un elemento arbitrario y € R", y = ¥ ,¢,. Entonces

=1
n mq
y= zﬂhsh - 26h5h7
h=1 h=1
donde

Th si m, < h,

By, = max{l7h|a|7h+m,~_,|:h +m;_, < mj} si h <m,,

max{|7mll’ |7i+mj_ll:m1 S i S m] - mj—l} si h= my,

con 6, =By — Yhs h=1,...,m,.

Claramente, y € K — K. Esto muestra que R" = K — K y K es
solido.
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Para mostrar la invarianza de K, tomemos

n
x = Eahsh €K
h=1

A(IE) = E ﬂhgh‘
h=1

Por la definicién de la base obtenemos

ah/\-

J

opd; ey, simj_ <h<my;
o sih= m]

Claramente tenemos que f3; = ﬂ_p si €, = &,. Por tanto, basta con
probar que

|Bh| < Bhem,_,» si b= mj_; < my,
|8k < By, -€n caso contrario.

Consideramos varios casos:
Caso 1. m;_, < h < mj, h—m;_, <m,. Entonces,

1Bh] = lapdj + cappl < hom, M+ COhpiom;_ = Brom,_,
Caso 2. h = m;, h —m;_, < m,. Entonces,

184l = lapjl € opom, A+ CQhisom;_, = Bhoim,_;-

Caso 3. m;_, < h <my, h —m;_, > m,. Entonces,

18| = lapd; + apd; + capyy] < o (1A +€) S ap AL = B -
Caso 4. h =m;, h —m;_, > m,. Entonces,

1Bl = lend;| < ap Ay = By, - 0

2.5. Supongamos que A deja invariante el cono K C V = R". Decimos
que K es propiamente invariante bajo la accién de A si A™(K) C K°
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para alguna potencia m > 1. En este caso podemos obtener una versién
mas fuerte del teorema (2.1).

Teorema. Supongamos que A deja propiamente invariante el cono
propio solido K C V = R". Entonces:

i) p(A) es valor propio simple de A y, para cualguier valor propio
A # p(A) de A, se tiene |A| < p(A4);

ii) un vector propio de A correspondiente a p(A) pertenece a K°.

Demostracion: Por (2.1) sabemos que p(A) es valor propio de A, y que
un vector propio de A correspondiente a p(A) pertenece K.

(1) Probaremos que A tiene exactamente un vector propio en K y
este vector propio estd en I°.

Escribamos p = p(A) y sea u € K un vector propio de A correspon-
diente a p. Entonces A™(u) = p™u € K°y u € K°.

Supongamos que u’' € K° es otro vector propio de A correspondiente
al valor propio A. En primer lugar observemos que Au’ = Au’ implica
que A € R. Si A < 0, entonces Au’ = A/ € K N (=K) = {0}. Luego
0 < A < p. Definimos ¢, = inf {t > 0:tu' — v € K} > 0. (En efecto,
como u' € K°, existe ¢ > 0, B,(u') C K; para § > 0 suficientemente

= / /! .7
pequeiia, v’ — éu € B_(u').) También

y = t,u — u,

que debe estar en OK'. Si p # 0, entonces
) A ! 4
A(y) = t, u —pu=p[t0;u —u] € K.

Por lo tanto, % > 1. Pero como también sabiamos que

nemos que A = p. Entonces Ay = py, lo que implica qu
vector propio en la frontera @K . Esto es absurdo ya que

< 1, obte-
A tiene un

D o>

1 i
Y= p—mAm(y) € K°.

En caso de que p = 0, también A = 0 y Ay = 0. Esto también es
absurdo porque 0 = A™(y) € K°. Esto concluye la demostracién de
(1); en particular hemos probado (ii).

(2) El valor propio p de A es raiz simple del polinomio caracteristico
X ,(t). Supongamos que p no es raiz simple de x , (¢). Existen entonces
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vectores u, v’ linealmente independientes con v € K°, Au = puy

!

Au' = pu obien  Au' = pu' +u.

Si u' fuera vector propio de A, para alguna t > 0, y = tu + v e K

con y vector propio de A diferente de u. Esto contradice el punto (1).

Luego se debe cumplir que Au’ = pu’ + u.

En particular, —u’ ¢ K (si no, para m suficientemente grande, u +
Zu € K, yaqueu € K°. Luego, A™(v') = p™u + mp™'u € K N
(-K) = {0}, contradiccién). Podemos entonces definir ¢, = inf {t >
0:tu —u' € K} > 0. Comoen (1),p>0y

Atou—u')=p [(to - %) u— u'] €K,

lo que contradice la eleccién de t,. Por lo tanto, p es valor propio simple
de A.

(3) Sea A valor propio de A, A # p. Probaremos que |A| < p. Supon-
gamos que |A| = p, entonces A = pe® con 0 < 8 < 2. Sea v € C" con
A(v) = dv.

Probaremos primero que para alguna ¢, Re(ei"v) € K. En efecto,
para cada ¢, definimos ¢, € R como

ty

{0, si Re(ev) € K,
inf {t > 0:tu + Re(e*v) € K} >0, en caso contrario.

Llamamos

Y, = t,u+ Re (e'v) € K.
Si t, = 0 ya probamos lo que queriamos; si no y, € 9K, y
A™(y,) = p"t,u+ p"Re (e0t™0y) € K°.

Luego t, > t, o ¥ entonces inf {,} = 0. De este modo, como K es
cerrado, para alguna ¢, tenemos que

y, = Re(e°v) € K.
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Como 0 < 8 < 2, por (2.3) existen nimeros §,,...,§, >0y & > 0,
tales que

E{keﬂw =0.

k=0

S R L] 5 o
Luego, 3= €A%y, = T Re(¢+)0) = Re ( £ geeino) =
=0 k= k=
0. Por lo tanto, ° °

Ll
Ekakyo = _£oyo € Kn (—I{) = {0}7
k=1
entonces y, = 0. Esto implica o' = €'“0*"/2y ¢ R™. Como A(v') =
M’ € R", se debe tener A = p o A = —p. Luego, A = —p. Elegimos

t, =inf {t > 0:tu+ o' € K} > 0;

entonces
A (tu+ ') = PP (t,u+ ') € K°

y debe existir 0 < ¢t < ¢, con tu + v’ € K, que es una contradiccién.

Esto muestra que |A| < p. Con ello concluimos la demostracién del
teorema. o

Ejercicios
1. Demuestre que una matriz cuadrada con coeficientes reales estricta-

mente positivos deja propiamente invariante un cono propio sélido.
2. Demuestre que la matriz

3 10
A=1|-1 3 0
0 0 4

deja propiamente invariante el cono de helado.

2.6. Ejemplo: Sea n un nimero natural mayor o igual a 2. Considere-

mos la matriz:
(1 0
P_<n 1).
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Formemos ahora la matriz

_ -t _ (-1 n
cmprro(2 7).

La matriz C deja un cono propio sélido invariante. En efecto, consi-
deremos en R? los vectores p, = ((1) yp, = (111) Sea K el cono

generado por los vectores de la forma C™p, y C™p, con m > 1. Se
verifica facilmente que:

(i) K est3 contenido en (R?)* (por induccién, con n > 2).

(ii) K es un cono sélido invariante de C.

2 /
El radio espectral de C es p = (—%—"ﬂ y un vector propio en

el cono K esta dado por v = ( (1-1+p) >
n
Ejercicios

1. Demuestre que para la matriz C, como antes, existe siempre un
cono propio K, invariante bajo C'y C™' simultineamente. Este cono
es sélido si y solamente si n > 3.

2. Considere la gréfica orientada

y P = (p;) la matriz n + 1 X n + 1 definida por py; = 1,p; = 1y
cero en todos los demés casos. Como antes, llamamos C' = -ppT,
Demuestre:

i) Para n > 4 hay un cono K propio sélido en R™** invariante
bajo C. ;Cudl es el radio espectral de la matriz C?
[Ayuda: Considere el cono generado por C™p; con m > 1, donde p; son
las columnas de P.]

ii) Existe un cono propio K, invariante bajo C 'y C™' simultdnea-
mente. Este cono es sélido si y solamente si n > 5.

3. Sea A una gréfica orientada bipartita (esto es, dada una flecha

i — j en A, no hay flechas que comiencen en j) con n vértices. Defina
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P = (p;;) tal que p;; = 1y, para i # j, p;; = 1 si hay una flecha de i a
j vy 0 en caso contrario. Como antes, C = —PP™!,

i) Demuestre que si la grafica no orientada subyacente a A contiene
un diagrama de Dynkin extendido (ver la definicién en el capitulo V),
entonces existe un cono propio sélido K en R" invariante bajo C.

ii) En ese caso el radio espectral de C es mayor o igual a 1. ; Cuando
es estrictamente mayor que 17

La matriz C asi definida se llama la matriz de Cozeter dela gréifica A.

2.7. Como otro ejemplo més consideraremos las matrices ezponencial-
mente no negativas.

Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales

y'(t) = Ay(t),

donde t € Rt y A € M,(R). Para un conjunto K en R" dado, una
pregunta importante es la siguiente: jen qué condiciones toda solucién
de la ecuacion que se origina en K se conserva en K7 Formalmente,
quisiéramos caracterizar la propiedad:

z(0) € K, entonces 2(t) = e'4z(0) € K, para toda t > 0.
En caso de que K sea un cono propio, esto es equivalente a pedir que
K sea invariante bajo la matriz 4 para toda t > 0. En este caso se
dice que A es ezponencialmente K-no negativa.

Ejercicios

1. Sea K el cono de helado en R®. Considere la matriz

-1 1 0
A={-1 -1 0 ].
0 0 -1

Demuestre que A es exponencialmente K-no negativa.



138 ALGEBRA LINEAL AVANZADA

La siguiente figura muestra la trayectoria del punto z,=(1,0, 1)T.

Xy

.

Ny
L

X

2. Muestre que la siguiente matriz B es también exponencialmente

I{-no negativa:
0 0O
B={0 0 1].
010

Calcule las trayectorias de los puntos  en K con z, = 1.

3. Supongamos que A es exponencialmente K-no negativa para un
cono propio K en R”. Por el Teorema (2.1), el radio espectral p(e!4)
es valor propio de e*4. Por (1.5.1) sabemos que Spec (e'4) = e! Spec(4)
Luego, p(e') = ¢, donde A(t) € Spec (A). Demuestre que entonces
se tiene:

i) A(t) = A, es constante.

ii) Para todo valor propio A € Spec (A) con Re A = Re A, se tiene
que d() < d(A,).

iii) K contiene un vector propio de A correspondiente al valor
propio A,.

4. Enuncie y pruebe la versién exponencial del Teorema de Birkhof-
Vandergraft.
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3. EL TEOREMA DE PERRON-FROBENIUS

3.1. Una matriz A = (a,;) se llama no negativa (y escribimos A > 0)
si a;; > 0 para todos 1 < 4,5 < n.

Se dice que es positiva (y escribimos A > 0) si a;; > 0, para todos
1<4,5<n

Se dice que A es reducible si existe una matriz permutacién P (esto
es, P se obtiene de I,, por medio de una permutacién de columnas y
la misma permutacién en los renglones), tal que

B 0
C D)’

PAP! = [
donde B es una matriz cuadrada de tamafio m X m con m < n.

Ejercicios

1. Encuentre todas las matrices reducibles de tamaifio 2 x 2.
2. Demuestre el siguiente Lema.

Lema. Si A es una matriz reducible, existe un subespacio propio (0 #
W) de V = R" tal que AW C W y W estd generado por elementos de
la base canonica.

Definicién. Decimos que A es irreducible si A no es reducible.
Lema. Sea 0 < A matriz irreducible, entonces (I, + A)"~' > 0.
Demostracion: Es suficiente probar que si 0 < y € R" \ {0}, entonces
(L, +A)" 'y >0.

Mostraremos que (I,, + A)y tiene menos coordenadas 0 que y, de

donde se sigue el resultado. Por medio de una permutacién podemos
suponer que

y= [8], z=(In+A)y=[3] 2y

con u > 0, v > 0 del mismo tamaiio.
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Partimos adecuadamente A en bloques

de modo que tenemos

- [ £16-(
0 A21 A22 0 0 ’
dedondeA,, u = Oy A21 = 0,loquecontradicequeAesirreducible. O

3.2. Tecrema. (Perron-Frobenius). Sea 0 < A matriz irreducible. En-
tonces:

i) p(A) es valor propio simple de A.

ii) Eziste v > 0 tal que Av = p(A)v.

Supongamos que A, = p(A),),,..., A, son los valores propios de A

con mddulo p(A), entonces A,,..., A, son las raices de la ecuacion
M (A = 0.
Mds en general, todo el espectro Spec A = {A,...,’A,} como subcon-

junto de C es invariante bajo una rotacion del plano por un dngulo
2r/h. Si h > 1, A puede llevarse por medio de una permutacion a la
“forma ciclica”

0 A, 0 0
0 0 A, 0

A=l --- -8 ..o sEw ;
0 0 0 - Apyn
Ay, 0 0 .-

donde los blogques de la diagonal principal son cuadrados.

Para demostrar el teorema comencemos por recopilar lo que ya sa-
bemos segiin el teorema de la seccién 3. Denotamos p = p(A).

(1) Existe un vector 0 # v > 0 con Av = pv.

Esto se sigue del hecho de que el cono positivo K = V1 queda
invariante bajo la accion de A.

(2) El vector v tiene todas sus coordenadas positivas, o sea v > 0.

En efecto, (I, + A)" 'K C K° por (3.1) y (I,+A)" v = (14p)" v,
de manera que v € K°.
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(3) Para cada p > 0, definimos AP = (ag-’)). Existe una constante

¢ > 0 tal que a‘(-;-’) < ¢p” para toda p > 0.

En efecto, ag-’)vj < ;a(”)ve = (4%); = p™v,, a!?) < pP max {%;— :i,j}.

1 1 %

(4) La multiplicidad geométrica de p como valor propio de A es 1.

En efecto, si « es otro vector propio de A con valor propio p, entonces
(I, + A)u = (1 + p)u. Por el teorema (3.5), p(I, + A) = 1+ p es valor
propio simple de I, + A. Entonces u y v son miltiplos escalares.

(5) p es valor propio simple de A.

En efecto, si definimos P = %A, P? = (pgj)), tenemos 0 < pg) <e
para toda ¢ > 0, donde ¢ es la constante construida en (3). Luego, la
multiplicidad geométrica y la algebraica de 1 como valor propio de P
coinciden. Por (4), la multiplicidad geométrica de 1 como valor propio
de P es 1. Entonces 1 es valor propio simple de P, o equivalentemente,
p es valor propio simple de A.

Esto concluye la demostracién de la primera parte del teorema. An-
tes de demostrar la segunda, probaremos algunos resultados auxiliares.

3.3. Proposicién. (Principio min — max de Wielandt). Sea 0 < A

matriz irreducible. Para cada vector 0 # z = (z,,...,z,) definamos
. (Az)i (Az)i
7, = min c2; #0p,7° = max 1T, .
o= min {0 a# 0}, = max {B8a, 2 0]
Entonces,
= max r, = min 7°.
p 0#£z>0 T 0#z>o

Demostracion: Sea r = (r)r;ézgx r,. Demostraremos que 7 es un valor pro-
20
pio de A, lo que implica que r < p. Como, ademads, si 0 < v con
Av = pv, se tiene r, = p, entonces r = p.
En efecto,
r>r,=p>0. Ademés,si 0 <z # 0 se tiene
. < Az
r.y < Ay cony=(I,+A)" 'z >0,

de donde r, <y, r = max {r:z > 0, ||z|| = 1}.
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Como la funcién r, es continua en {z:z > 0, ||z|| = 1}, entonces
existe u > 0, ||m|| = 1 con r = r,. Supongamos que ru # A,. Entonces
Au —ru > 0 y haciendo z = (I, + A)" 'u > 0 se tiene

Az —rz > 0.

Por tanto podemos encontrar ¢ > 0, de manera que 7, > r+¢ > r,lo
cual es absurdo. Asi, ru = Au, que es lo que desedbamos probar. 0O

3.4. Lema. Sean A = (a;;) y C = (¢;;) dos matrices de tamafio n X n,
donde suponemos que A is irreducible y |c;;| < a;; para toda pareja
(1,7). Entonces todo valor propio A de C satisface

Al < p(A)-
Ademds, se da |\ = p(A) si y solamente si
C =e¥DAD™,

donde € = M p(A) y D = (d;;) es una matriz diagonal con |d;| = 1,
t=1...,n.

Demostracion: Denotemos CT = (|¢;;|). Tomemos A como un valor
propio de C con vector propio asociado y, esto es, Cy = Ay. Entonces,

|Alyt < CHyt < Ayt

Luego, |A| < r,+ < p(A) =: p, por (4.3).

Supongamos ahora que |A] = p(4). Por la demostracién de (4.3),
yT es vector propio de A y, por (4.2), y* tiene todas sus coordenadas
positivas. Luego, pyt = CTy*. Como C* < A, obtenemos que C* =
A.

Hagamos y= (yn' Q ~ayn)’ con y; = lyjleles J =1,...,m.

Definamos D = diag(e*1,...,e'*n) de modo que
y=Dy*.
Probaremos que C = e*DAD™'. Hagamos primeramente B =

e~ D'CD. Entonces, Byt = e™D'Cy = e~ Ayt = py*. Luego
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By* = Ay*, con B* < A. Entonces Bt = A4, lo que también implica
que BTyt = py*.
Como y* > 0, esto sélo es posible si B = B*. O sea,

A=e*D'CD,

que es lo que queriamos demostrar. 0
Concluimos ahora con la prueba del teorema. Supongamos que A > 0
tiene exactamente h valores propios con médulo p:

Ao = pe'P A = pethr L N, = pettr-t

con 0=, <, <+ < pp_, <2m.
Hagamos C' = Ay A = A; en el lema. Obtenemos para cada j =
0,...,h -1,
A= e¥iD;AD},

donde D; es una matriz diagonal con D}' = I,,. En particular, no sélo
A, = p, sino todos los valores propios A,,...,A,_, de A son simples.
Tomamos y® = 2z > 0 como vector propio correspondiente a A,. Fi-
jamos y(“ como vector propio correspondiente a A; con yt = 2 y
su primera entrada positiva. De esta manera, D; estd determinada en
forma 1nica con la primera entrada diagonal igual a 1. Observemos en
particular que D, = I,.

(a) Mostraremos que los nimeros €%, ...,e*»-1 y las matrices
D,,...,D,_, forman dos grupos abelianos isomorfos.

En efecto, si j,£ € {0,...,h — 1}, tenemos

A= e%itedD.D,AD; D}’

¥ D;D,z es un vector propio de A con valor propio pei(*’i +%¢), Entonces
e'(#itee) = i para algunaty D;D, = D,. Similarmegte para ¢; — ;.
(b) Spec (A) es cerrado bajo la multiplicacién por e?r/h,
Como {e*%0,...,e*?*-1} es un grupo con h elementos, entonces e*#i

es raiz h-ésima de la unidad, j = 0,...,h — 1. Luego w; = E,LM,
j=0,...,~h — 1. Esto es, Aj,...,A;_, son un conjunto completo de

soluciones de la ecuacién A* — p"* = 0. En particular obtenemos

A=e?"hp ADTY,

que implica la afirmacién (b).



144 ALGEBRA LINEAL AVANZADA

(c) Hagamos D = D,. Por una permutacién de A (simultinea con
D) podemos arreglar D en forma diagonal

70 Eo 0 Ay Ay oo Ass
D= nE, A= Ayp A oo Aazs
0 na—lEa—l Au An sl Au

con E; como matriz unidad y n; = e, Y; =, %Z—', 0<n, <<

J
n,_, < h. Partimos A en bloques de tamafio correspondiente a los
de D.

Haciendo ¢ = ¢?™/* tenemos A = e DAD™'. Equivalentemente,

Ng—
€Ay, = q—lqu, p,q=1,...,8.
p—1
Ng-1
Luego ¢ = ;= 0 A, =0.
—
Tomemos p = 1. Como no todas las matrices 4,,,...,A,, pueden ser
, m Na—1 .
0, entonces uno de los nimeros T2t Tng €8 igual a €. Como 7, =1,
entonces n, = 1, ), =€y A, = A, = -+ = A,, = 0. Procediendo
similarmente con otras p, obtenemos
0 A, 0 .- 0
0 0 A4, - 0
A=
0 0 0 o Ay,
Asl Asz Asa e Ass

conn, =1,n, =2,...,n,_, = 8— 1. Pero entonces,

= 2r ;
Og=1 _ gla-a)3F i

Ns—1

g=1,...,8,

y alguno de estos nimeros debe ser ¢. Esto solo es posible si s = h
y ¢ = 1. Luego, A,, = -+ = A,, = 0. Asi se obtiene el resultado
deseado. Esto concluye completamente la demostracién del Teorema
de Perron-Frobenius. o

3.5. Procedemos en primer lugar a generalizar el teorema de Perron-
Frobenius al caso de una matriz no negativa (no necesariamente irre-
ducible).
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Teorema. Sea 0 < A una matriz n X n no negativa. Entonces:

a) El radio espectral p(A) es un valor propio de A.

b) Si A es un valor propio de A con |A| = p(A), entonces A = ep(A)
con €™ =1 para alguna m < n. ’

c) Eziste un vector propio 0 # v > 0 con Av = p(A)w.

d) Para cada 0 < z se tiene

p(4) < max A%

Z

Demostr.acio'n: (a) y (c) se siguen inmediatamente de la seccién (2). Si
A no es irreducible, podemos escribirla como

[B 0
a=[g b

donde B y D son matrices cuadradas, B de tamafio k X k. Se tiene
entonces que

Spec (A) = Spec (B) U Spec (D).
Si A es valor propio de B con |A| = p(A), por hipétesis de induccién
A=¢p(A)con e™ = 1.
Consideremos un vector 0 < z. Podemos partirlo como z = () en
forma compatible con la particién de A. Entonces :

o(B) < max (By)i _ .. (A9)i . max A2
1<i<k Y; 11k Y, T 1kign 3
k+1<i<n . 2 k+1<i<n Y;
k+1<i<n T1<ki<n 2

Luego p(A) = max{p(B), p(D)} < Jnax (Aw)‘_ 0

<n T
3.6. Decimos que la matriz no negativa A es primitiva si
(a) A es irreducible, y
(b) para todo valor propio p(A) # A € Spec (A), se tiene |A| < p(A)
(esto es, h = 1 en el teorema de Perron-Frobenius).
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Observe que si A es primitiva, entonces AT es también primitiva.

Teorema. Sea 0 < A, matriz n X n primitiva. Sea p = p(A). Conside-
remos vectores z > 0, y > 0 tales que

Az=pz, ATy=py, y'2=1

Entonces el limite

2 ZUn
P® = lim p~FA* = :
k—o0
2.9 7 Zabn
eriste y tiene rango 1.

Demostracion: Como A es positiva, entonces la matriz
1
P=-A
p

tiene p(P) = 1 valor propio simple. Existe entonces T invertible tal

que {0
-1 _

de forma que p(B) < 1. Hemos demostrado que, en ese caso,

lim Bf =0.
k—00
Por tanto T P*°T = ka T'PT = [(1) g] existe.
— 00
. t t
Consideremos T= | : 4|y T ™' = [ v, “], de forma que
sﬂ
1 0 sltl e sltn
0 — -1 = n
po -z} 9r _
spty ot Syly

que tiene kP> < 1.
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Como antes, Az = pz, entonces Pz = z. Luego, P*z = z. Como

S S

1 1

también P y el rango de P es 1, entonces z y

Il

5y Sn Sn
: | son miiltiplos escalares. Podemos suponer z; = 8;, 1 < j < n.
8p )
De la misma manera se sigue que y; =1;,1 < j < n. o
Ejercicio: Caracterice las matrices de tamaiio 2 X 2 que son primitivas.
3.7. Un sencillo criterio de primitividad es el siguiente.

Proposicién. Sea 0 < A una matriz n X n. Son equivalentes:
a) Ewiste k, tal que para toda k 2 k,, A* > 0.
b) Ewiste k tal que A* > 0.
c) A es primitiva.

Demostracién: (a) = (b) es clara.
(b) = (c): Probemos primero que A es irreducible. Si no existe una
matriz permutacién tal que

B 0

.
PAP ‘[c 9

con B y D matrices cuadradas, entonces

kp—1 _ |B¥ 0
papm = [2 0]

que no es positiva, entonces A¥ tampoco es positiva. Luego, A es irre-
ducible.

Sean \,,..., A los valores propios de A con || = p(A). Deseamos
probar que k = 1. Sean v,,...,v), vectores propios de A con
A, = A\v;.

v iV

Entonces, A¥'v; = Ao, = p(A)¥hv; y la matriz AFP > 0 es irreducible.
Por el teorema de Perron-Frobenius, p(A*) = p(A)** es valor propio
simple de AP* entonces h = 1, como desedbamos probar.
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(c) = (a): Con la notacién de (3.6),

%Y 0 ZAlUn
lim p~FAF = : > 0;
k—o00
2 Zaln
por tanto, p~¥A¥ > 0 para k suficientemente grande. a

4. MATRICES ESTOCASTICAS

4.1. Analicemos con detalle el caso 2 X 2 de una matriz

A=[1;a 1€ﬂ] :

con 0 < o, § <1 (en particular A es no negativa). Calculamos primero
los valores propios de A. Si « = 0 = 3, A = I, y no tenemos nada
interesante que decir. Supongamos que a # 0. Los valores propios son:

)\1=1 Y /\2=1_a_ﬂa

con vectores propios

anfe] 5 wel2]

respectivamente. Observe que p(A) = 1 es valor propio simple y A es
diagonalizable. Haciendo

[t 2 e lh

se tiene 7' AS = diag(),, A;). Como A, < 1 obtenemos

A = lfm 4% = S(lim diag (), A,)")S™

k—o0
sfs il =ais 2
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Observe que la suma de las entradas de una columna de A® también
es 1.

4.2. Recordamos que una matriz 0 < A de tamafio n X n se llama
estocdstica si

n
Za,-j= 1, parai=1,...,n.

i=1
Claramente, 0 < A es estocastica si y solamente si 1 es valor propio

1
de A con vector propio ( : )
1

Lema. a) Si A y B son estocdsticas, tambiér. AB lo es.
b) Si A es estocdstica, p(A) = 1.
c) §i A% =lim A eziste, entonces A® es estocdstica.

Demostracion: (a) Sea A = (a;;), B = (b;;), AB = (c;;). Entonces

cij =

1 J

n
7=

n n n n n
Dby =)0y (Z bfj) =Y ap=1
= =

14¢=1 =1 j=1

(b) Como A* = (a,(;-c)) es estocdstica, entonces a,(-f) < 1. Luego,
por (I1.4.4), p(A) < 1. Como adem3s 1 es valor propio de A, entonces
p(A) = 1. 0

4.3. Veamos el tipo general de aplicaciones de las matrices estocdsticas.
Sea § un sistema que puede encontrarse en n estados diferentes, a
los que denotamos por 1,..,n. Podemos pensar en muchos ejemplos
diferentes para ilustrar el sistema S, por ejemplo: el sistema S puede ser
una coleccién de m focos que pueden estar encendidos o apagados, y asi
un estado del sistema es una funcién f: {1,..,m} — {0,1} que indica
qué focos estan encendidos y cudles estdn apagados; hay por tanto
2™ estados del sistema 5. Este sistema est4 sujeto a un proceso (esto
es, cambio de estados) 4, cuya accién sobre § no esta perfectamente
determinada. Sélo se sabe que bajo el proceso A, la probabilidad de
que el sistema S pase del estado ¢ al estado j es a;; > 0. Sefialamos

j
que esta probabilidad sélo depende del estado ¢ y no de toda la historia
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previa del sistema. A un proceso .A como éste lo llamamos un proceso
estocdstico.

Describiremos al proceso estocistico .A por medio de su matriz de
transicion A = (a;;). En particular, la probabilidad de que el sistema
S pase bajo el proceso A del estado ¢ a cualquier otro estado es f: a;;;
por lo tanto tenemos que f: a;=11=1,..,n i

Jj=1

En general, nos interesa el comportamiento del sistema § cuando se
aplica el proceso A en repetidas ocasiones. Con frecuencia, el problema
fundamental ser4 el de la existencia del limite lim;,_, AF y cémo puede
calcularse este limite.

Consideraremos algunos ejemplos:

(a) Tenemos un laberinto con cuatro cdmaras, cada una de las cuales
ests unida a todas las demds por medio de una puerta en la forma en
que se indica en la figura.

Un experimentador instala un ratén en este laberinto. Podemos con-
siderar al laberinto y al ratén como un sistema con cuatro estados: el
sistema se encuentra en el estado i (1 < i < 4) cuando el ratén se
ubica en la cdmara ¢ precisamente. El proceso estocdstico al que est4
sujeto el sistema es el siguiente: supongamos que el ratén estd en la
cdmara i: con probabilidad a se quedara en esa cdmara; con probabili-
dad b = 152 > 0 se moverd a la cdmara j (j # i). Obtenemos entonces
la matriz de transicién
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a b b b
_|b a b b
A=1p b o b
b b b a

Nuestro problema es el siguiente: después de un largo tiempo, {cudl
es la probabilidad de que el ratén se encuentre en la cimara ¢?

En caso de que el ratén estuviera en la cdmara 1 al inicio del proceso,
en el momento k la probabilidad de que se encuentre en la cimara j
es de

1
|0
AO
0/7/;

Por tanto, nuestro problema consiste en calcular el limite lfm A*.
Definimos la matriz auxiliar

1 w6 1
F= |:: ] ’
1 1
de forma que tenemos A = (a —b)E 4 bF, con E = I, y F? = 4F. En
general, F/ = 47'F si j > 1. De aqui obtenemos,

k

AF = ((a-b)E+bF) =3 (';) (a— by (bFy

j=o0

=(a- )’°E+Z( )(a— b)F-ipi4i- F

= (a-b)*E - (G=ll)s b)k F+- E( )(a— b)*=3(4b)'F

= (a—-b)*E - L. b)kF+( ~ b+ 4b)F

=(a—b)"(E—ZF)+ZF.
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En caso de que |a — | < 1, tenemos que

1
4

FNT

lim A*=-F=

L
4

B e e e

1
4

lo que nos indica que después de mucho tiempo todos los estados son
igualmente probables.

El caso 1 < a — b s6lo puede darse si a = 1 y b = 0, lo que implica
que A = E ylim A¥ = E. En esta situacién (como es obvio), el sistema
permanece siempre en su estado inicial. En el caso restante, -1 > a—b
implica que @ = 0, b = 1. Es claro que el lfmite lim A* no existe.

(b) La instruccién primaria en México tiene una duracién de 6 afios.
Al final de cada afio el escolar se enfrenta a las siguientes opciones:
dejar la escuela, repetir el curso en el que estuvo registrado ese afio o
bien ingresar al siguiente curso del ciclo.

Al final del afio j-ésimo (1 < j < 6), el escolar enfrenta las diferentes
opciones de acuerdo con las siguientes expectativas:

(i) con una probabilidad de p; < 1 no continuaré los estudios pri-
marios;

(ii) con una probabilidad de g; < 1 repetird curso.

(iii) si j < 6, con una probabilidad de r;, el estudiante serd promo-
vido al siguiente curso; o bien si j = 6, con una probabilidad de rg, €l
estudiante recibird su certificado de estudios primarios.

En particular, tenemos que p; + ¢; + r; = 1. Nuestro problema es
calcular la probabilidad que tiene un estudiante que se encuentra en
el j-ésimo afio del ciclo primario para obtener su certificado después
de algin tiempo. Para resolver el problema supondremos que no hay
limite de tiempo en que el estudiante puede estar inscrito en el ciclo
primario.

La situacién de un escolar en el ciclo de educacién primaria puede
entenderse como un sistema con ocho estados, que numeraremos de la
siguiente manera;:

1: El escolar recibe su certificado de educacién primaria.

2: El escolar suspendié sus estudios.

247 (1 £ j £ 6): El escolar estd en el j-ésimo afio del ciclo de
instruccion.
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La matriz de transicion del sistema es, por lo tanto,

1 0 0 0 0 o 0 07
0 1 0 0 0 o0 0 0
0 p g v 0 0 0 0
A=10 p, 0 ¢ r, 0 0 0
0 ps 0 0 0 o g5 Te

LTe DPe 0 0 00 0 ¢

Nuestro problema consiste en demostrar que lim A* existe y en cal-
cularlo. En efecto, suponiendo que la matriz lim A* est4 bien definida,
la entrada (1,7 + 2) de ella es la probabilidad de que un escolar en el
afio j del ciclo primario reciba alguna vez el certificado de primaria.

Para la solucién de este problema requerimos demostrar el resultado
técnico (5.4). Aplicindolo directamente obtenemos que el limite lim A*
existe y que es igual a

1 0 0 -+ 0

0 1 0 -+ 0
lim AF = [ b 1-0, 0 - 0 ,

by 1-1b, 0 -+ 0

donde b; = qu.i‘ + 7;b;,, para 1 S] <b5ybg=rg + 9gbe- .
De aqui se sigue que las probabilidades que conciernen a la solucién
de nuestro problema son las siguientes:
"e _ _Te
l-¢s petre’

b6=

6
b. = rjbj'l'l = Tk

1-g; k:jkaf'Tk'

Ejercicios

1. Justifique que b; es la probabilidad de que un estudiante en el afio
J-ésimo del ciclo escolar obtenga alguna vez el certificado de primaria.

2. Suponiendo que la probabilidad de desercién es una constante p
a lo largo de todo el ciclo primario y que el indice de reprobacién es
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también una constante r, calcule clal es el méximo valor de r que per-
mite que al menos tres cuartas partes de la poblacién del pafs obtengan
el certificado de primaria.

4.4. Lema. (a) Sea C la matriz

€y Gz 't Gp
0 ¢ c
22 2n
C = o 3
0 0 ¢

con entradas complejas ¢;;, |c;;| < 1,5 = 1,..., n. Entonces lim;_, c*
=0.

(b) Consideremos ahora la matriz

1 0 0
A= |8y Gy GG - O =[E
a a a a

como una matriz estocastica con 0 < a;; < 1 para j = 3,...,n. Enton-
ces P =lim,_, AF existe y es de la forma

1 0
0 1 0
b 0

(== R ]

n
con b; = a;, + k§jajkbk (G=3,...,m).

Demostracion: (a) Se sigue de los siguientes pasos:

(1) Consideramos primero el caso més simple de una matriz
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g m m m
0 ¢ m m
M=10 0 q m |,
0 ... oo 0 q

con m > 0,0 < ¢q < 1. Mostraremos que lim,_,, M* = 0.
En efecto, sea M = ¢E + N con N" = 0. Luego

k n—1

J=0 J=0

(k) c(k—j+1)
i) 7

Como 0 < ¢ < 1, entonces kll'm gk =0y Hm (".)q"‘j = 0.
—+00

(2) Si B = (ij) y le;;| < by, hacemos Cck = U‘}) BF = (b(k)) y
entonces |c | < b“‘).

(3) En el caso general, hacemos ¢ = max |¢;|, m = max |c;;| ¥
aplicamos (1) y (2). ) i

(b) Claramente

< k' 7'paraj<n-—1.

E 0
a§i” afy)
Ak = &l
RO

donde

12 ) = o 4 3 oWy, > o),
=3

()

Luego obtenemos que b; = 11m a;,’ existe y
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1 0 0o -+ 0
0 0 0 --- 0
o 0 1 0 - 0
P =1im A* = b, 1-b, 0 -0
b, 1-b, 0 0

Como P = AP, entonces

bi=a;+) apb  (3<j<n)
k=j

luego
bn(l - ann) =Gy

bn—l(l - an—l,’n—l) =0py, + an—l,nbn

ba(l - aas(l - asa)) =@y + ay, + -+ aanbna

ycomo1l-a;; #0 (3 < j < n)se pueden resolver estas ecuaciones
para b;, obteniéndose el resultado deseado. o

Ejercicios

1. Un examen consta de 50 preguntas. Cuando un estudiante promedio
contesta correctamente a una pregunta tiene una probabilidad de % de
responder correctamente la siguiente pregunta. Suponga. que la primera
pregunta fue contestada correctamente por el 90% de los estudiantes.
Entonces:

i) ;Cual fue la calificacién promedio del examen?

ii) ;Clantos estudiantes contestaron correctamente la tdltima pre-
gunta? :

2. Una fébrica tiene n miquinas del mismo tipo y desea mantener
trabajando la mayor cantidad posible. Por ello, la politica de la fibrica
es que toda maquina que se encuentre descompuesta al principio de
una semana sea reparada para el inicio de la semana siguiente. La
probabilidad de que una mdquina se descomponga a lo largo de una
semana es de p con 0 < p < 1. Calcule:
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i) La probabilidad de que en una semana fallen exactamente j de
las mdquinas que al inicio de la semana estaban en buen estado.

i) Encuentre la matriz de transicién de este proceso (definiendo el
estado 7 como la situacién en la que al principio de una semana hay i
méquinas que funcionan correctamente y n — i que estdn descompues-
tas).

iii) ;Cual es la probabilidad de que una miquina dada se encuen-
tre funcionando correctamente después de mucho tiempo? ;De qué se
encuentre descompuesta?



