ESPACIOS VECTORIALES

Supongamos que tenemos & = (x1,...,Z,) € R" y que se nos pide demostrar que 0 - & = 0, donde 0 =
(0,...,0).Usando la definicién de producto por escalares en R", podemos utilizar el siguiente argumento:

szo(mla7xn):(0x15a0xn):(0”0)’

donde la tltima igualdad se debe a que el ntimero real cero multiplicado por cualquier otro nimero real
da cero. De esta manera, queda demostrado que 0 - & = 0.

Ahora, pensemos en otra demostracién para 0 - # = (. Sabemos de la aritmética en R que 0 = 0 + 0.
Luego, podemos multiplicar la igualad anterior por Z y obtener la siguiente cadena de argumentos:

0=0+0
0-£=(0+0)-%
0-Z2=0-Z2+0-% (propiedad distributiva en R™)
0-Z+[-(0-2)]=(0-Z+0-%Z)+[—(0-2)] (propiedad del elemento opuesto en R™)
0=0-Z+[0-Z+[-(0-7)]] (propiedad del elemento opuesto y asociativa)
0=0-Z+0 (propiedad del elemento opuesto)
0=0-7. (propiedad del elemento neutro)

Note que en la demostracion anterior no usamos la estructura de # ni la definicién de la multiplicacién por
escalares en R". Unicamente importaron las propiedades asociativas, distributivas, del elemento neutro
y del opuesto. Entonces, se pueden replicar los argumentos anteriores en cualquier conjunto V' equipado
con operaciones de sumay de producto por escalares en donde sabemos que se cumplen las propiedades
mencionadas, como por ejemplo en V = M, ., (R).

Lo anterior ocurre también en las demostraciones de otro tipo de propiedades. Es decir, que para ciertos
resultados conocidos en conjuntos como R" y M., ., (R) no hace falta usar las descripciones intrinsecas
de sus elementos y operaciones, sino una serie de propiedades en comun. Entonces, para no estar
repitiendo las mismas demostraciones en R" y M,,, ., (R) (y en otro tipo de conjuntos que estudiaremos
mads adelante), surge la necesitad de tener un lenguaje unificador para escribir estas demostraciones.
Dicha necesidad queda cubierta gracias a la teoria de espacios vectoriales, que desarrollaremos en este
capfitulo.
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5.1. Definicion y ejemplos de espacios vectoriales

Definicién 5.1

Sea V' un conjunto no vacio (a cuyos elementos llamaremos vectores) y K un cuerpo (usualmente

K = RyC,ya cuyos elementos llamaremos escalares). Consideremos ademds un par de
operaciones
+:VxV—>V T KxV —V
(v1,v2) = v1 + vz (,v) > a-v

a las cuales nos referiremos como suma y producto por escalares. Diremos que la cuaterna
(V,K,+,) es un espacio vectorial sobre K (o un K-espacio vectorial) si se satisfacen las
siguiente propiedades:

» propiedad conmutativa de la suma: Para todo v;, v2 € V, se cumple que

V1 + vy = vy + V1.

= propiedad asociativa de la suma: Para todo v, v2, v3 € V, se cumple que

v1 + (vg +v3) = (v1 + v2) + V3.

= existencia del elemento neutro: Existe Oy € V tal que
Oy +v=v
paratodov e V.
= existencia de opuestos: Para cadav € V, existe w € V tal que

v+ w = Oy.

= elemento neutro del producto por escalares: Para todo v € V, se cumple que

1-v=no.

= propiedad asociativa del producto por escalares: Para todo o, € Kytodowv € V, se
cumple que

(@B)-v=a-(8-v)

= propiedad distributiva del producto por escalares respecto a la suma de vectores: Para
todo a € Kywvy, vy € V, se cumple que

a- (v +v2) =a- v+ a-vs.

= propiedad distributiva del producto por escalares respecto a la suma de escalares: Para
todo «, f € Kywv € V se cumple que

(a+p) v=a-v+p[- v

59



No debe confundirse la palabra “suma” en la definicién anterior con lo que habitualmente
entendemos por sumar. En el contexto de espacios vectoriales, una suma es simplemente una
operacion binaria en el conjunto V/, es decir, una funciéon V x V' — V que a cada par de elementos
v1,v3 € V le asigna un elemento de V/, denotado como v; + vs. La razén por la cual se usa la
notacion “+” es porque la suma habitual de nimeros que ya conocemos representa un ejemplo
particular para ciertas elecciones de V. Comentarios similares valen también para la operacion de
producto por escalares.

Ejemplo 28.
1. En conjunto de n-uplas R" con las operaciones habituales de suma y multiplicacién por escalares
+:R"xR" — R" R xR* — R"”
(1, )y Y1y ey yn)) = (X1 Y1, T+ Yn) (0 (X1, 20)) = (@, .. axy),
es un espacio vectorial real (R", R, +, -).

Lo anterior es valido para todo nimero natural n > 1. En particular, R = R' es un espacio vectorial
sobre si mismo (con la suma y multiplicaciéon usual de niimeros reales).

En una estructura de espacio vectorial, cada uno de los elementos que conforma la cuaterna
(V,K, +,-) es de suma importancia. Es decir, alterar uno de ellos puede romper la estructura.
Por ejemplo, cuando pensamos en R? como espacio vectorial real, lo hacemos considerando las
operaciones usuales de sumay producto por escalares; pero si cambiamos una de estas operaciones
por otra, en general R? no tiene por qué seguir siendo un espacio vectorial:

= Siconsideramos (R? R, +, ), donde - es el producto por escalares usual, y 4+ se define como

(w1, 22) + (y1,92) = (z1,72)

para todo (x1,22), (y1,72) € R?, se tiene que (R? R, +",-) no es un espacio vectorial (la
operacién +' no es conmutativa).

2. El conjunto C de los nimeros complejos es un espacio vectorial sobre R. Recuerde que z € C si

z=a+1b,
dondea, b € Reieslaunidad imaginaria (es decir, i-i = —1). Parala estructura de espacio vectorial,
se consideran las operaciones
(a+ib)+(c+id):=(a+c)+i(b+d) y a-(a+1b):= (aa)+ 1 (ab),

dondea + ib,c+ide CyaeR. Esdecir, (C,R, +, -) es un espacio vectorial.

Cambiar el cuerpo K puede dar lugar a un cambio de la estructura de espacio vectorial. Dentro de
este mismo ejemplo, consideremos K = C yla operaciéon -¢ : C x C — C dada por

(a+iB)c(a+ib):=(aa— pb)+i(ab+ fa).
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Es decir, -¢ es la multiplicacion usual de nimeros complejos. Se tiene que (C, C, +, -¢) es también
un espacio vectorial.

Generalizando lo anterior, el conjunto de n-uplas complejas
C"={(z1,-.-,2n) : 21,...,2n, € C}

es un espacio vectorial sobre R y sobre C, con las operaciones heredadas de (C,R,+,-) y
(C,C, +, -¢), respectivamente.

3. El conjunto M, «,(R) de matrices m x n con coeficientes reales, con la suma y producto por
escalares que conocemos, es un espacio vectorial real. Haciendo un andlisis parecido al del ejemplo
anterior, el conjunto M,, ., (C) de matrices m x n con coeficientes en C también es un espacio
vectorial sobre R y sobre C, con las operaciones esperadas. Tenga en cuenta que A = (a;;) €
Mixn(C)sia;; € Cparatodoie {1,...,m}yje{l,...,n}.

4. Sea C"[a, b] el conjunto de todas las funciones continuas con dominio [a, b] y valores en R. Dadas
dos funciones continuas f,g: [a,b] — Ry a € R, se define la suma f + g: [a,b] — R como la
funcién dada por

(f +9)(x) := f(z) + g(z), paratodoz € [a,b],

ylafuncién « - f: [a,b] — R como
(a- f)(z) = a f(x), paratodozx € [a,b].

Las operaciones que definen un espacio vectorial deben ser cerradas, es decir, que sus resultados
sean elementos dentro del espacio vectorial. En este ejemplo, sabemos que la suma de funciones
continuas es continua, y que una funcién continua multiplicada por un escalar da lugar a una
funcién continua, por lo que las operaciones definidas son cerradas. Mds adn, se tiene que
(C%a,b],R, +,-) es un espacio vectorial.

5. SeaP[z] el conjunto de polinomios (de cualquier grado) con coeficientes en R, es decir, p(x) € P[z]
si
p(z) =ao+ay v +agx® +--- +a, 2",

donden € N, ag, a1, as,...,a, € R.Sip(z) = ag +ay z + ag 2 +-tapa”yq(x) =by+brx+
by 2% + - - - + by, ™ son dos polinomios (supongamos 7 < m sin pérdida de generalidad), entonces
se define la suma p(z) + ¢(z) como

p(2) +q(z) := (ap+bo) + (a1 +b1) x4 (ag +bo) 22+ 4 (@ +bp) " + bpyr 2" 4 4 by 2™,

Es decir, para sumar dos polinomios, sumamos los coeficientes correspondientes a cada grado.
Dado un escalar « € R, se define el polinomio « p(x) como

ap(z) = (aag) + (aar) x + (aaz) 2* + - + (aa,) ™.
Se tiene entonces que (P[z], R, +, -) es un espacio vectorial.

Cerramos esta seccion demostrando algunas propiedades que se cumplen dentro de todo espacio
vectorial (y en particular, dentro de los ejemplos que acabamos de ver). Cuando en un resultado no se
especifique quién es el cuerpo K a considerar, se entiende que el resultado es vélido para cualquier K.
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Proposicion 5.1 \

Sea (V, K, +, -) un espacio vectorial sobre K. Entonces, las siguientes propiedades se cumplen:
1. El elemento neutro 0y € V es tinico.

2. Para cada v € V, existe un tnico w € V tal que v + w = Oy . Tal w lo denotaremos como
w = —v. Es decir, el opuesto de cada vector en V' es tinico.

3. 0-v =0y, paratodov e V.
4. a -0y = 0y, paratodo o € K.
5. a-v=_0ysiysélosi,a =00v = 0y.

6. (=1) v =—uo.

Idea de la demostracién: En general, probar este tipo de propiedades sencillas tiene que ver con
valernos casi exclusivamente de las propiedades de la definicion de espacio vectorial. Cualquier
argumento o célculo a realizar debe estar justificado y ser valido dentro de V' o K. O

Demostracion:

1. Supongamos que existe otro vector 0}, € V tal que
0f +v = v paratodo ve V. (5.1)
Por otro lado, también sabemos que
Oy +v =v paratodo ve V. (5.2)
Haciendo v = Oy en se tiene que
v +0, =0y,
y haciendo v = 0}, en se tiene que
Oy + 0, =0..
Por la propiedad conmutativa de la suma en V/, se tiene que
Oy + 0y = 01 + 0,.
Conectando las tres igualdades anteriores, se tiene que 0y = 0.

2. Supongamos que existen w,w’ € V tales que v + w = Oy = v + w’. Sumamos w’ a la igualdad
v + w = Oy, obteniendo:

v+ w =0y
w' + (v+w) =w + 0y
(W +v)+w=w (por la propiedad asociativa y del elemento neutro)
v+w)+w=w por la propiedad conmutativa
! ! (porl iedad iva)
Oy +w =’ (yaque Oy = v+ w')
w=w. (por la propiedad el elemento neutro)
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3. Sabemos que en K se cumple que 0 + 0 = 0. Multiplicando ambos lados de la igualdad por v, se

tiene que:
(0+0)-v=0-v
0O-v+0-v=0-v (propiedad distributiva)
O v4+0-0)+[-(0-v)]=0-v+[-(0-v)]
0-v+[0-v+[=(0-v)]] =0y (propiedad asociativa y del opuesto)
0-v+0y =0y (propiedad del opuesto)
0-v=0y. (propiedad del neutro)

4. Laprueba es anéloga a la anterior, partiendo de que Oy + Oy = Oy

5. Laimplicacion («<=) es consecuencia de las partes 3.y 4. Ahora, para probar (=) supongamos que
a - v = Oy . Hagamos un andlisis por casos:

= Sia = 0, no hay nada que demostrar.

= Podemos suponer entonces que o # 0. Como en un cuerpo, todo elemento no nulo posee
inverso multiplicativo, podemos considerar ! € K. Entonces, si multiplicamos la igualdad
a-v = 0y por a~ !, obtenemos:

al(a-v)=a"t 0y

(e la) - v=a"t 0y (por la propiedad asociativa del producto por escalares)
1-v=0y (por la parte 4.)
v = 0y. (ya que 1 es el elemento neutro del producto por escalares)

6. Sabemos que 0 - v = Oy por la parte 3. Por otro lado, podemos escribir 0 como 0 = 1 + (—1).

Entonces,
(1+(=1))-v="0v
1-v+(—1)-v=0y (por la propiedad distributiva)
v+ (=1) v =0y. (va que 1 es el elemento neutro del producto por escalares)
Por la unicidad del elemento opuesto de v, concluimos que (—1)v = —wv.

5.2. Subespacios vectoriales

Dado un espacio vectorial (V, K, +, -), es interesante preguntarse cudles son los subconjuntos de V que
retienen la estructura de espacio vectorial de V. Esto se representa en el siguiente concepto.

Definicién 5.2

Sea (V, K, +, ) un espacio vectorial sobre Ky W < V un subconjunto no vacio de V. Diremos que
W es un subespacio vectorial de V' si se cumplen las siguientes dos condiciones:

1. Para todo w;,wy € W, se tiene que w; + ws € W. En otras palabras, la operacién suma +
de V es cerrada sobre el subconjunto W.

2. Paratodow € W ytodo « € K, se tiene que o - w € W. Es decir, la operacién de producto
por escalares es cerrada sobre el subconjunto W.
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Observacion 5.1 \

Si W es un subespacio vectorial de (V, K, +, -), entonces 0y € W. En efecto, como W es distinto
del conjunto vacio, podemos encontrar w € W. Por unlado, 0-w € W ya que W es un subespacio
de V. Por otro lado, 0 - w = Oy por la proposicién anterior. Por lo tanto, Oy € W.

Obtenemos asi un criterio para probar que un subconjunto W no es un subespacio de (V, K, +, -),
a saber:
Si0y ¢ W, entonces W no es un subespacio de (V, K, +, -).

Antes de ver ejemplos de subespacios vectoriales, probaremos una propiedad que permite una
verificacién mds rdpida de que un subconjunto de un espacio vectorial es subespacio.

Proposicion 5.2

Sea (V, K, +, -) un espacio vectorial sobre K, y W < V un subconjunto no vacio de V. Entonces,
W es un subespacio vectorial de V si, y s6lo si,

a-wy +wyeW

paratodo a € Kyw;,ws € W.

Demostracién: La implicacién (=) es consecuencia directa de la definicién de subespacio vectorial.
Ahora, para probar (<) (es decir, las propiedades 1. y 2. de la definicién anterior), basta con hacer o = 1
y we = Oy (ver la observacién anterior), respectivamente. O

Ejemplo 29.

1. Dado un espacio vectorial (V, K, +, -), se tiene que {0y } y V son subespacios de V, conocidos como
subespacios triviales.

2. Todarecta en R® que pasa por el origen es un subespacio de R>. En efecto, sea  la recta en R® dada
por
(.T, Y, Z) =A ﬁ)

donde @ = (u1, ug,u3) # (0,0,0). Es decir,
r= {(m,y,z) € R3 : (l‘,y,z) = )\ﬁ}

Para empezar, es claro que  # ¢, pues 0 = 0 - @ € 7. Por otro lado, sean v € Ry \; @, Ao @ € 7.
Tenemos que
MU+ XU = ()\1 +/\2)U€r.

Por la Proposicién se tiene que r es un subespacio de R®.

Si una recta no pasa por el origen, entonces no es un subespacio de R? (ver la Observaciéns.2).

3. Todo plano en R? que pase por el origen es un subespacio vectorial de R®. En efecto, consideremos
el plano
= {(0,y.2) € B® : (2,9,2) = AT+ o),
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donde @, ¥ € R?® son no nulos y no colineales. Claramente, 0 € 7, ya que
0=0-0+0-7.
Por otro lado, dados A1 @ + 1 Uy Ag @ + o ¥ elementos arbitrarios en 7, se tiene que
MT+m0) + Matd+p2?) = A1+ A)d+ (p1 + p2)Tem.
Por la Proposici(’)n se tiene que 7 es un subespacio de R?.
4. Considere el espacio vectorial (M,,x,(R), R, +, ), junto con los subconjuntos

S={Ae M, (R) : A= A"},
A={Ae M, (R) : A=—A"}

es decir, S es el subconjunto de todas las matrices simétricas, y A el subconjunto de todas las
matrices anti-simétricas. Respecto a S, la matriz nula es claramente simétrica. Por otro lado, si Ay
B son dos matrices simétricas (de tamafio n. x n) y a € R, entonces

(aA—l—B)t:(aA)t—&—Bt:ozAt—i—Bt:aA—i—B.

Es decir, « A + B también es simétrica. Por lo tanto, S es un subespacio de M, ,(R). De manera
similar, se puede ver que .4 también es un subespacio de M, ., (R).

5. Dentro del espacio vectorial (C°[a, b], R, +, -), considere el subconjunto
Dla,b] = {f € C°[a,b] : f esderivable en (a,b)}.
Entonces, D[a, b] es un subespacio de C°[a, b]. Dejamos los detalles como ejercicio.

6. Sea (.5) un sistema homogéneo de m ecuaciones y n incégnitas. Entonces, Sol(S) es un subespacio
vectorial de R™ (con las operaciones habituales). En efecto, supongamos que (S) viene dado de
forma matricial por

A-X = Omx 1,

donde A € M,xn(R) y X € M, »1(R). Claramente 0,,x1; € Sol(S) (los sistemas homogéneos
siempre tienen solucién trivial). Por otro lado, si X, X5 € Sol(5) (esdecir, A- X1 = Oppx1 yA-Xo =
Omx1) Y« € R, entonces

A-(OéXl-i-Xz) =aA- X1+ A -Xo=0a 0pnx1 +0mx1 = 0mxi-
Por lo tanto, o X7 + X3 € Sol(S).

Cerramos esta seccion con el siguiente resultado.

Proposicién 5.3: construccién de subespacios nuevos a partir de subespacios dados

Sea (V,K, +, ) un espacio vectorial sobre K, y sea {W,,},en una familia de subespacios de V'
(es decir, W,, es un subespacio de V para todo n € N). Entonces, las siguientes afirmaciones se
cumplen:

1. ﬂ W,, es un subespacio de V. Es decir, la interseccion de una cantidad arbitraria de

neN
subespacios es un subespacio.

2. SiW, € W, .1 paratodon € N, entonces U W,, es un subespacio de V. Es decir, la unién

neN
“encajada” de una cantidad arbitraria de subespacios es un subespacio.
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Demostracion:

1. Como 0y € W, paratodon € N, se tiene que Oy € ﬂ W,,, de donde ﬂ W, # . Ahora,

neN neN
supongamos que wi,wy € ﬂ W, v que o € R. En particular, para cada n € N, se tiene que

neN
aw; + wy € Wy, ya que cada W,, es un subespacio de V. Luego, por definicién de interseccion,

tenemos que o wy + ws € ﬂ W,. Por lo tanto, ﬂ W, es un subespacio de V' por la Proposicién
neN neN
b.2.

2. Deforma andloga ala parte anterior, podemos notar que Oy € U W,.Ahora, sean w1, wo € U W,

neN neN
y a € R. Luego, existen ny,n, € N tales que w; € W,,, y ws € W, (por definicién de unién de

conjuntos). Si tomamos m = méax{ni,ny}, tendremos que W; < W,, y Wo < W,,, de donde
wy, we € Wy,. Al ser W,,, subespacio de V, se tiene que o w1 + wo € W,,,. Por lo tanto, o wy + ws €
U W,,. Concluimos que U W, es un subespacio de V' por la Proposicion

neN neN

O

En general, la unién de subespacios vectoriales de un espacio V' no tiene por qué ser un subespacio de
V, como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 30. Considere R? con las operaciones usuales, y los subespacios

W1 = {(z,0) : z e R},
Ws ={(0,y) : y e R}.

Note que W, y W, corresponden con los ejes X e Y de R?, respectivamente, y en particular son rectas
que pasan por el origen. En este caso, W; U W5 no es un subespacio de R?, ya que (1,0) € Wy U W5 (pues
(1,0) e W)y (0,1) € Wy W5 (pues (0,1) € W) pero (1,0)+(0,1) = (1,1) ¢ Wy uW> (pues (1,1) ¢ W,

5.3. Subespacios generados

En esta seccién nos vamos a concentrar en un tipo particular de subespacio vectorial, que se construye
a partir del concepto de combinacién lineal. Tales subespacios se conocen como subespacios generados.
En la practica, la mayoria de los subespacios que estudiaremos son de este tipo.

Definicién 5.3

Sea (V,K, +, -) un espacio vectorial y {vy,...,vx} S V un subconjunto finito (puede ser vacio).
Una combinacion lineal de {vy, ..., vy} es cualquier vector v € V de la forma

V=01 v+ -+ Qg Vg,

donde a;, . . ., a; € K. Por convencién, diremos que v € V' es combinacién lineal de ¢F si, y s6lo
Si, v = Ov.

Un problema importante relacionado al concepto anterior es determinar cudndo un vector es
combinacién lineal de un conjunto finito dado de vectores. Trabajemos esto en los siguientes ejemplos.
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Ejemplo 31.
1. Elvector (1, 3,0) € R? es combinacién lineal de {(1,0,0), (0,1,0)}, ya que

(1,3,0) = 1-(1,0,0) + 3 - (0,1,0).

. 4 -2 N 10 0 1
2. Lamatnz( 0 —2 ) € Msy2(R) es combinacion lineal de{( 0 0 ),( 01 )},yaque

4 =2 1 0 0 1
(o 2)=+(os) (1)
3. Determinar si (2, —1, 10) combinacién lineal de {(1, 0,0), (1,1,0),(1,1,1)}.

Para responder a esto, planteamos el problema segtin la definicién de combinacién lineal, es decir:
;existen oy, as, a3 € R tales que

(2771710) =aQq - (1,0,0) + ag - (17170) +asz- (17131) ?

La igualdad anterior arrojard condiciones sobre o, a2 y ag dentro de un sistema de ecuaciones
lineales. En efecto, de dicha igualdad se desprende que

(2,—-1,10) = (a1 + s + a3, as + az,as3),
y usando la relacién de igualdad en R?, se tiene el sistema

a1 + as + ag = 2,

(S) ag +ag =—1,
a3 = 10.
Al resolver este sistema, se obtiene a; = 3, as = —11y ag = 10, es decir,

(2,-1,10) = 3-(1,0,0) — 11- (1,1,0) + 10 - (1,1, 1).

Por lo tanto, (2, —1, 10) es combinacién lineal de {(1,0,0), (1,1,0), (1,1,1)}.

Note que si planteamos el sistema de forma matricial, se obtiene la matriz ampliada
1 1 1

(Ap)=1 0 1 1]|-1
0 01

es decir, (A|b) se obtiene colgando los vectores de {(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)} y (2,—1,10) como
columnas.

4. Determinar si —22° + 8z — 5 € Py[x] es combinacién lineal de {z* + 1,2 — 1,2z + 2}.

Procedemos de manera similar al ejemplo anterior, es decir, planteamos la igualdad
202 +8r—5=oq1 - (@® + 1) + ag(z — 1) + az(2z + 2).

Luego, trabajando el segundo lado de la igualdad segin las operaciones de suma y producto por
escalares de P»[z], se obtiene

222 + 81 — 5 = ayz? + (ag + 203)x + (1 — ag + 2a3).
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Finalmente, a partir de la relacién de igualdad en Ps[z], tenemos el sistema de ecuaciones lineales

a1 —ag + 2a3 = —H,
(S): Qg + 2a3 = 8,
a1 = —2.
Al resolver el sistema anterior, se obtiene a; = —2, ay = 11/2y a3 = 5/4. Por lo tanto,

11
—2x2+8x—5:—2~(m2+1)+?-(x—1)+ (2 +2),

| Ot

y —2z? + 8z — 5 es combinacién lineal de {2 + 1,z — 1, 2z + 2}.

Pasemos ahora a considerar el conjunto de todas las posibles combinaciones lineales que se pueden
obtener a partir de un conjunto finito dado de vectores.

Definicién 5.4

Sea A = {vy,...,v5} S V un subconjunto finito (puede ser vacio) de un espacio vectorial
(V,K, +, -). Se define el conjunto generado por .4 como

[A] :=={veV /v=a1 -v1+ 4+ ag v con ay,...,a €K}

Otra notacion alternativa es [v1, . .., vy ]. Para el caso donde A = &, se tiene que [J] = {0y }. Al
conjunto 4 se le llama generador de [A].

Proposicion 5.4

El conjunto [.A4] es un subespacio vectorial de V.

Demostracién: Trabajaremos el caso donde A = {v1,...,vx} # J, ya que para. A = ¢J tenemos que
[&] = {0y} es claramente un subespacio de V.

Lo primero que notamos es que Oy € [A], ya que
Oy =0-v34+---4+0-v.
Ahora, sean v, v’ € [A] y A € K. Tenemos entonces que

v=aq1 V1 + -+ ok U,

vV =al v+ 4 g

Luego,
Av+v =X (a1 v1+ - +ag-vp)+ () v+ + ) vg)
=(Aag +af) vy + -+ Qag + o) v € [A]
Por lo tanto, se tiene que [.4] es un subespacio vectorial de V por la Proposici(’)n O
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Ejemplo 32. Encontremos conjuntos generadores para algunos subespacios conocidos:

1. Searlarectaen R® que pasa por el origen y de direccién i # 0. Entonces, podemos notar que
r = [u].

2. Andlogamente, si 7 denota al plano de R® que pasa por el origen y de direcciones #,7 # 0 no
colineales, entonces
7 = [4,T].

3C6émo podemos hallar un conjunto generador de un plano que pasa por el origen si no nos dan sus
vectores de direccién? Supongamos que 7 es el plano dado por la ecuacién reducida

20 -3y + 2z =0.

Determinamos a partir de la ecuacién anterior tres puntos del plano que no estén alineados, como
porejemplo A = (1,1,1), B = (2,0,—4) yC = (0,0, 0). Luego, un par de direcciones para el plano
7 pueden ser

C= (17 1a 1);
—C = (2,0,—4).

ST
Il

Por lo tanto,
=[(1,1,1),(2,0,—4)].

Tenga en cuenta que existe més de una posibilidad para calcular los vectores de direcciéon de .
Por lo tanto, 7w puede tener més de un conjunto generador. En general, un subespacio generado
puede tener mds de un conjunto generador. Para apreciar esto tltimo en el caso de 7, procedamos de
otra manera. Tenga en cuenta que 7 es el subconjunto de R formado por todos los puntos (z,y,2)
cuyas coordenadas satisfacen la ecuacién 2z — 3y + z = 0. En otras palabras, los puntos de 7 son
todos aquéllos de la forma (x, y, 3y — 22) (despejamos z de la ecuacion reducida del plano). Luego,
podemos hacer una descomposicién de (z, y, 3y — 2x) de la siguiente manera:

(xayv?)y - 2$) = (x,(), 721) + (anv?)y) =T (1707 *2) +y- (07 133)

Entonces, vemos que un conjunto generador del plano = viene dado por {(1,0,—2),(0,1,3)}, es
decir,
7 =[(1,0,-2),(0,1,3)].

3. Consideremos el subespacio S & M2 (R) formado por las matrices simétricas de tamafio 2 x 2y
con coeficientes reales. Hallemos un conjunto generador de S.

Para este tipo de problemas, es muy importante tener el cuenta c6mo son los vectores en el
subespacio en cuestion. Tomemos entonces una matriz A € S arbitraria, es decir,

« «
A= ! 2 R donde Q1,092,003 € R.
Q2 a3

(5 0) (0 5) G )
Ama (g o) v (9 g ) e (0 1)
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wesoae[(59).(0 1) (¢
se[(2 ) (1) ()]

Por otro lado, ( é 8 > , ( (1) (1) > , ( 8 (1) > € S, por lo que cualquier combinacién lineal de

las matrices anteriores también pertenece a S, ya que S es un subespacio vectorial de May2(R).

Por lo tanto,
1 0 0 1 0 0
cS.
(o 0) (Y 0)(0 1)l

= O
N

] paratoda A € S, es decir,

Se tiene entonces que

Un error comun a la hora de declarar algiin conjunto generador para un determinado espacio o
subespacio vectorial en el siguiente. Considere los ejemplos 2. y 3. anteriores. No es correcto decir
que 7 0 S estan generados por los subconjuntos

(@o.-20+ w3y {(5 0 ) (o ) (0 o)}

respectivamente, ya que se da a entender que los valores de z e y en el primer conjunto, y de «a;,
as ¥ as en el segundo, pueden variar arbitrariamente dentro de R, dando lugar asi a conjuntos
generadores con infinitos vectores.

5.4. Independencia lineal

Como mencionamos en el ejemplo anterior, un espacio o subespacio vectorial puede tener mdas de un
conjunto generador. Si vamos al caso del subespacio de M2 (R) formado por las matrices simétricas,

s=[o ) a) (0 )]

emos que 10 0 1 00 0 1 también es un conjunto generador de S
v q oo0/)'\1o/)Lo1)'\11 junto g :

Este tltimo conjunto contiene “informacién redundante” a la hora de describir a los vectores de S, en el
siguiente sentido:

1. Por un lado, ( (1) 1 ) es combinacioén lineal del resto de los vectores del conjunto generador, ya
que
0 1 10 0 1 00
(F3)=o (o a)en (o) ()
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2. Por otro lado, los vectores en S se pueden escribir de varias maneras (no necesariamente tinica)

PR 1 0 0 1 0 0 0 1
comocomblnamonhnealdelosvectoresde{( 0 0 >,< 10 >,< 0 1 >,< 11 >}.Por

ejemplo,
11 10 0 1 0 0
(ha)=rCoa)e (0 ) e (o d) e (1)
y
0 1 10 0 1 0 0 0 1
(1) Can)=o(Va)eo(ah) (0 1)
En dlgebralineal, nos interesa describir espacios o subespacios generados W a partir de la menor cantidad
posible de informacion, es decir, hallando un conjunto generador A con la cantidad minima de vectores
necesarios. Esto se traduce en que si W = [.A], entonces todo vector de IV se escribe de forma tinica

como combinacién lineal de vectores de .A. Esta tltima propiedad tiene que ver con el concepto de
independencia lineal, que desarrollaremos en esta seccion.

Definicién 5.5

— O
—

Sea (V,K, +, -) un espacio vectorial y A = {vy,...,v,} un subconjunto finito de V. Al elemento
neutro Oy podemos escribirlo como combinacién lineal de los vectores en A de la siguiente
manera:

Oy =0-v1+---+0-v,.

A tal combinacién lineal la llamaremos combinacién lineal trivial. Diremos que A es
linealmente independiente si la inica manera de escribir 0y como combinacién lineal de A es
mediante la combinacion lineal trivial. Dicho de otra manera, si

o1 v+ oy v, = Oy
es una combinacién lineal del elemento neutro (donde a4, . . . , a,, € K), entonces
a1 =0, ..., a, =0.

Si A no es linealmente independiente, diremos que es linealmente dependiente.

Observacion 5.2 \

Si A (como en la definiciéon anterior) es linealmente dependiente, entonces existe «; € K, con
i€ {1,...,n}, nonulo, tal que

a1 v+ ay v, =0y

Esto implica que podemos despejar v; de la expresién anterior:

(e51 1 Qi1 (79
vi:__.fvl_..._ Ui—l_ Ui+1_...__.vn.
Oy o o7} Oy

Luego, V; € [’Ul, ey Vi1, V54150 ,’l}n].
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Veamos algunos ejemplos concretos y como probar si un conjunto dado es linealmente independiente
o no.

Ejemplo 33.
1. {(1,0),(0,1)} es un conjunto linealmente independiente en R?. En efecto, si suponemos que
a1+ (1,0) + az - (0,1) = (0,0),
tendremos que (a1, as) = (0,0), lo cual implica que a; = @ = 0.
2. Determine si el conjunto
A=1{(1,1,2,4),(2,-1,-5,2),(1,-1,-4,0),(2,1,1,6)}
es un conjunto linealmente independiente en R*.
Supongamos que
ag - (1,1,2,4) + a2(2,—1,-5,2) + as(1,—1,—4,0) + ay(2,1,1,6) = (0,0,0,0).
Entonces, usando las operaciones de suma y producto por escalares en R*, tenemos que
(a1 + 209 + a3 + 20y, a1 — as — a3 + ayg, 2 — Sas — dag + g, 4aq + 2a9 + 6ay) = (0,0,0,0).

Ahora, usando la relacién de igualdad de R?, obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones lineales
homogéneo a partir de la igualdad anterior (igualando componente-a-componente):

a1 + 200 + as + 204 =0,

(S) a1 —ag —az +ayg =0,
20t — Hag — 4az + ay = 0,

4oy + 209 + 64 = 0.

Resolvemos el sistema anterior escalerizando la matriz asociada de (5) (que también se obtiene
colgando los vectores de .A como columnas):

1 2 1 2 1 0 —-1/3 4/3
A = 1 -1 -1 1 escalerizacion 0 1 2/3 1/3
2 -5 41 0 0 0 0
4 2 0 6 0 0 0 0

Tenemos entonces que (S) es un sistema compatible indeterminado (infinitas soluciones), por lo
cual A es un conjunto linealmente dependiente. Para entender por qué se concluye esto al saber
qué tipo de sistema es (S), recordemos que un conjunto es linealmente dependiente si el elemento
neutro se puede escribir de varias maneras como combinacién lineal de los vectores de dicho
conjunto. En este ejemplo, tenemos que

1 4 2 1
SOI(S) = {(0117012,043704) € R4 / ] = 5043 — §a4 y ag = 7§053 — 30[4} .

Luego,

1 4 2 1
(3a3 — 3a4>-(1, 1, 2,4)+(—3a3 — 3a4> (2,—-1,-5,2)+as(1,—-1,—-4,0)+a4(2,1,1,6) = (0,0,0,0).
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Haciendo a3 = a4 = 0, obtenemos la combinacién lineal trivial para (0, 0,0, 0). Pero si hacemos

a3z = 1yay = —1, también nos queda que
1 4 2 1
(0,0,0,0) = §+§ -(1,1,2,4) + —§+§ (2,—-1,-5,2) + (1,—1,-4,0) — (2,1,1,6)

1
g (1,1,2,4) — §(2, -1,-5,2) + (1,-1,—4,0) — (2,1,1,6),

teniendo asi dos maneras diferentes (de hecho, infinitas) de representar a (0,0,0,0) como
combinacion lineal de A.

3. Determine si el conjunto A = {z? 4+ 1,2 — 1,2z + 2} del Ejemplo@]- 4. es un conjunto linealmente
independiente de Ps(x).
Supongamos que
ar- (@ + 1) +ay-(x—1)+az- (20 +2)=0.
Procediendo como en el citado ejemplo, obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones homogéneo:
a1 —ag + 2a3 =0,

(S): asg + 2a3 =0,
aq =0.

Al escalerizar su matriz asociada, se obtiene

1 -1 2 o 100
0 1 2 escalerizacion 0 1 0
1 00 00 1

Entonces, (5) es un sistema compatible determinado, y por lo tanto .4 es un conjunto linealmente
independiente.

. . . 10 0 0 0 1 .
4. Determine si el conjunto A = {(0 0>,<0 1>,<1 0>}de1E]emplo—3. es un

conjunto linealmente independiente de Ma 2 (R).

Supongamos que

(Y0,
04100 (&)

o o
= O
N——
+
8
/N
_= O
O =
N———
Il
7N
o O

Luego,

ap Qg (00

a3 Q2 o 0 0 ’
de donde claramente se tiene que a; = 0, as = 0y as = 0. Por lo tanto, A es linealmente
independiente.

Pasemos ahora a hacer algunas observaciones del concepto de independencia lineal.
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Observacién 5.3 \

1. Podemos incluir al conjunto vacio dentro de la definicién de conjunto linealmente
independiente. Es decir, ¢J es linealmente independiente dentro de cualquier espacio
vectorial. En efecto, de suponer lo contrario, es decir que J es linealmente dependiente,
se tendria que existe v € J que se puede escribir como combinacién lineal no trivial de
vectores en . La expresion v € ¢J es una contradiccion, pues no existen elementos en (.

2. Si.A € V esunsubconjunto finito linealmente independientey B < A, entonces .4 también
es linealmente independiente.

3. SiA = {vy,...,v,} S V esun subconjunto finito y 0y € A, entonces A es linealmente
dependiente. En efecto, si 0y = v; € Aparaalgini € {1,...,n}, entonces podemos escribir
0y como combinacién lineal no trivial de vectores en A:

Oy =0-v34+---4+0-v,_1+1-0p+0-viy1+---+0-v,.

4. Dadov € V, se tiene que {v} es linealmente independiente si, y s6lo si, v = Oy.

Probemos a continuacién la propiedad de unicidad mencionada anteriormente para los conjuntos
generadores linealmente independientes.

Proposicion 5.5

Sea A = {v1,...,v,} S V un subconjunto finito y no vacio de un espacio vectorial (V, K, +, -).
Entonces, A es linealmente independiente si, y s6lo si, para cada v € [A] existen a1, ..., a, € K
tnicos tales que

V=1 U+ Oy Uy

Demostracién: Supongamos primero que A es linealmente independiente. Sea v € [A]. Luego, por
definicién de subespacio generado por A, existen a1, . . ., a,, € K tales que

V=01V + -+ Qy Uy

Supongamos ademas que
U:ﬁl'vl_'_"""ﬁn'vru

donde 1, . . ., 5, € K. Luego,
a1 VIt Qy Uy =0 =01V ++ By Up.
Tenemos entonces la siguiente combinacién trivial del elemento neutro Oy:
Oy = (a1 —B1) - v1+ -+ (an — Brn) - Un.

Como A es linealmente independiente, se tiene que vy — 51 = 0, ..., o, — B, = 0. Esdecir, 51 = a1, ...,
Brn = a,. Se tiene entonces que la combinacién lineal

U:al.vl+...+an.vn

es Unica.
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Ahora, supongamos que todo elemento de [.A] se puede escribir de forma tinica como combinacion
lineal de vectores en A. Sean a1, .. . , a, € K tales que

Oy =1 -v1+--+ap - vn.
Como Oy € [A], la combinacién lineal anterior es tinica. Por otro lado,
Oy =0-v1+---+0-vy,,
dedonde a; =0, ..., a, = 0. Porlo tanto, A es linealmente independiente. O

Cerraremos esta seccién con una aplicacién del concepto de independencia lineal a la teoria de
matrices. Concretamente, veremos un par de formas equivalentes de calcular el rango de cualquier matriz.
Dada una matriz

a11 a12 s a1 n—1 G1n
a1 @22 c a2 n—1 a2n
A= P L [eMua(®R),
Am—-11 Gm-12 *°° Am-1n-1 0Qm-1n
Am1 Am2 tee Am n—1 Amn
recordemos que
alj
agj
Fi=(an a2 - Gno1 an)yCj=
Am—1j
amj

denotan la i-ésima fila y j-ésima columna de A, y que pueden considerarse como vectores de R y R™,
respectivamente. Teniendo esta notacién repasada, presentamos la siguiente definicién.

Definicién 5.6

Sea A € M,,xn(R). Se define el rango por filas de A, denotado como rg;(A), como la mayor
cantidad de filas F; que forman un subconjunto linealmente independiente de R™. Por otro lado,
se define el rango por columnas de A, denotado como rg,(A), como la mayor cantidad de
columnas C'; que forman un subconjunto linealmente independiente de R™.

Enunciaremos el siguiente teorema sin demostracién, aunque si veremos como aplicarlo para calcular
el rango de una matriz.

Teorema 5.1

Para cualquier matriz A € M, (R), se tiene que

rg(A) = rgs(A) = rg.(A).
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Ejemplo 34. Calcule el rango, el rango por filas, y el rango por columnas de

1 1 0 2
A= 0 1 3 1
1 3 6 4
Primero, escalerizamos para calcular rg(A):
1 0 -3 1
A— 01 3 1
00 00

La cantidad de escalones de la forma escalerizada reducida de A es 2, de donde
rg(A) = 2.
Para calcular el rango por filas de A, consideramos su conjunto de filas de A
F = {F, Fy, F5}.

Vemos que F3 = 1 F} + 2 - F,. Luego, F es linealmente dependiente. Si descartamos F3, nos queda el
subconjunto {1, F»} < F. Claramente, F; no es multiplo escalar de F1, ni viceversa, por lo cual { F, F5}
es linealmente independiente. Vemos entonces que

rgs(A) = 2.
Ahora calculemos el rango por columnas de A. Consideremos el conjunto de columnas de A:
C ={C1,Cs,C3,C4}.

Vemos que C3 = —3-C1 +3-CoyCy = 1-C1 + 1-Cy, porlo cual C es linealmente dependiente.
Descartamos entonces C5 y C4, obteniendo el subconjunto {C;,C2} < C, el cual claramente es
linealmente independiente. Tenemos entonces que

rg.(4) = 2.

Como corolario del teorema anterior, tenemos el siguiente resultado.

Corolario 5.1

Las siguiente condiciones son equivalente para toda matriz (cuadrada) A € M,, ., (R):

(a) A esinvertible.
(b) Las filas de A forman un conjunto linealmente independiente de R”.

(c) Las columnas de A forman un conjunto linealmente independiente de R”.

Demostracién: Recuerde que A € M, «,,(R) es invertible si, y s6lo si, rg(A) = n. Por otro lado, del
teorema anterior se tiene que rg;(A) = rg(A). Si A es invertible, se tiene que rg;(A) = n, es decir, que la
mayor cantidad de filas de A que forman un conjunto linealmente independiente de R™ es n. Por lo tanto,
las filas de A forman un conjunto linealmente independiente de R™. Reciprocamente, si todas las filas de
A forman un conjunto linealmente independiente de R", se tiene que rg(A) = rg;(A) = n, porlo cual A
es invertible.

Andlogamente, se tiene que A es invertible si, y sélo si, sus columnas forman un conjunto linealmente
independiente de R". O
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5.5. Basesydimension de un espacio vectorial

Trabajaremos ahora con un concepto que engloba las nociones de generador y de independencia lineal
de manera simultdnea. Antes de presentarlo, haremos una distincién entre los dos tipos de espacios
vectoriales que existen, segtin su cantidad de generadores.

Definicién 5.7

Un espacio vectorial (V,K,+,-) es finito-dimensional o de dimensién finita si existe un
subconjunto finito A € V tal que V' = [.A]. De no ocurrir esto tltimo, diremos que V es infinito-
dimensional o de dimensién infinita.

Nos centraremos en el estudio de espacios vectoriales finito-dimensionales, ya que los conceptos de
conjunto generador eindependencia lineal los hemos trabajado para conjuntos finitos. Sin embargo, estos
conceptos también existen en la teoria de espacios vectoriales de dimensién infinita. Veamos algunos
ejemplos de ambos tipos de espacios vectoriales.

Ejemplo 35. Los siguientes son ejemplos de espacios vectoriales infinito-dimensionales.

1. El conjunto de todas las funciones f: R — R, con la suma y producto por escalares usuales de
funciones.

2. Elespacio vectorial P[z] de todos los polinomios (cualquier grado), con las operaciones usuales.
Ejemplo 36. Los siguientes son ejemplos de espacios vectoriales finito-dimensionales.

1. Elespacio de n-uplas R" con las operaciones usuales.

Por ejemplo, es facil notar que R? es finito-dimensional, ya que est4 generador por

{(1,0), (0, 1)}.
En efecto, para todo (z,y) € R? se tiene que
(z,y) =2 (1,0) +y-(0,1).

Similarmente, R? estd generador por

{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}.
Y de manera més general, R” estad generado por el conjunto de vectores

e; =(0,...,0,1,0,...,0),
donde 1 aparece en la i-ésima entrada, y el resto de las entradas valen 0.

2. Elconjunto {1,z,2%,...,2"~* 2"} generaal espacio vectorial P, [x] de polinomios de grado menor

o igual que n 'y con coeficientes reales.

3. Sean m y n nimeros naturales no nulos, ¢ € {1,...,m}yj € {1,...,n}. Sea E;; la matriz donde
todas las entradas valen 0, con excepcion de la entrada ¢ 7, que vale 1. Entonces, podemos notar que
el conjunto {E;; /it =1,...,myj = 1,...,n} es un generador de M, «»(R).
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Observacioén 5.4

Si (V, K, +, -) es un espacio vectorial finito-dimensional, entonces todo subespacio de V' también
lo es. Sin embargo, un espacio vectorial infinito-dimensional puede contener subespacios finito-
dimensionales, como por ejemplo P[x], que contiene a P,,[x] como subespacio.

Por el resto de esta seccién, (V, K, +, -) serd un espacio vectorial finito-dimensional.

Definicion 5.8

Una base de V' es un subconjunto finito B = {vy,...,v,} S V tal que:

1. Beslinealmente independiente.

2. V = [B].

Observacién 5.5

Porla Proposici(’)n tenemos que B = {vy, ..., v,} esunabase de V si, ysélosi, paracadav € V'
existen o, . . ., a,, € K tinicos tales que

U=OZ1'U1+"'+OZn'Un.

Alos escalares o; dentro de la combinacién lineal anterior se les conoce como coordenadas de v
en la base B, y se indican mediante la notacién
aq
coordp(v) = : € M, x1(K).

On

Ejemplo 37.

1. Los conjuntos generadores mencionados en el Ejemplo [36] son ademds conjuntos linealmente
independientes (la prueba de esto se la dejamos al lector). Por lo tanto, los conjuntos

{ei/i=1,....n}, {Lz,2? ... 2"} y{Ey/i=1,...,myj=1,...,n}

son bases de R", P[] y M, «n(R), respectivamente, y se conocen como bases canénicas.

Para el espacio vectorial R? con la base B = {(1,0), (0, 1)}, se tiene por ejemplo que

coord((3,2)) = ( g >

yaque (3,2) =3-(1,0) +2-(0,1).
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= El orden de los vectores que forman una base es importante, ya que éste influye en las
coordenadas de cualquier vector. Por ejemplo, si consideramos la base B’ = {(0,1), (1,0)},
entonces

coordp ((3,2)) = ( : >

yaque (3,2) =2-(0,1) +3-(1,0).

Si bien By B’ son iguales como conjuntos, son considerados como bases distintas, ya
que el orden influye en el célculo de coordenadas y en otro tipo de construcciones (que
detallaremos en el siguiente capitulo).

» Acabamos de ver que coordz((3,2)) = 3 ), es decir, que las coordenadas de (3,2) en la

2
base candnica coinciden con lo que entendemos como coordenadas de un punto en el plano
R?. Sin embargo, esta coincidencia no siempre se da. Por ejemplo, si consideramos la base
B” = {(1,1), (0, —1)}, tenemos entonces que (3,2) = 3 (1,1) + 1- (0, —1), de donde

coordg:((3,2)) = ( 51‘ )

Para el espacio vectorial P;[x] con la base canénica B = {1, ,z?}, las coordenadas de cualquier
polinomio p(z) = a + bx + cz? en dicha base vienen dadas por

coordp(p(z))=1| b

De manera similar, para el espacio vectorial M35 (R) con la base canénica

s {2 (00D (0O}

a b .
tenemos que las coordenadas de A = ( ¢ d > en esta base vienen dadas por

coordp(A) =

QU O oK

. Hallar una base del plano 7 cuya ecuacién reducida viene dada por 2z — y + 3z = 0. Para la base
calculada, determine las coordenadas del punto (1, —1, —1) € 7.

Sea (z,y, z) € m arbitrario. Luego, debe cumplirse que 2z — y + 3z = 0. Despejando y, se tiene que
y = 2x + 3z. Porlo tanto, el punto (z, y, z) en 7w pasa a tener la forma

(z,y,2) = (x,2¢ + 32,2) =z - (1,2,0) + z- (0,3,1).
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Vemos asi que B = {(1,2,0),(0,3,1)} es un conjunto generador de 7, que ademads claramente es
linealmente independiente. Por lo tanto, 5 es una base de 7. Para el punto (1,—1, —1), se tiene en
particular que

(1,-1,-1)=1-(1,2,0) + (-1) - (0,3,1),

por lo cual
coordg((1,—1,-1)) = ( _1 ) .
1
Noteque [ —1 |sonlascoordenadasde (1,—1,—1) en el espacio R? respecto a la base canénica,
-1

pero sus coordenadas en el plano 7 respecto a la base B son ( _1 ) .

. Encuentre una base para el siguiente subespacio vectorial de R°:
W = {(x1, 20, 3,74, 25) € R® /21 = By yas = Tay).
Procedemos de manera similar al ejemplo anterior. Para (x1, 29, x3, 24, z5) € W, tenemos que
(x1,22,%3, T4, x5) = (3xa, Ta, Txyg, T, T5) = T2+ (3,1,0,0,0) + x4 -(0,0,7,1,0) +x5-(0,0,0,0,1).
Tenemos entonces que
w<(,1,0,0,0),(0,0,7,1,0),(0,0,0,0,1)].

Como (3,1,0,0,0),(0,0,7,1,0),(0,0,0,0,1) € W, la contencién contraria también se cumple. Por
lo tanto, IV es el subespacio generado por 5 = {(3, 1,0,0,0), (0,0,7,1,0), (0,0,0,0,1)}. Elconjunto
anterior ademads es linealmente independiente, por lo que forma una base de W. Para verificar la
independencia lineal, podemos por ejemplo aplicar el Teorema [5.4} En efecto, B3 es linealmente
independiente si la matriz

3 00
1 00
A=10 7 0
0 1 0
0 0 1

obtenida al colgar los vectores de 3 como columnas, tiene rango igual a 3. Lo anterior es facil de
verificar.

. Demostrar que B = {1+2z+3z% 4+2% 3~ — 52>} es unabase de P[], y hallar las coordenadas
de cualquier polinomio p(z) = a + bz + cz® en B.

Se puede hacer la verificacién de que B es linealmente independiente y que genera a todo el espacio
P2 [x] de manera simultdnea. En efecto, recuerde que 5 es una base de P»[«] si, y solo si, para cada
p(z) = a + bz + cx? en Py[x] existen vy, az, a3 € R tinicos tales que

a+br+cr?=a;- (1422 +32%) +as- (4+2%) +az- (3 —z—52?).

Es decir,

a+bx +cx? = (a; + 4as + 3a3) + (201 — az)z + (3a; + az — 5ag)z?.

De donde se obtiene el sistema de ecuaciones lineales

a1 + 4as + 3as = a,
(S) 20[170[3=b,
3a1 + as — baz = c.
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Tenemos entonces que B es una base de Pa[x] si, y s6lo si, para cada p(z) el sistema (S) es
compatible determinado. Procedemos entonces a escalerizar la matriz asociada a dicho sistema:

23b — 4
(AJp) = 20-12% 01 0 &
5
3 1 =5e %4+ 11b —
0 o 1|2etllb—8
35

Vemos entonces que rg(A) = rg(Alb) = 3. Por lo tanto, B es una base de Pz [z]. Ademas,

o = a+ 23b—4c o — a—2b+c o — 2a + 11b — 8¢
1= 35 5 2 = 5 y az = 35 3
de donde
23b—4 —2b 2 116 —
a+br+cr? = M'(1+2$+3$2)+u-(4+$2)+M-(3—{E—5x2),
35 5 35
es decir,
(a +23b—4c)
5
coordg(a + bx + cx?) = w
(2a + 11b — 8¢)
35
En particular, para el polinomio 1 — x + 222 se tiene que
6 5 —6/7
1—x+422% = —?(1+2x+3x2)+(4+x2)—?(3—x—5x2) y coordg (1l — x4 22%) = 1
—5/7

Dedicaremos el resto de esta seccién a la presentacién, demostracién y aplicaciéon de resultados
tedricos. Comenzaremos probando que todo espacio vectorial finito-dimensional tiene una base.

Observacion 5.6

La afirmacién anterior también es vélida para espacios vectoriales infinito-dimensionales. En
otras palabras, todo espacio vectorial tiene una base. La demostracién de este hecho para el caso
infinito-dimensional requiere de herramientas que escapan a los contenidos de este curso.

Teorema 5.2

Sea (V,K, +, -) un espacio vectorial, donde A = {v1,...,v,,} S V es un subconjunto finito de
V tal que V' = [A]. Entonces, existe un subconjunto B < A linealmente independiente tal que
V = [B], es decir, B es una base de V contenida en A.

Idea de la demostracién: Se propone un algoritmo para detectar aquéllos vectores de A que son
combinacién lineal del resto de vectores de .A. Se hace esto de manera inductiva, hasta obtener 5 < A
linealmente independiente. Debido al procedimiento a utilizar, resultard ademas que V' = [B]. O
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Demostracién: Si.A eslinealmente independiente, no hay nada que demostrar. Basta con tomar B = A.
Entonces, supongamos que A es linealmente dependiente. Por la Observacién 5.4, tenemos que existe
ie{l,...,m}talque
v; € [’Ul, ey Vi1, Vi1, e ,Um].

Sin pérdida de generalidad, supongamos que ¢ = m. Luego,

Um € [V1,+ -+, Um—1]-
Veamos ahora que V = [v1,...,0;,—1].Seav € V = [v1,...,v,,]. Entonces, existen ay, . . ., a,, € K tales
que
V=01 V1 F -+ QU (5.3)
Por otro lado, como v, € [v1,...,Uny—1], existen 81, ..., Bn—1 € Ktales que
Um =P1 U1+ + Bm_1Vm_1- (5.4)

Sustituyendo (5.4) en (5.3), se obtiene
v=ap v+ oy (Bt Bt Um—1) = ( FamBr) v+ (@1 + am Br—1) s Um—1,

es decir, v € [v1,...,v;,—1]. Porlotanto, V = [v1, ..., Upm_1].

Si{v1,...,vm—1} eslinealmente independiente, entonces tomamos B = {vy, ..., v,,—1}, concluyendo
asi la demostracion. Si no, repetimos el procedimiento anterior para V = [vy, ..., v;,_1], y el nimero de
veces que sea necesario. Tal nimero de veces es finito, ya que V' es finito-dimensional. Por lo tanto, al final
de la iteracion llegaremos a obtener B < A linealmente independiente tal que V' = [B]. O

Sabiendo ahora que todo espacio vectorial finito-dimensional tiene una base, nos concentraremos en
demostrar que cualquier base de un mismo espacio vectorial siempre tiene la misma cantidad de vectores.

Proposicion 5.6 \

Sea (V, K, +, -) un espacio vectorial y B = {vy,...,v,} una base de V. Entonces, si .4 € V es un
subconjunto linealmente independiente, se tiene que

card(A) < n,

donde card(.A) denota el cardinal (o la cardinalidad) de A (es decir, el nimero de elementos del
conjunto A).

Idea de la demostracién: Haremos la prueba de la afirmacién contrarreciproca, es decir, supondremos
que Card(A) > n para probar que A es linealmente dependiente. La idea central es escribir cada vector
de A como combinacién lineal de vectores en B, ya que V = [B]. Por otro lado, consideraremos una
combinacién lineal arbitraria de Oy . A partir de lo anterior, construiremos un sistema de ecuaciones
homogéneo, y aplicaremos el Teorema de Rouché-Frobenius para concluir que dicho sistema es
compatible indeterminado. O

Demostracién: Sea A = {wy,...,w,,} conm > n.Para demostrar que A es linealmente dependiente,
veremos que hay al menos una combinacién lineal

Q1 W1+t Qs Wy, = Oy (5.5)
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del elemento neutro donde no todos los escalares o, . . ., «,, € K son cero.
Como V' = [vy,...,v,], paracada w; € A existen escalares a1, . .., a,; € K tales que

wj:alj-vl+-~-+anj-vn. (5.6)
Sustituyendo cada (5.6) en (5.5), tenemos que

al-(all-v1+---+an1-vn)+-~-+am~(a1m~v1+---+anm-vn):OV

(1100 + -+ + A1mQm) - V1 + -+ + (@11 + -+ GpmQy) - Uy = Oy,

Por otro lado, como {vy,...,v,} es linealmente independiente, los escalares de la combinacién lineal
anterior son todos nulos. En otras palabras, obtenemos el sistema de ecuaciones homogéneo

a1y + - F a1y, =0,

(5):

Ap101 + +++ + Ay = 0.
La matriz asociada del sistema anterior viene dada por

aix - Aim

A=

Gnl e Anm

Al ser m > n (mads incognitas que ecuaciones), por un corolario del Teorema de Rouché-Frobenius se

tiene que (.5) es un sistema compatible indeterminado. En conclusion, existen a, . . ., o, € K, no todos
nulos, tales que se cumple (5.5). O

Como aplicacion del resultado anterior, tenemos lo siguiente.

Corolario 5.2

Si B:1 y B, son bases de un espacio (V, K, +, -), entonces card(B;) = card(Bz).

Demostracién: Supongamos que By = {v1,...,v,} y By = {w1,...,wy,}. Como B, es una base de V'y
B es un conjunto linealmente independiente, tenemos por la proposicién anterior que

n<m.
De manera similar, intercambiando los roles de 5; y B3, tenemos que
m<n.

Por lo tanto,
card(By) = n = m = card(By).

Gracias al corolario anterior, tenemos el concepto de dimensién de un espacio vectorial.
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Definicién 5.9

Se define la dimension de un espacio vectorial (V, K, +, -) como
dimg (V) = card(B),

donde B es cualquier base de V.

Observacién 5.7 N

Si bien nos estamos concentrando en espacios vectoriales reales (con K = R), la dimensién de
un espacio vectorial puede depender de cual cuerpo K consideremos. Por ejemplo, el conjunto
V' = C de nimeros complejos tiene estructura de espacio vectorial sobre R y sobre C. En el primer
caso, la multiplicacién por escalares R x C — C se define como

a-(a+1ib) = (aa) + i (ab).
En el segundo caso, C x C — C se define como
(a+ip)-(a+1ib) = (aa— Bb) +i(ab+ af).

Si consideramos a € como espacio vectorial real, tenemos que {1,:} es una base de (C, R, +, -).
Por otro lado, {1} es base de (C, C, +, -). Tenemos entonces que

dimR((C) =% y dlm(c((C) =1.

J

Como aplicacién adicional de la Proposicién podemos notar que cualquier subconjunto finito
linealmente independiente de un espacio vectorial, cuya cardinalidad sea estrictamente menor a la
dimensién del espacio, no alcanza para generar a dicho espacio.

Corolario 5.3

Si B es una base de un espacio vectorial (V,K,+,:) y A € V es un subconjunto linealmente
independiente con card(.A) < card(B), entonces .A no es un conjunto generador de V.

Demostracién: En efecto, en caso de cumplirse que V' = [A], se tendria que A es una base de V,
por ser ademads linealmente independiente. De donde card(A) = card(B) = dimg(V), lo cual es una
contradiccion. O

En el Teorema 5.5/estudiamos c6mo extraer una base de un espacio vectorial a partir de un conjunto
generador de dicho espacio. Presentamos a continuacién el procedimiento complementario, es decir,
cémo completar un conjunto linealmente independiente de un espacio vectorial a una base del mismo.
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Teorema 5.3

Sea (V,K, +,-) un espacio vectorial y A < V un subconjunto linealmente independiente.
Entonces, existe un subconjunto finito 5 < V linealmente independiente tal que A < By
V' = [B]. Es decir, B es una base de V' que contiene a A.

Idea de la demostracién: La idea es agregar al conjunto .4, de uno en uno, vectores hasta completar
a un conjunto generador del espacio que siga siendo linealmente independiente. Para garantizar la
independencia lineal, partimos del subespacio [.A], y el primer vector a agregar v se escoge fuera de [A]
para garantizar que Au {v} eslinealmente independiente. Se repite este procedimiento tantas veces como
sea necesario hasta completar una base de V. O

Demostracién: Supongamos que A = {vy,...,v,} S V esun conjunto linealmente independiente. Si
A generaa V, entonces A es base de V' y no habria nada que demostrar (se toma B = A).

Ahora, trabajemos el caso en el cual A no genera a V, es decir, [[A] < V. Entonces existe v, 11 € V
tal que v,,+1 ¢ [A]. Veamos que A U {vi+1} = {v1,...,Vm,Vm+1} €s linealmente independiente.
Supongamos que tenemos una combinacién lineal

a1V + ot Gy U+ Qg1 - Umgr = Oy, (5~7)

donde oy, . .., am, ami1 € K. Podemos notar que «,, 1 tiene que valer 0. De lo contrario, si a,,, 11 # 0,
podemos despejar v,, 41 de la combinacién lineal anterior como
aq O

. /ljl [ R —
Am+1 Am 1

Uy € [A]

Um+1 = —

Lo anterior es una contradiccién, pues estamos tomando v,, 1 fuera del subespacio generado por .A. Por
lo tanto, v, 11 = 0, y la combinacion lineal (5.7) pasa a ser

o1V Qg Uy, = Oy

Por otro lado, recordemos que A = {v1,...,v,,} es un conjunto linealmente independiente, por lo cual
a1 = .-+ = ay, = 0. Por lo tanto, todos los escalares presentes en la combinacién lineal (5.7) son todos

nulos, de donde concluimos que A U {v,,,+1} es un conjunto linealmente independiente.

SiV = [A U {vm41}], tenemos que A U {v,, 11} es una base de V' yla demostracién concluye tomando
B = A U {v;,11}- De lo contrario, repetimos el procedimiento anterior tomando v, +2 ¢ [A U {vm41}]-
Después de un nimero finito de repeticiones, encontraremos 3 2 4 linealmente independiente tal que
V = [B]. Este proceso se detiene cuando la cantidad de vectores de 3 (a saber, la cardinalidad de .4 més
los vectores que hayamos agregado) alcance la dimension de V. O

Miremos algunos ejemplos de c6mo aplicar los Teoremas|5.5 y|5.5|

Ejemplo 38.

. 0 1 0 0 1 0
1. Apartirde A = {( 0 0 ),( 1 0 ),( 0 1 )}hallarunabasedeszz(R).

Lo primero a verificar es que .4 sea un conjunto linealmente independiente. Si
).

(O N, (00, (10 _[o0
o o0 @211 0 o —1)"\o
a3a1:00

Qg —Q3 0 0 /)"
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Lo anterior claramente implica que a; = as = a3 = 0. Tenemos asi que .4 es un subconjunto
de M3 >(R) linealmente independiente y de tres vectores. Como dimg (Mazx2(R)) = 4, solamente
necesitamos agregar a .A un vector para completar a una base de Ms,»(R).

Notamos que

[A]—{ozl-(g (1)>+042-<(1) 8)+a3-(é _01) /ozl,ag,oz?,e]R}

es el subespacio vectorial formado por las matrices de Msx2(R) que tienen traza cero. Podemos

(1) 8 ) ¢ [A], y obtener asi la base de M5 (R) dada por

oo )b {0 o) (0 o)-(o 5)-(o )

. Hallar una base del subespacio de R* dado por

W =[(1,2,1),(0,3,1),(2,1,1)].

entonces tomar <

Tenemos claramente que W estd generado por A = {(1,2,1),(0,3,1),(2,1,1)}. Veamos ahora si
A es linealmente independiente o dependiente. De ocurrir lo tltimo, debemos elegir en .4 algtin
vector que sea combinacioén lineal del resto y descartarlo.

Supongamos entonces que
aq - (1,27 ].) + ag - (0,3, 1) + s - (2, 1, ].) = (0,0,0)

Sabemos que lo anterior da lugar a un sistema de ecuaciones homogéneo que se resuelve
escalerizando la matriz A obtenida a partir de colgar los vectores de .A como columnas:

1 0 2 1 0 2
A= 2 3 1 escalerizacion 0 1 -1
1 1 1 0 0 O
Tenemos entonces que el mencionado sistema es compatible indeterminado, cuyo conjunto de
soluciones (a, g, a3) viene dado por oy = —2a3 y as = ag, donde a3 € R. Luego, tenemos
que

—2a3 - (1,2,1) + a3 (0,3,1) + a3 - (2,1,1) = (0,0,0).
Haciendo a3 = 1, podemos hacer el despeje

Descartando entonces de A el vector (2,1, 1), obtenemos B = {(1,2, 1), (0, 3,1)} tal que [A] = [B].
Tenemos ademas que B es linealmente independiente (verifiquelo). Por lo tanto, B es una base de
W.

,—n ]

Note que también se puede despejar (1,2, 1) o (0,3, 1) en funcién del resto de los vectores
de A, y por lo tanto {(0,3,1),(2,1,1)} y{(1,2,1), (2,1, 1)} también son bases de V.

3Si W = [A], se puede entonces descartar cualquier vector de .A con el fin de hallar una
base de W? Si bien esto funcion6 en el ejemplo que acabamos de hacer, no siempre es el
caso, como veremos en el siguiente ejemplo.
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3. Apartir de

b
Il
—
7 N
[
O =
'
7 N\
=)
o O
'
7 N
=)

\

_= O
"
N
o O
—= O
"
7 N
= O
O =
"
——

hallar una base de Ms,2(R).

Procedemos de manera similar al ejemplo anterior. Supongamos que tenemos una combinacién
lineal

(Y Y (00N, (0 0N, (00N, (0 1)_(00
Wl o) 2 1 0)"1 1 @\ g 1 {1 0) Lo o)

De esta igualdad se desprende el sistema de ecuaciones

1 0 0 0 O 0
10 001 w2 o
01 101 33 | o
00 -1 10 4 0
Qs
Escalerizamos la matriz asociada:
1 0 0 0 O 1 0 0 0 0
1 0 0 0 1 escalerizacion 01 0 1 0
0 1 1 0 1 0 01 -1 0
0 0 -1 1 0 0 0 O 0 1
Tenemos entonces que a; = a5 = 0, g = —ay y az = a4 con oy € R, de donde la combinacién

lineal planteada se convierte en:

o (00N (0 0N, (0 0N_(00
{1 0 R | Vo 1) Vo o)

Haciendo a4 = 1, tenemos que

(Yo)=(T 2)+(o 1)

Descartando el segundo vector ( (1) 8 ) de A, obtenemos

B_ 1 1 0 O 0 0 0 1
B 0 0/)’\1 -1 /L0 1)’\1 0 '
Note que B es linealmente independiente, por lo cual B es una base de Mz, (R).

Note que no se pueden descartar de A los vectores ( (1) (1) ) y ( (1) (1) , ya que estos no se

pueden despejar (es decir, expresar como combinacidn lineal) en funcién del resto de los vectores

en A.

Cerramos esta seccion dando un resumen de la parte operatoria a ejecutar a la hora de determinar si
cierto conjunto dado de vectores es una base de un espacio vectorial.
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[Datos: (V,KK, 4+, - ) un espacio vectorial finito-dimensional, v € Vy & = {v;,...,v,} C V.J

Pregunta: ;Es &/ una base de V?
Equivalentemente, ;para cada v € V existen a;, ..., @, € K Unicos talesque v=a; - v; + -+ a, - v, 2.

[Planteo: Para cada v € V hallar, de ser posible, a;, ..., a, € Ktalesque v=a; - v, + -+ + a, v,,.J

{Uso de la estructura y operaciones de (V, I, +,)
v, para obtener un sistema de ecuaciones lineales (S),,
! de incégnitas a,....a, €K

[Operatoria: Para cada v € V resolver el sistema de ecuaciones (), ]

[Si (S), es incompatible para algl.'m] Si (5), es compatible para todo v € V, pero (Si (S), es compatible determinado para]

v € V, entonces & no generaa V. indeter_minado par_a algin v_ € V, entonces & todo v € V, entonces & es una base de V.
no es linealmente independiente.

5.6. Sumas directas

En 4lgebra, es comun construir estructuras nuevas a partir de otras ya conocidas. Comencemos a
explicar esto con un ejemplo concreto, a saber, la construccion de RZ2=RxRa partir de R. Sabemos
que los elementos de R? son pares ordenados (z, ), donde x,y € R. Tenemos asi que R? se construye
“pegando” dos copias de R. M4s atin, a R? se le puede dar estructura de espacio vectorial a partir del
mismo tipo de estructura en R. Por ejemplo, si queremos sumar (z,y) y (z’,%') en R?, hacemos la
operacion

(x,y) + (xla yl) = (‘T + xlay + y/)7
donde z + 2’ e y + y son justamente la suma en R. La idea es que para operar en R? con la suma anterior,
todo se hace a nivel de cada coordenada una vez sabemos c6mo operar en R. Mds atin, todo par ordenado
(x,y) € R? podemos pensarlo como la siguiente suma:

(xay) = (CL’,O) + (O’y)a

donde (z,0) € R x {0}y (0,y) € {0} x R. Entonces R? también puede interpretarse como el espacio
formado por sumas de elementos en R x {0} y en {0} x R, donde estos dos dltimos conjuntos son
subespacios de R? que estdn en biyeccién con R. Permitiendo cierta informalidad, podemos representar
aR? simbélicamente como R + R.

El propésito de esta seccidn es llevar la idea anterior de trabajar a nivel de coordenadas a la teoria de
espacios y subespacios vectoriales. Esto se hard a través del concepto de suma directa.

Definicién 5.10

Sea (V, K, +, ) un espacio vectorial y Wy, W5 € V dos subespacios de V. Se define la suma de W,
y W5 como el conjunto

Wi+ Wy = {U)l + wo / ’lUlGlewQEWQ}.
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El conjunto W; + W, tiene ademds estructura de espacio vectorial. Para empezar, claramente es no
vacio, ya que al ser Oy un vector tanto en W; como en W5 (pues ambos son subespacios de V), se tiene
que Oy = Oy +0y pertenece a Wy +Ws. Por otro lado, para sumar dos vectores wy +ws, w) +why € Wi +Ws,
aprovechando las propiedades conmutativas y asociativas de la suma en V, tenemos que

(w1 + wg) + (W] +wh) = (w1 +wy) + (wa + wh),

donde wy +w}] € Wi yws +wj € Wy, ya que tanto Wy como W, son subespacios de V. De manera similar,
para \ € K tenemos que
A (wr +ws) = (Awy) + (Awa)

donde Aw; € W; y AMwq € Wa. Por lo tanto, las operaciones de sumay producto por escalares son cerradas
en W + Ws. Tenemos asi el siguiente resultado.

Proposicion 5.7

La suma W, + W, de los subespacios W7 y W5 es un subespacio vectorial de V.

Ejemplo 39. Veamos algunos ejemplos de sumas de subespacios.

1. Como vimos en la motivacién de esta seccién, tenemos que
R? = (R x {0}) + ({0} x R).

2. Sea F(R) el espacio vectorial real de todas las funciones f: R — R. Recordemos que una funcion
p € F(R) se dice par si
p(x) = p(—x), paratodo x € R.

Por ejemplo, las funciones 0, |z|, 2% (0 de manera mas general, " con n par) y cos(x) son ejemplos
de funciones pares. Por otro lado, una funcién i € F(R) se dice impar si

i(z) = —i(—=x), paratodox € R.

Como ejemplos de funciones impares, tenemos 0, z, 2° (0 de manera mas general, 2" con n impar)
ysin(x).

Hay que tener cierto cuidado con la terminologia que acabamos de introducir. El significado
de funcién par o impar no coincide con el concepto de nimero par o impar. Note por
ejemplo que 0, como niimero, es par pero no impar; sin embargo, como funcién, 0 es tanto
par como impar.

Toda f € F(R) da lugar a una funcién par y a una impar. En efecto, si a partir de f construimos la
funcién p: R — R dada por

x)+ j(—x
o) = LS
tenemos que p es una funcion par (jverifiquelo!). Similarmente, la funcién i: R — R dada por
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es una funcién impar. Mds aun, es claro que
f(z) = p(x) + i(z), paratodo z € R.

En otras palabras, toda funcién de R en R puede escribirse como suma de una funcién par mas
una funcién impar. Entonces, si P y Z denotan los subconjuntos de F(R) formados por todas las
funciones pares e impares, respectivamente, entonces

FR)=P+1I.
No olvide demostrar que tanto P como Z son subespacios vectoriales de F(R).

3. Considere el espacio vectorial M,,»,(R), junto con los subespacios formados por las matrices
simétricas y anti-simétricas:

S= {A € Mnxn(R)/A = At}a
A={Ae Muyn(R)/A=—At.

Entonces,
Mnxn(R) =5+ A.

Para comprobar esto, se puede adaptar la idea del ejemplo anterior. A saber, primero notemos que
toda matriz A € M,,«,,(R) da lugar a una matriz simétrica y a una anti-simétrica, a saber,

A+ At A— Al
2 Y 9

t At
A:(A+A>+<A A>’
2 2

se tiene entonces que M,,»»,(R) = S + A.

Observaci6én 5.8 \

Con los ejemplos que hemos visto anteriormente, vale la pena preguntarse sila construccion Wi +
W5 es una buena generalizacién dela interpretacién de R? comentada al principio de esta seccion.
Larespuesta es no. El plano R? tiene una propiedad de unicidad sobre sus elementos que W, + W,
no necesariamente tiene. A saber, todo elemento (z,y) de R? estd univocamente determinado por
el valor de sus coordenadas. Sin embargo, puede darse el caso en donde un mismo vector v de
W1 + W5 pueda representarse de dos maneras distintas, es decir wy + we = v = w’1 + w’2, donde
wy,w] € Wi, wa,wy € Wa, ywy # w) 0wy # wh. Veamos a continuacién un ejemplo de esto
altimo.

respectivamente. Como

Ejemplo 40. Considere M3y 5(RR) con los siguientes subconjuntos:

Wl_{(‘; *CCL ) /a,b,ceR} yWQ_{< _i Z)/x,y,ze]R}.

A modo de ejercicio, demuestre que W; y W5 son subespacios de May2(R). Veamos que

MQ)(Q(R) =Wy + Ws.
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Podemos escribir cada ( (Cl Z ) € My (R) como

a b\ (a+c —a-c n —c a+b+c
c d | 0 d c 0 ’

donde < “ 8_ ¢ —ad— ¢ ) eWry ( _z @t g te ) € Wj. Posteriormente, veremos en el Ejemplo

una forma maés corta de notar que Moy (R) = Wy + Wha.
Lasuma My (R) = Wi + W5 no es directa. Considere por ejemplo la matriz identidad /5. Podemos

notar que
1 -1 N 0 1\ _, _ 2 -2 N -1 2
0 2 0 —1 ) 227\ -1 o0 1 1)

Existe un tipo de suma de subespacios IW; + W, para el cual si es posible escribir cadav € W7 + W5 de
forma tinica como v = wy + we conwy € W7 y wy € Wa. Lo definimos a continuacion.

Definicién 5.11

Dados dos subespacios W; y W5 de un espacio vectorial (V, K, +, -), si para todo v € W + Wy
existen wy € Wi ywsy € Ws tinicos tales que v = w; + ws, entonces diremos que la suma W, + W
es una suma directa, y la denotaremos por

Wy @ Wa.

Verificar la condicién de la definicién anterior para probar si una suma de subespacios es directa o no,
puede resultar poco practico. Afortunadamente, existe el siguiente criterio para establecer cudndo una
suma de subespacios es directa o no.

Proposicion 5.8

Sean W, y W5 dos subespacios de un espacio vectorial (V, K, +, -). Entonces, la suma W; + W5 es
directa si, y sélo si, Wy n W = {0y }.

Demostracion: Supongamos primero que la suma W; + W es directa, y consideremos w € W1 n Wa.
Notamos que w € Wy + Ws. En efecto, como w € W1, podemos representarlo como vector en Wi + W
al hacer

w = w + Oy,

ya que Oy € Ws. Pero por otro lado, w = Oy + w con Oy € W7 y w € Ws. Entonces, para w tenemos dos
representaciones como vector en Wy + Ws. Como W; + W5 es una suma directa, se trata de la misma
representacion. Por lo tanto, w = Oy .

Ahora supongamos que W1 n Wa = {0y} y que v € Wy + W5 posee dos representaciones de la forma
v =w; +ws yv = w| + wh donde wy,w] € Wy y wa, wh € Wa. Entonces,

/ /
w1 + W2 = Wy + Wy
wy — W) = wh — wa.

Por un lado, w; — w'l € Wj ya que W7 es un subespacio vectorial. De manera anéloga, wg — wy € Who.
Como wy —w] = wh — ws, tenemos que wy — w) € Wi n Wy = {0y }. Entonces, w; —w}] = 0y . De esto se
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sigue que w; = w’1 ywsy = wé Por lo tanto, la representacién v = w; + wy de v como vector en Wy + Wy
es Unica. O]

Pasemos ahora al célculo de la dimensién de W; + W5 para el caso en el cual W; y W5 son subespacios
de un espacio vectorial finito-dimensional (V| K, +, ).

Teorema 5.4: un teorema de las dimensiones

Sea (V, K, +, -) un espacio vectorial finito-dimensional y W, y W5 dos subespacios de V. Entonces,

dimK(Wl 4 WQ) = dimK(W1) ar dimK(WQ) = dimK(W1 N WQ)

Idea de la demostraciéon: Para demostrar la igualdad enunciada, la idea es construir una base de W; +
W, convenientemente y contar sus elementos. Especificamente, a partir de una base de W; n W, se
obtienen pases de W; y de W5 por extension. La unién de estas dos bases serd una base de Wy, + Ws. [

Demostracion: Sea

812 = {wl, e ,wm}
una base de W; n W5, de donde dimg(W; n W) = m. Como Bj» es un subconjunto linealmente
independiente de W7, existe una base
By = {wi,..., Wm,u1,...,ug}

de W1 que contiene a 315, donde dimg (W) = m + k. De manera similar, existe una base
By = {w1y,..., Wn,v1,...,0}
de W5 que contiene a B5, donde dimg (Ws) = m + I. Veamos que
B=DB1uUBy={wi,...,Wp,ut,...,UV1,...,01}

es una base de W, + Wj. Note que después de demostrar esto, la igualdad en el enunciado serd una
consecuencia inmediata.

= B es linealmente independiente: Supongamos que tenemos escalares ai,...,Qm,31,. .., Bk,
Y1, ..., € Ktales que
ap-wyF Wy F U+ B up v oy v = Oy (5.8)
Luego,
VLY = W — = Qg Wey — B — = B uge
Porunlado, vy vy +- - -+7;-v; € Wa. Porotrolado, —ag -wy — - - — QWi — B1 U1 —+ - - — Bi - ug, € Wi

Por lo tanto,
vt e+ yu € Win Wa.

Luego, existen 61, . . ., §,, € K tales que
Yiovrd v =0 w e+ O W,
es decir,

(51"(1)1+"'+5m~wm+(*")/1)"l)1+"‘+(*’}/l)'vl=0v.
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Como By = {wy,...,wm,v1,...,v;} eslinealmente independiente, tenemos que
1= =0p=71=--=7=0.
Entonces, la combinacion lineal pasa a ser:
Q1w+ A QW+ P ur -+ B ug = Oy

Ahora, recuerde que By = {wy, ..., wm,u1, ..., us} eslinealmente independiente. De esto se sigue
quea; = -+ = = 1 = -+ = B = 0.Porlo tanto, todos los escalares en la combinacién lineal
(5.8) son cero, porlo cual B = B; U B; es linealmente independiente.

= Bgeneraa Wy + Ws:Seav = wy + wy € W1 + Wh, es decir, w; € Wy yws € W5, Como B; es base
de Wy, existen oy, ..., Qppyy Oppte1, - - -, itk € K tal que

Wy =01 W+ QWi + Q1 UL+ Qg - Uk
De manera similar, existen 51, ..., Bm, Bm+1, - - - » Bm+i € K tales que
wy =1 w1+t By Wi+ Brmr1 - 01+ + B - i
Luego,
v =witws = (a1+61) Wit A+ (Wm+Bm) Wi+ mi1- U+ + Qe U+ B 101+ -+ Brngivr
Por lo tanto, B genera a Wy + Wo.
O

Ejemplo 41. Volviendo al Ejemplo 40} calculemos la dimensién de W; + W, obviando el hecho de que
conocemos que May2(R) = W; + Wa. Por el teorema anterior, necesitamos conocer las dimensiones de
W1, Way Wi n Wa. Por un lado, podemos notar que

e [(8 )0 D e[ (G
e {(3 ). (8 8)- (3 Drm={( 1 0)(4 )5 )}

bases de W, y W5, respectivamente. Por otro lado,

w21 en) [ 2).(6 1))

donde B, = {( _} _(1) > , < 8 (1) >}es una base de W; n Ws. Por lo tanto,

dim]R(W1 + Wz) = dlmR(Wl) + dlmR(WQ) + dimR(Wl N WQ) =3+3—-2=4.

Tenemos asi que W + W5 es un subespacio de Moy 2(R) de dimension 4. Como dimg (Max2(R)) = 4,
concluimos que My (R) = Wy + Wh.

Escrito en BIgX por:

Marco A. Pérez, Ph.D.

Profesor Adjunto Grado 3

Instituto de Matematica y Estadistica “Prof. Ing. Rafael Laguardia”
Facultad de Ingenieria - Universidad de la Reptiblica

Oficina 122

mperez@fing.edu.uy

93



	SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES
	Sistemas de ecuaciones y su clasificación
	Transformaciones elementales
	Notación matricial
	Sistemas con parámetros
	Teorema de Rouché-Frobenius
	Sistemas homogéneos

	ÁLGEBRA DE MATRICES
	El conjunto de matrices
	Suma de matrices
	Producto de una matriz por un escalar
	Producto de matrices
	Traspuesta de una matriz
	Matrices invertibles
	Método para hallar la inversa de una matriz invertible
	Matrices elementales

	DETERMINANTES
	Definición inductiva de determinante
	Propiedades del determinante
	Relación entre determinantes y matrices invertibles
	Fórmula de Binet-Cauchy

	GEOMETRÍA EN EL ESPACIO
	ESPACIOS VECTORIALES
	Definición y ejemplos de espacios vectoriales
	Subespacios vectoriales
	Subespacios generados
	Independencia lineal
	Bases y dimensión de un espacio vectorial
	Sumas directas

	TRANSFORMACIONES LINEALES
	El concepto de transformación lineal
	Subespacios especiales asociados a una transformación lineal
	Teorema de las dimensiones
	Matriz asociada a una transformación lineal
	Operaciones entre transformaciones lineales  vs. operaciones entre matrices
	Cambio de bases
	Matrices semejantes

	DIAGONALIZACIÓN
	Valores y vectores propios
	Subespacios propios
	Polinomio característico de un operador lineal
	Operadores diagonalizables
	Multiplicidades algebraicas y geométricas de valores propios
	Descomposición de un espacio vectorial como suma directa de subespacios propios
	El Teorema de Gershgorin


