DETERMINANTES

En este capitulo estudiaremos una funcién
Mpxn(R) > R

del conjunto de matrices cuadradas n x n al conjunto de los ntimeros reales capaz de determinar si los
sistemas de n ecuaciones con n incégnitas, A X = b, son compatibles.

Esta funcioén, llamada determinante, no es facil de definir. De hecho, existen dos enfoques diferentes a
esta definicién:

= Enfoque combinatorio: Dada A = (a;;) € M,,xn(R), se define el determinante de A como

det(A) = Z signo(a) alg(l) . a20(2) ce a,w(n).

geS,

En esta férmula, S,, denota el conjunto de todas las permutaciones de orden n, es decir, o € S,
sio: {1,...,n} — {1,...,n} es una biyeccion. Por otro lado, el signo de o se define a partir del
ntmero de cruces que ocurre en una permutacién, dependiendo si este ntimero es par o impar. Por
ejemplo, la permutacién

en Sy tiene signo igual a —1 = (—1)?, porque tiene tres cruces.

Esta definicién de determinante es mas ttil ala hora de hacer demostraciones, y tiene més presencia
en cursos mds ortodoxos de dlgebra lineal. Sin embargo, a la hora de hacer célculos, la férmula
anterior resulta poco conveniente (jtenga en cuenta que S,, tiene n! elementos!). El enfoque que
daremos a la definicién de determinante es mds algoritmico e inductivo.

= Enfoque algoritmico-inductivo: Es el enfoque que vamos a seguir en este curso. Consiste en definir
det(A) mediante induccién sobre n. Es decir, vamos primero a definir el determinante para matrices
detamanon = 1yn = 2.Luego, suponiendo que “conocemos” cémo se define el determinante para
matrices de tamafno n — 1, damos una férmula para matrices de tamafio n. Esto lo desarrollaremos
en la siguiente seccidn.

La funcién determinante tiene aplicaciones dentro y fuera del dlgebra lineal y la geometria.
Mencionamos algunas como motivaciéon:
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1. Saber si una matriz es invertible y, en tal caso, dar una férmula explicita que calcule su inversa.

2. Determinar si un sistema de ecuaciones A X = b (donde A € M, «,(R)) es compatible
determinado, y en tal caso, dar una férmula explicita para su solucién (regla de Cramer).

3. Célculo del 4rea de un paralelogramo, y del volumen de un paralelepipedo.

Estas primeras aplicaciones son las que nos van a interesar en este curso, pero también podemos utilizar
las funciones de determinantes en las siguientes situaciones:

4. Célculo de valores propios de una matriz. Esto sirve para determinar si una matriz es semejante a
una matriz diagonal.

5. Clasificacién de puntos criticos de una funcién de dos variables que satisfaga ciertas condiciones
de diferenciabilidad.

3.1. Definicion inductiva de determinante

Sea A = (a;j) € Mpxn(R). Vamos a definir inductivamente cé6mo se calcula det(A).

= Paran = 1: Definimos el determinante de A = (a1;) simplemente como

det(A) =aly.

. . a1l a2
= Paran = 2: Definimos el determinante de A = ( a a > como
21 Q22

det(A) := a1 - a22 — a12 - a21.

» Paso inductivo: Supongamos que sabemos calcular det(A’) para cualquier matriz A’ €
M —1)x (n—1)(R). A partir de esto, definamos cémo calcular det(A) para

a11 a12 o a1 n—1 Q1n
a21 a22 o a2 n—1 A2n
A=
p—11 Gp—-12 **° OGp-1n-1 G0pn-1n
Gn1 an2 s Gn n—1 Qnn

Sea A;j € M(,_1)x(n—1)(R) la matriz que se obtiene eliminando la fila i y la columna j de A:

ail ar j—1 ai j+1 ain
A — Qi—11 " Qi—1j-1 Qi—1j+1 *°° Qi—1n
i =
J Air11 - Ai415-1 Giy15+1 0 Aitln
an1 An j—1 Gn j4+1 Qnn

A tal matriz se le conoce como matriz menor asociada al coeficiente a,;. Luego, se define mediante
la siguiente férmula:

det(A) :=(—=1)""ay; - det(A11) + (=1)* ag; - det(Agy) + - - -
-+ (—1)nil+1&n_1 1 det(A”_l 1) + (—1)"+1an1 . det(Anl).
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Al término (—1)"+ det(A;;) se le conoce como cofactor asociado al coeficiente a;;. A la expresion
anterior para calcular el determinante se le conoce como desarrollo por cofactores. Note que en
tal desarrollo, se han tomado los cofactores que se generan a lo largo de la primera columna de A.
Mas adelante, mediante las propiedades, veremos que se puede hacer el desarrollo por cofactores
alo largo de cualquier fila (o columna) de A.

Hagamos algunos ejemplos para entender cémo funciona la férmula anterior.

Ejemplo 22. Calcular los determinantes de las siguientes matrices:

1. Ry = ( cos(f) —sin(6)

sin(6) cos(0) ) (matriz de rotacién de dngulo 6 alrededor del origen).

det(Ry) = cos(f)-cos(6)—sin(f)-(—sin(0)) = [cos(#)]?+[sin(6)]? = 1 (identidad trigonométrica fundamental).

0 2 0
2. A= 4 0 0
-8 5 —10

gz g2 0

det(A) =0- (=1)'* . det 40 0 |+4-(=1)*""det A9 g

~& 5 —10 =8 5 -10

—0~1-det(g 18>+4-(—1)-det( 2 18>+(—8)~1-det( )

5
—0—4(2-(~10)=0-5)—8(2-0—0-0) = —4(—20) — 8- 0 = 80.
1 0 0 0
3 0 2 0
$B=1 9 40 o
0 -8 5 —10
5 0% b R
0 2 0
— (_1\1+1 1. _1)\2+1  a.
det(B) = (—1) 1-det 7 4 0 0 + (-1) 3 - det 7 40 0
g -8 5 —10 g -8 5 —10
1 00 0 1 00 0
3L (o 3 0 2 0 IRTYES I 3 0 2 0
+ (-1 (2)det7%4ﬂ ﬂ+(1) Odet%40 0
g -8 5 —10 g -8 3 -0
0 2 0 0 0 0 0 0 0
=det 4 0 0 |—3-det 4 0 0 | —2-det 0 2 0
-8 5 -—10 -8 5 —10 -8 5 —-10

Como ejercicio, calcule los dos ultimos determinantes y constate que valen cero. Luego, por el
ejemplo anterior, tenemos que

det(B) =80 —3-0—2-0 = 80.

Gracias a las propiedades de los determinantes que vamos a enunciar en la siguiente seccion, este
célculo (y el de cualquier determinante) se podrd hacer de manera mads sencilla.
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3.2. Propiedades del determinante

El determinante es una funcién muy rica en propiedades lineales y combinatorias. Vamos a describir la
mayoria de estas propiedades a continuacién. Aplicadas correctamente, estas propiedades simplifican de
manera considerable el calculo de cualquier determinante. En términos generales, la idea es aplicar a la
matriz A operaciones elementales y calcular el determinante de cualquiera de sus formas escalerizadas,
ya que este tipo de matrices estd entre los que tienen determinantes m4s féciles de calcular.

Dividiremos las propiedades del determinante en varios grupos, para tener una mejor deferencia
cuando necesitemos invocarlas. En lo que sigue, hay ocasiones en las cuales nos serd mas cémodo
representar una matriz A € M,,«,,(R) como el arreglo

Fi(A)
A szA)
Fu(4)

formado por sus filas.

Proposicion 3.1: propiedades de linealidad por filas

Para A € M,,«,(R) se cumplen las siguientes afirmaciones:

= [aditividad en cada fila]: Si B € M/ «,,(R), entonces
Fi(A) Fi(4) Fi(A)

det | Fi(A)+B |[=det| F;(A) |+det B

F.(4) F(4) F(4)

= [homogeneidad en cada fila]: Para cada « € R, se tiene

Fi(A) Fi(A)

En resumen, el resultado anterior nos dice que el determinante es una funcién lineal por filas, es decir,

Fi(A) Fi(4) Fi(A)
det | aFi(A)+B |=adet| Fi(A) |+det B

Fal4) F(4) F(4)
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Es muy importante que la linealidad en det(—) ocurre a nivel de las filas de la matriz, no a nivel
del argumento de la funcién. Es decir, no es cierto que

det(A + B) = det(A) + det(B) y det(a A) = adet(A).

Por ejemplo, si consideramos las matrices A = < (1) [1) >yB = ( _01 _01 ),podemosver que

det(A+ B) =0y det(A4) = det(B) = 1.

Ademas,
2 0

det(2 A) = det ( 0 92

) =4y 2det(A) =2.

Ahora, si es cierto que lo siguiente.

Corolario 3.1

Para toda matriz A € M,,«,»(R) y todo « € R, se tiene que

det(a A) = o™ det(A).

Demostracién: La idea es aplicar la propiedad de homogeneidad por filas en cada fila de A (n veces):

a Fi(A) Fi(A) Fi(A) Fi(A)
det(ad) = det ) F?<A) —adet| F2 W o? det F2EA) — ... =a" det FQFA)
aFT;(A) aF,;(A) aF,;(A) Fn(A)

= o det(A).

Proposicion 3.2: determinantes bajo transformaciones elementales

Para A € M, «,(R), sean A, Ay y A3 las matrices resultantes de aplicarle a A la transformacién
elemental o F;, F; « F; y F; < (F; + o F}), respectivamente. Entonces:

n det(A;) = adet(A).
s det(As) = —det(A).
= det(As) = det(A).
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Proposicién 3.3: anulacién inmediata del determinante

Para A € M, (R), se tiene que
det(4) =0

si ocurre alguna de las siguientes condiciones:

1. A posee una fila nula.

2. A posee dos filas iguales.

3. Atieneuna fila que es combinacion lineal de las filas restantes. Es decir, existeni € {1,...,n}
yay,,...,a; € Reconjy <--- < jrpen{l,...,n} tales que
Fi(4) = aj, Fjy (A) + - + ay, Fy, (A).
Ejemplo 23. Determine los valores de A € R para los cuales
1 2 3
det { A A+1 A+2 |=1.
4 5 6
Usando las propiedades anteriores, tenemos que
1 2 3 1 2 3 1 2 3
l=det| X A+1 X+2 |=det| A X X |+det| O 1 2 (aditividad por filas)
4 5 6 4 5 6 4 5 6
1 2 3 1 2 3
Il=Adet| 1 1 1 J+det|{ O 1 2 (homogeneidad por filas)
4 5 6 4 5 6
0 1 2 1 2 3
l=Adet{ 1 1 1 |+det|{ O 1 2 (F; < (F; + a F}))
01 2 0 -3 —6
1=X-0+0. (filas coincidentes y/o combinacion lineal)

Por lo tanto, no existe A € R que satisfaga la igualdad planteada.

Ahora que tenemos méds propiedades a la mano, volvamos a calcular el determinante del Ejemplo[22} 3.

100 0
3 0 2 0

Ejemplo 24. Para B = 9 4 0 0 , tenemos
0 -8 5 —10
1 00 0 1 0 0 0
3 0 2 0 0 0 2 0
det(B) = det 9 4 0 0 |= det 0 4 0 0
0 -8 5 —10 0 -8 5 -10
1 00 0
0 01 0
=2-4-det 0 10 0
0 -8 5 —10
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1 0 0 0
0 0 1 0 .
= 8det 01 0 0 (aplicando Fy <« (Fy + 8F5)y Fy < (Fy — 5F}))
0 0 0 -10
1 0 0 O
01 0 O . .
= —80-(—1) det 00 1 0 (homogeneidad y aplicando F» <« F3)
0 0 0 1

=80 - det(I4) = 80.

Un ejercicio sencillo consiste en ver que el determinante de la matriz identidad vale 1. Tal resultado
coincide justamente con multiplicar los coeficientes de la diagonal. Esto no es casualidad, sino
consecuencia de una propiedad mas general, que enunciamos a continuacién.

Proposicion 3.4: determinantes de matrices especiales

» [determinantes de matrices triangulares|: Sea A € M, ,(R) una matriz triangular
superior o triangular inferior, es decir, A es de la forma

air a2 Q11 a1n a1 0 000 0 0
0 ax -+ axn a2n, ao1 azy - 0 0
: 0
0 W co0 @p—ilp=i @p—ilp p-11 Gp-12 °** Gp—1pn—1 O
0 0 o 0 Ann anl An2 o Ap n—1 Apn
Entonces,

det(A) = a11 - @22 A1 n—1Gnn-

= [determinantes de matrices por bloques]: Sea A € M, x,(R), B € M;,,xm(R)yC €
M m (R). Entonces,

A O
det < 0. B ) = det(A) - det(B).

Ejemplo 25. Calcule el determinante de las siguientes matrices:

3.0 03 0
3 0 -2 0 0
1.LA=| 0 -1 0 0 -3
0 0 03 3
0 -1 20 1

1 0 01 0 1 0 01 0

-3 0 -2 0 0 0 0 -2 3 0

det(A)=3-3det| 0 -1 0 0 —3 |[=9det| 0 -1 0 0 -3

0 0 01 1 0o 0 01 1

0 -1 20 1 0 0 20 4



1 0 01 0 1 001 0 1 001 0
0 0 -2 3 0 0 00 3 4 0 000 1
—18det| 0 -1 0 0 -3 |[=18det| 0 -1 0 0 -3 [=18det| 0 -1 0 0 -3
o 0 0 1 1 0 00 1 1 0 00 1 1
0o 0 10 2 0 010 2 0 010 2
1 001 0 1 001 0
0 -1 0 0 -3 0 -1 0 0 -3
——18det| 0 0 0 0 1 |=18det|{ 0 0 1 0 2 [=18-1-(-1)-1-1-1=—18.
0 00 1 1 0 00 1 1
0 010 2 0 000 1
3 -1 8 4 2 1
0 57 1 -3 6
1 10 2 1 -5
2A=1 1 10 10 o0 20
2 20 -3 5 0
3 30 0 4 1
3 -1 8 4 2 1 3 -1 8 4 2 1
0 57 1 -3 6 0 57 1 -3 6
1 10 2 1 -5 1 10 2 1 -5
det(A)=det | 1 1 g 10 0 20 [T 0 00 12 1 15
2 20 -3 5 0 0 00 -7 3 10
3 30 0 4 1 0 00 —6 1 16
3 -1 8] 4 2 1
??g;’i’_g 3 -1 8 12 1 15
= det = det 0 5 7 |-det -7 3 10
0 0 0|12 1 15 L1 6 116
0 0 0|-7 3 10
0 0 0|-6 1 16
0 -4 8 1 01 —2 0 25 —57
—det| 0 5 7 3 10 — —4det| 0 5 7 |-det| 0 —11 52
1 10 11 0 1 -2 6
) 25 —57
_ _A. C(_1)\3+1 . 3+1
e det(5 7) - ( 52)
— —A(7+10)(25 - 52 — 11 - 57) = —68(1300 — 627) = —68 - 673 = —45764.

Proposicidn 3.5: invariancia bajo transposicion

Para toda matriz A € M,,»,,(R), se cumple que det(A) = det(A").

La propiedad anterior implica que todas las propiedades del determinante relativas a las filas de una
matriz son también vélidas al aplicarse a las columnas. Por ejemplo, si intercambio dos columnas en una
matriz, su determinante cambia de signo. Otra consecuencia de esto es que el desarrollo por cofactores
puede hacerse a lo largo de cualquier fila o de cualquier columna de la matriz. Hagamos un ejemplo al
respecto.
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13 2 -6
. . . 1 2 -2 =5
Ejemplo 26. Calcule el determinante de la matriz A = 9 4 _2 _g
2 4 0 -9
1 3 2 —6 1 3 2 6
2 5 0 —11 143 2 5 g —11 25 -l
det(A) = 3 7 0 —15 =2-(=1)""det 3 7 ¢ —15 = 2 det Z; Z —_13
2 4 0 -9 2 4 4 -9
2 5 —11 0 1 -3 1 2 -
=2det | 1 2 —4 |=2det| 1 2 —4 |=-2det| O 1 -3
0 -1 2 0 -1 2 0 -1 2
1 2 —4
=—2det| 0 1 3 |=-2-1-1-(-1)=2.
0 0 -1

3.3. Relacion entre determinantes y matrices invertibles

En esta seccién nos enfocaremos en demostrar el siguiente criterio de invertibilidad para matrices
cuadradas.

Teorema 3.1

Una matriz A € M,,«,,(R) es invertible si, y sélo si, det(A) # 0.

Antes de demostrar este teorema, necesitamos una serie de herramientas previas. Podemos usar lo que
sabemos hasta el momento sobre matrices elementales. Si R denota la forma escalerizada reducida de A,
sabemos podemos hallar un nimero finito de matrices elementales E1, . . ., E} tales que

Ey---EiA=R.

Sabemos que A es invertible si, y sélo si, R = I, «,. Luego, tiene sentido estudiar los determinantes de
matrices elementales si queremos demostrar el teorema enunciado anteriormente.
Comencemos entonces con el siguiente resultado.

Proposicién 3.6

Considere las transformaciones elementales a F; (cona # 0), F; < F; y F; — (F;+a F}),ysean
E;, E, y F5 las matrices elementales asociadas a cada una de las transformaciones anteriores,
respectivamente. Entonces,

det(Ey) = a, det(F2) = —1 ydet(Es) = 1.

En particular, toda matriz elemental tiene determinante no nulo.
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Demostraciéon: El resultado es consecuencia de la Proposicion En efecto, como F,, Es vy E3 se
obtienen de aplicar a F; (con o # 0), F; < F; y F; — (F; + a F}), respectivamente, a la matriz identidad
I, «n, tenemos que:

det(E)) = adet(lyxn) = a-1=aq,
det(Fy) = —det(Ixn) = —1,
det(E3) = det(Ixn) = 1.

A continuacién enunciamos una versién un poco mas general del resultado anterior.

Proposicion 3.7

Sea A € M, «,(R) y E; una matriz elemental (con ¢ = 1,2, o 3, y haciendo referencia a la
nomenclatura de la proposicién anterior). Entonces,

det(E; A) = det(E;) - det(A).

Demostracién: Debemos hacer un anélisis por caso, dependiendo de la transformacién elemental que
define a E;. Enlo que sigue, denotaremos por B ala matriz que se obtiene aplicando a A la transformacién
elemental correspondiente a F;.

= Caso i = 1: Por la Proposici6n|3.2]y la proposicion anterior, tenemos que
det(B) = adet(A) = det(E}) - det(A).
Por otro lado, por la Proposicion 2.8 tenemos que B = E; A. Por lo tanto,

det(Ey A) = det(Ey) - det(A).

= Casost¢ = 2 e4 = 3: Se siguen de manera analoga al anterior.

O

Aplicando el resultado anterior un ndmero finito y arbitrario de veces, tenemos la siguiente
consecuencia.

Corolario 3.2

Sea A e My,xn(R)yE1,..., Ex € M, x,(R) matrices elementales. Si B = E}, - - - E1 A, entonces

det(B) = det(Ey) - - - det(E7) - det(A).

Estamos ahora listos para demostrar el teorema principal de esta seccion.

Idea de la demostracién del Teorema[3.3t Sea R € M, ,(R) la forma escalerizada de A. Vamos a
buscar una relacién entre los determinantes de A y de R. Como mencionamos anteriormente,

R=E, - EA
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donde F, ..., E; € M;,x,(R) son matrices elementales. Por el corolario y propiedades anteriores,

tenemos que
det(R) = det(Fy) - - - det(Fy) - det(A).

Como det(Ey), . ..,det(E1) # 0 por la Proposicion [3.3) tenemos entonces que det(A) # 0 si, y s6lo si,
det(R) # 0(oequivalentemente, det(A) = 0si, ysélosi, det(R) = 0). Luego, determinar si A es invertible
0 no pasa por evaluar el determinante de la forma escalerizada reducida R. O

Demostracién del Teorema|(3.3}
= (=): Supongamos primero que A es invertible. Luego, R = I,,x,. Queda entonces que
det(R) = det([xn) =1 # 0,
lo cual implica que det(A) # 0 por las observaciones anteriores.

= (=): Probaremos esta implicacién usando un método de demostracién conocido como “prueba
del contrarreciproco”. Consiste en los siguiente: probar la implicacién

det(A) # 0 = Aesinvertible,
es equivalente a probar la implicacién contrarreciproca, a saber,
Ano es invertible = det(A) = 0.

Supongamos entonces que A no es invertible. Luego, como rg(A) < n en este caso, debe ocurrir
que R tenga al menos una fila de ceros (recuerde que el rango de A se define como el namero de filas
no nulas de su forma escalerizada reducida R). Por propiedades del determimante, esto conlleva a
que det(R) = 0, lo cual a su vez implica que det(A) = 0.

O

3.4. Formula de Binet-Cauchy

En esta ultima seccién estudiaremos como calcular el determinante de un producto de matrices. Ya
sabemos que si E € M,,«,(R) es una matriz elemental y A € M, y,(R) es una matriz cualquiera,

entonces
det(EA) = det(F) - det(A).

Es natural preguntarse si la propiedad anterior también vale al cambiar E por una matriz cualquiera B €
M xn(R). La respuesta es si, gracias a un resultado conocido como la férmula de Binet-Cauchy, la cual
vamos a demostrar.

Teorema 3.2: Férmula de Binet-Cauchy

Sean A, B € M, «x,(R). Entonces, det(AB) = det(A) - det(B).

Idea de la demostracién: Debemos conectar de alguna forma el Corolario (caso particular de la
férmula de Binet-Cauchy) con lo que se quiere probar. Entonces, nos hacemos la pregunta: ; A se puede
escribir siempre como producto de matrices elementales, y asi la férmula seria consecuencia directa del
mencionado corolario? La respuesta es no, en general. Recuerde que A se escribe como producto de
matrices elementales si, y sélo si, A es invertible. Entonces, debemos dividir nuestra demostracién en
un andlisis por casos: cuando A es invertible y cuando no lo es. O
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Demostracion:

= Caso donde A es invertible: Escribimos A = F - - - Ei, donde E1, . .., E}), son matrices elementales
(verel Teorema. Luego, por el Corolario|3.3|tenemos

det(AB) = det(F; - -- ExB) = det(Ey) - - - det(Ey) - det(B).
Aplicando nuevamente el Corolario(haciendo B = I,,«,, en su enunciado), obtenemos
det(Ey) - -det(Ey) = det(Ey - -- Ey).

Por lo tanto,
det(AB) = det(E; - - - Ey) - det(B) = det(A) - det(B).

= Caso donde A no es invertible: En este caso, sabemos que det(A) = 0 por el Teorema Entonces,
la férmula de Binet-Cauchy va a cumplirse si det(AB) = 0, es decir, si AB no es invertible. Esto
ultimo en efecto ocurre, ya que AB es invertible si, y s6lo si, A y B lo son (o equivalentemente, AB
no es invertible si, y sélo si, A no es invertible o B no es invertible). Por lo tanto,

det(AB) =0 = 0-det(B) = det(A) - det(B).

Finalizamos con algunas consecuencias de la férmula de Binet-Cauchy.

Corolario 3.3

Las siguientes igualdades se cumplen:

1
1. Si A € M, »,(R) esinvertible, entonces det(A™!) = Jot(A) @

2. Sea A € M, x»(R), y denotamos por A" el producto A - - - A (n veces). Entonces,
det(A™) = [det(A)]™.

En particular, det(A?) = [det(A)]%.

Ejemplo 27.
1. Sabiendo que det(A) = 2y det(B) = 3, calcular det(A?B™).

Aplicamos las propiedades anteriores paso a paso:

1

. e 2 .
det(B) 2

det(A2B™1) = det(A?) - det(B™!) = [det(A)]?

2. Calcule det(A — B) sabiendo que det(A) = 3, det(A? + AB) = 6 ydet(A®> + AB— BA— B?) = 4.

La idea es factorizar las expresiones dentro de los determinantes y aplicar las propiedades para
poder despejar lo que queremos calcular. En efecto, como

A + AB—BA—-B*=A(A+B)-B(A+ B)=(A—-B)(A+ B),
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tenemos que

4 = det(A% + AB — BA— B?) = det((A — B)(A+ B)) = det(A — B) - det(A + B).

Entonces, necesitamos det(A + B) para llegar al resultado. Para eso, tenemos los datos restantes del
problema:
A? + AB = A(A + B),

6 = det(A® + AB) = det(A(A + B)) = det(A) - det(A + B) = 3det(A + B).
De lo anterior se tiene que

det(A + B) = 2.
Luego,

4 = det(A — B) - det(A + B) = 2det(A — B).
Por lo tanto, det(A — B) = 2.
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