ALGEBRA DE MATRICES

En este capitulo estudiaremos la base del lenguaje del dlgebra lineal: las matrices. Ellas son arreglos
rectangulares de nimeros reales (aunque puede permitirse el uso de otros conjuntos numéricos, como
el conjunto C de los ndmeros complejos), que guardan informacién de distintos objetos estudiados en
dlgebralineal. Yahemos visto por ejemplo que un sistema de ecuaciones puede representarse en términos
de su matriz asociada y su matriz ampliada, pero ademads, esas matrices guardan mucha informacién
sobre el sistema, ya que la relacién entre sus rangos determina si dicho sistema es compatible. Las
matrices también aparecerdn en otras dreas de estudio del dlgebra lineal, como la geometria en el espacio
y en la teoria de espacios vectoriales y transformaciones lineales.

2.1. El conjunto de matrices

Si bien ya sabemos qué es una matriz, volvamos a declararlo en la siguiente definicién, y asi aprovechar
de introducir parte de la notacién que estaremos utilizando a futuro.

Definicion 2.1 .

Una matriz de m filas y n columnas es un arreglo rectangular de ntimeros reales (o complejos),
representado como

a11  ai2 G1n

a21 a22 a2n,
A=

Aml Am2 - Gmn

A cada elemento a;; € R (0 a;; € C) se le denomina entrada o coeficiente (¢, j) de la matriz A,
dondei € {1,2,...,m}yj e {1,2,...,n}. Es decir, i y j determinan la posicién de a;; dentro de
la matriz, 7 indicala fila y j la columna en las cuales a;; estd ubicado. El producto simbélico m x n
se conoce como orden, tamafio o dimension de la matriz A.

De manera mas compacta, las matrices también pueden denotarse como

A= ((ai;)Zym 0 A= ((ai;)) 0 A= (ai).

j=1,...,n

Nos decantaremos por la dltima notacién, cuando ya el nimero de filas y columnas estén
sobreentendidos.

21



El conjunto de todas las matrices de m filas y n columnas con coeficientes en R serd denotado por
M (R).

Por el momento, trabajaremos tinicamente con matrices con coeficientes en R.

Antes de definir operaciones entre matrices, debemos saber primero cudndo dos matrices son iguales.

Se define en M,,, ., (R) la relacién de igualdad
A= B,

donde A = (a;j) y B = (b;;) como

A =B sia;; =b;; paratodoie {1,...,m} y je{l,...,n}.

En otras palabras, dos matrices (de la misma dimensién) son iguales si coinciden coeficiente a coeficiente.

Ejemplo 11.
1. Las matrices N
8 1 T 4 —4/2
A= B = .
<—2 1/2)y <8 1/3 0)
no son iguales, por tener tamafos diferentes.

2. Las matrices
A:(l 2 3)yB:(3 1 2)

son diferentes aunque sus coeficientes tomen todos los valores en el conjunto {1, 2, 3}.

3. Las matrices

1 -1 20 1 -1 20
A=|3 0 -5 |yB=| -5 0 -5
2 7 —4 2 7 —4

no son iguales, porque no coinciden en el coeficiente (2, 1) (a pesar de si hacerlo en el resto de los

coeficientes).

4. Alas matrices de la forma
A — ( a as e A, )

1xn

se les conoce como matrices fila, mientras que a aquéllas de la forma

by
ba

bm

mx1

se le conocen como matrices columna.

2.2. Suma de matrices

Comenzaremos estudiando la primera operacién entre matrices, la suma.
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Definicién 2.2

Dadas dos matrices A = (a;;), B = (b;j) € My xn(R), se define susuma como lamatriz A + B €
M xn(R) dada por
A+ B := (aij a4 b”)

Es decir, para sumar dos matrices (del mismo tamario), debemos sumar coeficiente-a-coeficiente.

Ejemplo 12. Al sumar las matrices
3 -1 8 1 -7 1
A=<1 0 5>YB=< 423)

3411 —1-7 8+1\ (14 -8 9
1+5 0-2 5+3 )\ 6 -2 8 )"

se obtiene
A+ B - (

La suma de matrices toma dos elementos en M, «, (R) y le asocia un elemento en ese mismo conjunto.
Esto se conoce como operacién binaria, y suele denotarse como

+: men(R) X men(R) - men(R)
(A4,B)— A+ B,

Probemos en el siguiente resultado las propiedades de la suma, las cuales se heredan de las propiedades
homoénimas en R.

Proposicion 2.1: propiedades de la suma ~

» [propiedad conmutatival: Para todas A, B € M., «,(R), se tiene que

A+B=DB+A.

s [propiedad asociatival: Para todas A, B, C € M, x,(R), se tiene que

(A+B)+C=A+(B+0).

= [existencia del elemento neutro|: Existe una tinica matriz 0,,,»,, € M, (R) tal que
A4 Opxn =A

paratoda A € M, «,(R).

= [existencia del elemento opuesto]: Para cada A € M,,x,(R), existe una tnica —A €
Mmxn(R) tal que
A+ (—A) = Opmxn-

Idea de la demostracién: En todas las afirmaciones se debe demostrar una igualdad entre matrices,
por lo que se debe aplicar la definicion de la relacién de igualdad en M., (R). Por otro lado, en las
demostraciones donde se pide probar la unicidad de un elemento x que satisface cierta propiedad P, se
asume la existencia de otro elemento =’ que también satisface P, y se demuestra que = = '
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Demostracién: Demostramos las propiedades en el orden que se enuncian.

» Consideremos A = (a;;) y B = (b;;). Luego, como la suma en R es conmutativa, se tiene
A+ B = (aij) + (bij) = (aij + bi;) = (bij + ai;) = (bi;) + (ai;) = B+ A.
» Consideremos A = (a;;), B = (b;;) y C = (Cj;). Luego, como la suma en R es asociativa, se tiene
(A+ B) + C = (ai; + byy) + (ci) = (a5 + bij) + cij) = (aij + (bij + ¢i5)) = A+ (B+C).

= Primero veamos que existe tal 0, x,,. Definimos la matriz

Omxn:: . . . . B

mXxXn

es decir, 0;; = 0 € Rparatodoi € {1,2,...,m}yj € {1,2,...,n}. Luego, por la propiedad del
elemento neutro en R, se tiene para cualquier A = (a;;) € M, xn(R) que

A+ Omxn = (aij +0i5) = (ay; +0) = (ai;) = A
Ahora probemos la unicidad de 0,, x ,. Supongamos que existe 0’ € M., «,,(R) tal que
A+0 =4

paratoda A € M, «,(R). Haciendo A = 0,,«, (se toma una A particular) en la igualdad anterior,
se tiene
Omxn + 0/ = Omxn-

Por otro lado, de la parte anterior de la demostracion se tiene que
0" =0"+ Omxn = Opxn + 0.

Conectando las dos igualdades anteriores, se tiene que 0’ = 0,,,,. Por lo tanto, el elemento neutro
O xn delasuma en M,, x,, (R) es tinico.

» Sea A = (a;;) € My xn(R). Definimos —A € M,,, «,,(R) como

—a11  —ai2 - —01in

—a21 —a22 o —a2n
—A = (—ai;) =

—Qm1 —Qam2 —Qmn

Luego,
A+ (=4) = (ai; + (—aij)) = (0i5) = Omxn,
debido a la propiedad del opuesto de la suma en R. Probemos que tal matriz — A es la tinica que
satisface la propiedad A + (—A) = 0,,x». Supongamos entonces que existe B € M, »,,(R) tal que
A + B = 0,,,xn(R). Por las propiedades anteriores, se tiene:
A+ B =0mxn
—A+(A+B)=—-A+ 0mxn
(FA+A)+B=-A
(A+(-A4)+B=-A
Opxn + B=—-A
B=—-A.
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2.3. Producto de una matriz por un escalar

Otra de las operaciones basicas aplicables a M, x,,(R) es el producto por un escalar.

Definicién 2.3 ~

Dadaunamatriz A = (a;;) € My, xn(R)ya € R, se define el producto de A por el escalar e como
la matriz o« - A € M« (R) dada por

a-A:=(a-a;).

Es decir, para multiplicar A por «, debemos multiplicar todos los coeficientes de A por «. Para
simplificar, esta operaciéon también se denota por

aA.

La operacion anterior es lo que en matemaética se conoce como una accién de R sobre M, ., (R):

R X Muxn(R) = My xn(R)

(a, A) — a A.
Ejemplo 13.
2 —
1. Para A = 6 4 |ya=1/2, setiene
—22 24
1 1
2 (-4
2 —4 % 2§ ) 1 -2
- 6 4 |= -6 —4 = 3 2
—99 24 12 £ 11 12
5 (-22) 24

2. Sea I, xn € My, (R)lamatriz cuadrada de n filas y n columnas dada por

10 - 00
01 --- 00
Inxn =
0 0 10
0 0 0 1

nxn
Es decir,
1 sii=j,
I _{ 0 sii#j.

A esta matriz se le conoce como matriz identidad.

A toda matriz de la forma « I,,«,,, con « € R, se le conoce como matriz escalar.

Enunciemos a continuacién algunas de las propiedades del producto por un escalar. La demostracién
de las mismas se deja como ejercicio.

25



Proposicién 2.2: propiedades del producto por un escalar

Las siguientes afirmaciones valen para cualesquiera A, B € M« (R) ya, 8 € R.

= [propiedad asociativa]:

(aB) A=a(BA).

= [elemento neutro]:

1A=A.
= [propiedad distributiva respecto a la suma de escalares]:

(a+pB)A=aA+pA

= [propiedad distributiva respecto a la suma de matrices]:

a(A+B)=aA+aB.

2.4. Producto de matrices

Esta seccion esta dedicada a lo que probablemente sea la operacién mds importante entre matrices.
Un problema con esta operacion es que a priori no tiene una definicion intuitiva (a diferencia de la suma
y del producto por un escalar), y por ende pensamos que es conveniente dar un par de motivaciones
geométricas antes de dar la definicién precisa de qué significa multiplicar dos matrices Ay B para obtener
una nueva matriz A - B. Previo a presentar estas motivaciones convengamos en que para multiplicar A
y B, deberd cumplirse que el nimero de columnas de A coincida con el niimero de filas de B, es decir,
A€ Myyxp(R)yB € My, (R), conmyn arbitrarios. Entonces, el producto o multiplicacién de matrices
serd una operacion de la forma

sl men(R) X Mpxn(R) - men(R)
(A,B) — A- B.

Ejemplo 14 (Motivacién 1 - casom = 1yp = 1). Supongamos que tenemos las matrices
1 1 1
A= — —& B = .
( V2 V2 ) ! ( 0 )

Multiplicar estas dos matrices corresponde a hacer la operacién

1 1 1
— 14— 0= —.
V2 V2 V2

Entonces, A - B = (1/+/2). Esta operacién también podemos representarla como:

1
(o)-7
A—(i i)‘(i 14— 0)=A-B
S NV2 V2 V2 V2 -
Geométricamente, podemos pensar en Ay B como vectores en el plano R?, y notar que A-B es justamente

el coseno del dngulo que se forma entre Ay B (en este caso 45 grados sexagesimales o, equivalentemente,
/4 radianes):

a1 -bi1 +aiz-boy =
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0.5
AT A
0 0.5 1
De manera mds general, si tenemos

b1
ba1

A:(a11 aip - alp)yB:
bp1

entonces

P
A-B=(ai-big+a -by+-+ay by )= ( Zalk'b’“ >’
k=1

aunque por supuesto para p > 3 se pierde la representacién geométrica de A - B como el coseno de un
angulo.

Ejemplo 15 (Motivacion 2 - caso m = 2y p = 1). Considere las matrices

N €
2 2 2
a=| 2 |ve=| ¥

V22 V2
En este caso, la idea de operar A - B viene del ejemplo anterior. Concretamente, se calcula F;(A) - By
F5(A) - B, donde F;(A) denota la i-ésima fila de A:

iy
Vg
NG
RIS N 2 TR U T
2 wl/\wutav

Geométricamente, en este caso multiplicar A por B representa rotar al vector B alrededor del origen en
un angulo de /4 radianes:
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De manera mads general, si tenemos

b11

ann a1 o ay ba1
A= y B = .
az1 ag - Ay :

bp1

entonces

p
Z ag - bra
=1

p
> ask - bra
k=1

aunque por supuesto para p > 3 se pierde la representaciéon geométrica de A - B como la rotacién de B
alrededor del origen a razén de cierto dngulo.

Una cosa que podemos notar de los ejemplos anteriores es que, para determinar el término ij de A - B,
necesitamos la fila i de 4, la columna j de B'y operar F;(A) - C;(B) como en el Ejemplo|14] Pasamos
entonces a estar listos para definir formalmente el producto entre matrices.

Definicién 2.4

Sean

)

A.-B— a11-bir +aiz-bor + -+ ayp by _
a1 - bi1 + agn - bay + -+ agp - by

A€ Mpxp(R) y Be Mpxn(R)

dos matrices con las dimensiones indicadas. Se define el producto o multiplicacién entre Ay B
como la matriz
A-Be€ My xn(R)

(o simplemente AB) cuyo coeficiente ij (coni € {1,...,m}yj € {1,...,n}) estd dado por

(A-B)yj = Fi(4)- C4(B) = ) aix - buy.
k=1
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Es decir,

by - by - bin
byy o+ by - b
. =B
bpl bpj bpn pxn
a1 a2 - aip
A= a;1 2B Qip cee ailbij + aigbgj + -+ aipbpj cee =A-B.
mxn
am1 Am2 - OGmp mxp
1 0
. | -2 3 (06
Ejemplo 16. Sean A = 5 4 yB—(3 8 _9 ).Luego,
0 1
0 6 1
3 8 —2
1 0 1-0+0-3 1-6+0-8 1-140-(-2) 0 6 1
-2 3 -2-0+3-3 —2-64+3-8 —2-1+3-(-2) | _ 9 12 -8 _ AB
5 4 5:-0+4-3 5:-6+4-8 5-1+4-(-2) | 12 62 -3 | ’
0 1 0-0+1-3 0-6+1-8 0-141-(-2) 3 8 =2

Observacion 2.1

El producto de matrices no es conmutativo. Para empezar, aunque A B esté definido, puede darse
que BA no, porque el nimero de columnas de B puede no coincidir con el nimero de filas de A.
Esto ocurre por ejemplo con

10
A=(110)yB= ; ?,

donde se puede calcular AB, pero BA no.
Incluso en el caso en el cual tanto AB como BA estén definidos, no necesariamente va a ocurrir
que AB = BA. Considere por ejemplo las matrices

(3 2)ro-(3 1)

1 1 1 -1
AB=<0 _1>peroBA=<0 _1>.

Puede notar que
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Si bien la conmutatividad no se cumple para el producto de matrices, hay propiedades que silo harén,
las cuales probaremos a continuacion.

Proposicidn 2.3: propiedades del producto de matrices ~

[propiedad asociatival: Si A € M,,,«,(R), B € My ,(R) yC € My« (R), entonces
(AB)C = A(BC).

» [propiedad distributiva 1]: Si A, B € My, ,»(R) yC € M,y (R), entonces
(A+ B)C = AC + BC.

[propiedad distributiva 2]: Si A, B € My, (R) yC € M,,«,(R), entonces

C(A+ B)=CA+CB.

= Si A e M,,xn(R), entonces

Lnsxm A=Ay Al x, = A.

Idea de la demostracién: En todas las afirmaciones se debe demostrar una igualdad entre matrices, por
lo que se debe aplicar la definicion de la relacion de igualdad en M., . (R).

Demostracion:

» Propiedad asociativa: Probemos que [(AB)C];; = [A(BC)];;.

q P
AB chk] = Z <Z ailblk> Ck
=1

k=1
q p q

Z H(bikers) = D air | Y] bincr
k=1 =1 k=1

» Propiedad distributiva 1: Probemos que [(A + B)C];; = [AC + BC)];;.

Il
MQ
M@

9 P
(aibik)cr; = Z Z 1(bucr;)

ai(BO); = [A(BO)]i;

ke
Il
—
~
Il
—

I
7=

i

Il
—

P

p
A + B) kCkj = Z (azk + bzk Ck] Z ik ClLj + bikckj)
k=1 k=1

[(A+ B)C]

M’U || M'E

ik Clj + Z bikckj = (AC)U + (BC)Z] = [AC + BC]H
k=1

el
Il
—

= Propiedad distributiva 2: La demostracién es andloga a lo que se hizo para probar la propiedad
distributiva 1.

= Solamente demostraremos I,,,x,, A = A, ya que la igualdad A I,,«, = A se sigue de manera
andloga. Debemos verificar que [1,, xm Ali; = aij.

Ixm A z Z mxm zkak] = (Imxm)iiaij =1 Qi = Qgj.
k=1
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1 sik =i,

Tenga en cuenta que (I, xm )ik = { 0 sik i

Observacién 2.2

Una aplicacién del producto de matrices es poder representar un sistema de ecuaciones lineales
mediante una notacién mds simple. En efecto, sea

a11%1 + @12T2 + -+ - + A1 Ty = by,
21T + G22T2 + -+ - + a2p Ty = bo,
Am1T1 + Qoo + <+ - + GynTn = by,

un sistema de ecuaciones lineales. Podemos notar que los nimeros que aparecen del lado
izquierdo de las igualdades corresponden a las entradas de la matriz producto A X, donde

ai1 ai2 -+ Qln T
az1 Q2 - Q2p L2
A= E Mpusxn(R) y X = € M, x1(R)

Am1 Am?2 o Amn Tn
by
ba

Luego, si denotamos b = . € My x1(R), entonces (.5) es la ecuacién matricial AX = b.

b

2.5. Traspuesta de una matriz

La ultima operacién con matrices que vamos a estudiar corresponde a la transposicién. Se trata de un
concepto que permite definir ciertos tipos de simetria asociados a una matriz, que a su vez pueden arrojar
mucha informacién sobre dicha matriz. Esto tltimo serd tema de discusién en capitulos posteriores.
Informalmente hablando, la transposicién “refleja” una matriz respecto a su diagonal. Formalmente, se
tiene la siguiente definicion.

Definicién 2.5

Sea A = (ai;) € Myxn(R). Se define la traspuesta de A como la matriz A" € M« (R) (note
que se invierte la dimensién de A) cuyo coeficiente ji viene dado por

(A%)5i = ag

paratodoj € {1,...,n}eie {1,...,m}.
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e
[N}
w

. (2
Ejemplo 17. Para A = ( 30

a3 1 -1

1 @21
) , tenemos que A’ = a9 =4 o0
2x3
3x2
3
0
—1

. 2 4 1 (—)?
De manera mds visual, tenemos 30 -1 ) 5 4

Proposicidn 2.4: propiedades de la transposicion ~

Las siguientes afirmaciones se cumplen para cualesquiera matrices A, B € M, x»(R) ya € R:
= [preservacién de la suma de matrices]: (4 + B)* = A® + B*.
= [preservacién del producto por un escalar]: (o A)* = o A*.
= [involucién]: (A?)! = A.
Para el caso en el cual A € M,,,,(R) y B € My, (R), se cumple:
= [inversion del orden del producto]:

(AB)! = B A.

\.

Idea de la demostracién: En todas las afirmaciones se debe demostrar una igualdad entre matrices, por
lo que se debe aplicar la definicién de la relacion de igualdad en M., ., (R).

Demostracién: Para A = (a;;), B = (b;;) € M, xn(R), tenemos que
[(A+ B)']ji = (A+ B)ij = aij + bi; = (A")ji + (B") i
De manera andloga, se puede probar que [(« A)"];; = a[A"];; y[(A)"]ij = aij.

Ahora supongamos que A € M,,,(R)y B € M, (R). Luego,

p
B At Bt ]k; Z bk]azk = Z alkbk] - ) j = [(AB)t]]Z

k=1

2.6. Matrices invertibles

Supongamos que tenemos un sistema de n ecuaciones lineales (S) con n incégnitas, escrito (ver
Observacién|2.6) como una ecuacién matricial

AX =b.

Hallar una solucién de (.5) consiste en encontrar una matriz columna X € M, (R) que satisfaga esta

ecuacién matricial.
Para el caso en el cual n = 1, es bastante claro el proceder. Si A (en este caso un ntmero real) vale

cero, concluimos que la ecuacién (numérica) AX = b no tiene solucién para b # 0, o que tiene infinitas
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soluciones (todos los nimero reales) para b = 0. Ahora, si A # 0, entonces existe un nimero real A" 'tal
que A~'A = 1. Luego, hacemos el procedimiento
AN (AX)=A"
(A’lA)X =A"1p
1X=A4"1%
X=A4A"1
lo que informalmente llamamos “pasar A dividiendo al otro lado”. Por lo tanto, X = A~'b esla solucién
ala ecuacion numeérica en este caso.

;Qué pasa sin > 1?2 ;Qué significa en este caso que exista una matriz A~' tal que A~'A = I,,.,2La
siguiente definicién da respuesta a esto.

Definicién 2.6

Una matriz cuadrada A € M., ., (R) se dice invertible si existe B € M,,«,(R) tal que

AB =1I,n y BA= Iy

A pesar de tener el concepto anterior, no es apropiado hablar de “divisién de matrices”. En efecto,
si tenemos dos matrices A, B € M,,«,(R), donde B es invertible, una notacién del tipo A/B es
inconveniente, ya que A/B puede interpretarse (si hacemos la analogia con la divisién en R) como
A/B = AB™!ocomo A/B = B~' A. Por otro lado, sabemos que el producto de matrices no es
conmutativo, por lo que A/B tendria un significado ambiguo.

Observacién 2.3

Respecto a la definicién anterior:

1. En principio, se deben verificar ambas igualdades A B = I,x, Yy B A = I,«, ya que el
producto de matrices no es conmutativo. Sin embargo, por un resultado que enunciaremos
posteriormente, basta solamente con verificar una de estas dos igualdades.

2. Lamatriz B es Unica, y se conoce como la inversa de A, denotada por B = AL

En efecto, supongamos que existe otra matriz B’ € M,,»,,(R) talque A B’ = I,,x,, yB' A =
I, xn. Luego, al multiplicar la primera igualdad por B, y usando las propiedades asociativa
del producto y del producto por la identidad, nos queda

(BA)B =B
IL..nB =B
B =B.
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Ejemplo 18.

1. Toma matriz escalar « [,, «,, €s invertible para « # 0, y su inversa es

(Oé ITLXTL)71 = Oéiljnxrr

En particular, la matriz identidad es invertible, y su inversa es ella misma.

2. Una matriz diagonal

d, 0 - 0 0
0 doo 0 0
D — .
0 0 dnfl n—1 0
0 o --- 0 dnn
es invertible si, y s6lo si, d11, dag, . .., dp—1 n—1, dnn # 0. En tal caso, se tiene
it 0 - 0 0
0 dyy - 0 0
D! = : :
0 0 dgil n—1 0
0 0 0 dj”}
5 0 0 1/5 0 0
3. LamatrizA=| 1 5 0 |esinvertibleyA™ = | —1/25 1/5 0
01 5 1/125 —-1/25 1/5

Como ejercicio, verifique que ATV A =I53.5 yA A~! = I3,.5. Méas adelante, veremos métodos para
determinar cudndo una matriz A es invertible y a su vez hallar A",

2
11

Como mencionamos en el ejemplo anterior, méds adelante definiremos métodos para poder notar
esto de forma eficaz. Por el momento, tenemos pocas herramientas. Algo que podemos hacer es
usar el método de demostracién por reduccién al absurdo, es decir, suponer que A si es invertible
y llegar a una contradiccién.

Entonces, supongamos que existe B = <a b ) tal que(2 2) <a b) = (1 0 >
’ c d 1 1 c d 0 1
Luego,
20+2c 20+2d\ (1 0
< a+c b+d )_<O 1)'

Tenemos en particular que 2a + 2¢ = 1 ya + ¢ = 0, de donde se sigue que 0 = 1, lo cual claramente
es una contradiccién. Por lo tanto, A no es invertible.

. Lamatriz A = < ) no es invertible.
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Proposicién 2.5: propiedades de las matrices invertibles ~

Las siguientes afirmaciones se cumplen para cualesquiera matrices A, B € M, (R):
» [involucién]: Si A es invertible, entonces A~! también lo es. M4s atn, (A_l)_1 = A.

= [inversion del orden del producto]: Ay B son invertibles si, y slo si, A B lo es. En caso de
cumplirse cualquiera de estas afirmaciones equivalentes, se tiene que (A B) ™! = B~' A~

= [conmutatividad con la transposicién]: A es invertible si, y s6lo si, A® lo es. En caso de
cumplirse cualquiera de estas afirmaciones equivalentes, se tiene que (A") ™! = (4A71)%.

Idea de la demostracién: Note que muchas de las afirmaciones consisten en construir una nueva matriz
invertible a partir de matrices invertibles dadas. En cada afirmaciéon se enuncia quién deberia ser la
inversa de la nueva matriz invertible construida. La idea general es la siguiente: para probar que C' es
invertible, se propone una candidata a inversa, digamos D, y luego verificamos que C D = I,x, ¥
D C = I,,x,. Entonces, porla unicidad de la inversa, se concluye que D = C'~'. Por ejemplo, para probar
que A~ ! es invertible, se propone como candidata a inversa de A~* a la propia matriz A.

Tenga en cuenta ademads que para probar laigualdad (A~*)™! = A (o cualquiera de las otras igualdades
enunciadas), se sigue una estrategia diferente a la que estamos acostumbrados. En resultados anteriores,
se demostraban igualdades entre matrices verificando que habia coincidencia coeficiente a coeficiente.
Esto no lo podemos hacer para las propiedades de las matrices invertibles, ya que desconocemos (por el
momento) quiénes son explicitamente los coeficientes de la inversa de una matriz (es decir, no tenemos
una férmula que nos dice cuanto vale (A™1);; a partir de los coeficientes de A).

Demostracion:

= Involucién: Partimos con la hipétesis de que A es invertible, por lo que existe su inversa A~!. Ahora,
queremos probar que A~ ! es invertible. Proponemos entonces como candidata a inversa a la matriz
A.Vemos que, como A~ ! esla inversa de A, se cumple que

AYA=T 0, yAA =1,

Es decir, existe una matriz (en este caso A) tal que al multiplicarla por A~! aambos lados se obtiene
laidentidad. Se tiene entonces que A~ ! esinvertible. Mds atin, porlaunicidad dela inversa, se tiene
que lainversa de A~! es A, es decir, (A_l)_1 = A.

Si A es invertible, entonces A~! también lo es. Mds atin, (A_l)_1 = A.

= Inversion del orden del producto: Tenemos un enunciado del tipo “si, y s6lo si”, por lo que se deben
probar dos implicaciones:

» Ay B invertibles —> A B invertible: Como A y B son invertible, se tiene que existen A~
y B~!. Entonces, podemos considerar el producto B~ A~!. Este producto va a ser nuestro
candidato a inversa de A B. En efecto, podemos notar usando las propiedades asociativa del
producto y de la identidad que

(B'AYAB) =B ' (A 'AB=B"'1,,,B=B"'B = Ixn.

De manera anéloga, se puede verificar que (A B)(B~! A™') = I,,,. Por lo tanto, A B es
invertible y su inversa viene dada por B~ 1A es decir, (A B)_1 =B1At,
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¢ A Binvertible = Ay B invertibles:

Vamos a posponer la demostracion de esta implicacion, ya que de momento
no tenemos las herramientas teéricas para encararla. Veremos mads adelante dos
demostraciones a este hecho, y una més en el siguiente capitulo.

= Conmutatividad con la transposicién: Nuevamente, debemos demostrar un enunciado del tipo “si,
y sélo si”.

* Ainvertible = A" invertible: Como A es invertible, existe A~'. Luego, proponemos a (A~*)?
como candidata a inversa. Usando las propiedades de la transposicién, tenemos que

(ATYA = (AA™Y = (Inwn)" = Lnxn.

De manera anéloga, se verifica también que At(A_l)t = I,,«n. Por lo tanto, A? es invertible
con inversa dada por (A1), es decir, (A") ™! = (A™1)".

» A' invertible = A invertible: Por la implicacién anterior aplicada a A’, tenemos que A =
(A" es invertible.

O

2.7. Meétodo para hallar la inversa de una matriz invertible

Hasta el momento hemos estudiado cudles propiedades cumple la inversa de una matriz, una vez
que ya se sabe que dicha inversa existe. Ahora, ;cé6mo respondemos a esto tltimo? En las dltimas dos
secciones de este capitulo, analizaremos dos métodos que dan respuesta a lo anterior. Estos métodos no
solamente determinan si cualquier matriz (cuadrada) A es invertible o no, sino que, en caso de serlo, dan
explicitamente a A~

El primer método que vamos a ver estd basado en el método de eliminacién de Gauss-Jordan, junto con
el siguiente resultado (cuya demostracién omitiremos).

Proposicion 2.6

Sea A € M,,«,(R).Entonces, A es invertible si, ysélo si, existe X € M, (R)talque A X = I, .

En otras palabras, para demostrar que una matriz es invertible, basta solamente con verificar una de
las condiciones de la Definicién|2.6/una vez que se tiene una candidata a matriz inversa.

Pensemos ahora en c6mo hallar X dada A (en caso de ser posible) tal que AX = I,,«,. Note que
bésicamente lo que se nos pide es resolver una ecuacién matricial donde A e I, ., son matrices conocidas,
y X esla matriz incégnita. Para un mejor entendimiento, explicaremos este procedimiento mediante un
ejemplo, y luego lo enunciaremos de manera general.

1 -1 2
Ejemplo 19. DeterminesilamatrizA = [ —2 0 4 |esinvertible, y en caso de serlo, hallar A~!.
0 -2 7
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11 Ti12 13
Queremos ver si es posible hallar X = To1 oy xa3 |talque

31 X32 T33

T11 T12 T13
21 T22 Z23
31 T32 33
1 -1 2 T11 — XTo1 + 2T31  Tio — XToo + 2T39 T3 — XTog + 2T33 1 0 0
-2 0 4 —2x11 + 4x31 —2x19 + 4x39 —2x13 + 433 = 0 1 0
0o -2 7 —2x91 + Tx31 —2T99 + Tx39 —2x93 + Tx33 0 0 1
Vemos que se desprenden asi los sistemas de ecuaciones
T11 — To1 + 2231 =1 Ti1o — Too + 2235 =0 T13 — Tag + 2233 =0
(Sl)i —2x11 +4x31 =0 (SQ)Z —2z19+4x30=1 ¥y (Sg): —2x13 +4x33 =0 .
—2x91 + Tx31 =0 —2x99 + Tx30 =0 —2x93 + T3z =1
Equivalentemente,
1 -1 2 T11 1
(51)2 —2 0 4 T21 = 0 y
0o -2 7 T31 0
1 -1 2 12 0
(Sg): —2 0 4 T22 = 1 y
0o -2 7 32 0
-1 2 13 0
(53): —2 0 4 T23 = 0
0o -2 7 33 1

Entonces, encontrar la matriz X es equivalente ha resolver cada uno de los sistemas anteriores y que a su
vez todos tengan solucién. Como los tres sistemas tienen la mista matriz asociada A, podemos escalerizar
las tres matrices ampliadas simultdneamente en el siguiente arreglo:

1 -1 2|1 0 O

-2 0 4/0 1 O

0 -2 710 0 1

Procedemos a escalerizar:

1 -1 2|1 0 O P (FotoF 1 -1 2|1 0 O P (P 1 -1 2 1
92 0 4|0 1 0 | BB LG o glo 1 o | DWW L 9 g| 2
0 -2 7/0 0 1 0 -2 7/0 0 1 0 0 —-11|-2
PP R 1 -1 0| -3 -2 2 1 -1 0] -3
JM 0 1 —4/-1 —-1/2 0 |=2 (0 1 —4|-1
2 0 0 —-1|-2 -1 1 0o 0 1| 2
P (FotdR 1 -1 0| -3 =2 2 PP R 1 0 014
P(Botdls) [ 1 o] 7 7/2 —4 Lt L g 1 ol 7
0 0 1 2 1 -1 0 0 112

Tenemos entonces que las soluciones a los sistemas (S1), (S2) v (S3) vienen dadas por

4 3/2 —2
7 ) 7/2 y —4 )
2 1 —1
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respectivamente, por lo que concluimos que A es invertible y que

4 3/2 -2
Al=Xx=| 7 72 —4
2 1 -1

Una vez asimilado el ejemplo anterior, podemos explicar el método general para determinar si una
matriz

air Qaiz2 -+ Qin
Ga21 Ag22 - a2n

A= . . . . € Mnxn(R)
apl  An2 Qpn

es invertible de la siguiente manera.
1. Se quiere determinar si es posible resolver la ecuacién matricial AX = I, .

2. Lo anterior es equivalente a resolver simultineamente los sistemas de ecuaciones (de n ecuaciones
ynincégnitas) A C;(X) = e;conje {l,...,n}, donde

0

0

L1 :

L2j 0

C](X) = ye= 1
Tnj 0

0

denotan la j-ésima columna de X yde I, x», respectivamenteﬂ

3. Lamatriz A es invertible si, y s6lo si, todos los sistemas A C} (X)=e ; son compatibles. En tal caso,
se determina la inversa de A escalerizando la matriz

(A L ).

Es decir, se aplican transformaciones elementales a toda la matriz anterior hasta llegar a la forma
escalerizada reducida de A, llamémosla R. Si A es invertible, R = I,,«,. En este caso, A~! va a ser

la matriz resultante de aplicar a I,, ., las mismas transformaciones elementales que se le aplicaron
aA.

3Qué pasa cuando A no es invertible?

En este caso, R no va a serlaidentidad, y va a tener al menos una fila de ceros. En la practica,
si al escalerizar (A | I,,x,) obtenemos una fila de ceros en el bloque correspondiente a A,
detenemos el proceso y concluimos que A no es invertible. Esto quedard mas claro con el
siguiente ejemplo.

1Si bien para ser coherentes, habriamos tenido que denotar por Cj (I, x» ) ala j-ésima columna de Iy, x ., 1a notacién e; es mas
popular, y serd empleada ampliamente cuando lleguemos al capitulo de espacios vectoriales.
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Ejemplo 20. Determine si la matriz

8 11 2 8
0o -7 2 -1
A=l 3 7 2 1
5 -3 6 8
es invertible o no. En caso afirmativo, hallar su inversa.
Aplicamos el algoritmo descrito anteriormente:
8 11 2 81 0 0 O 8 1 2 8 1 0 0 O
0 -7 2 —-1|/0 1 0 0 Fy—(Fy—F) 0o -7 2 -1 01 00
-3 -7 2 1/{0 0 1 0O -3 =7 2 1 0 01 0
5 -3 6 810 0 0 1 -3 —-14 4 0|—-1 0 0 1
8 11 2 8 1 0 0 0
Fy—(Fy—F3) 0o -7 2 -1 0 1 0 0
-3 =7 2 1 0 0 1 0
0o -7 2 —-1|-1 0 -1 1
8 11 2 8 1 0 0 0
Fy—(Fy—F3) 0o -7 2 -1 0 1 0 0
-3 -7 2 1 0 0 1 0
0 0 0 0|-1 -1 -1 1

Llegamos dentro del bloque izquierdo a una matriz con una fila de ceros. No hace falta seguir
escalerizando para llegar a la forma escalerizada reducida de A, porque en este punto ya sabemos que
tendrd al menos una fila de ceros. Concluimos entonces que A no es invertible.

Dentro del bloque de la derecha nunca se va a generar una fila de ceros. Esto se debe a que
la identidad I,,«,, tiene rango n (con n = 4 en el ejemplo anterior), y las transformaciones
elementales no alteran el rango de una matriz.

Observacion 2.4

En este punto podemos dar una prueba de que AB invertible implica A y B invertibles. En efecto,
si AB esinvertible, por la Proposicién[2.7lexiste X tal que (AB)X = I, . Luego, A(BX) = I, xn,
de donde se sigue que A es invertible (usando de nuevo[2.7). Al multiplicar la igualdad anterior por
A~!, tenemos que BX = A~!, lo cual implica que BX es invertible. Entonces, existe Y tal que
(BX)Y = I,xn, esdecir, B(XY) = I,,«,. Por lo tanto, B es invertible.
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2.8. Matrices elementales

En esta tltima seccién describiremos otro método para hallar la inversa de una matriz invertible. En
la préctica, este método no serd utilizado ya que notacionalmente es mdas pesado que el anterior. Su
importancia radica mds en los conceptos y propiedades teéricas que tiene presentes y que serdn de gran
utilidad en el siguiente capitulo sobre determinantes.

Tal como hicimos en la seccién anterior, describiremos el método mediante un ejemplo, para luego
plantearlo de forma general. A su vez, haremos en paralelo el método estudiado en la seccién anterior.

Ejemplo 21. Sabemos del Ejemplo[18]3. que la matriz

A=

(=G
= ot O
o O O

es invertible. Vamos ahora a hallar su inversa paso a paso:

5 0 0|1 0 0 ip 10 0|1/5 0 O
L. (AlIsxs)=| 1 5 0[]0 1 0 |= [ 15 0|0 1 0 |=(A|E):
01 5|0 0 1 01 5/ 0 01
Por otro lado, notamos que
1/5 0 0 5 0 0 1 00
Ei1 A= 0 1 0 1 5 0 |= 1 5 0 |=A4;.
0 0 1 0 1 5 0 1 5

1
Es decir, aplicar la transformacién elemental gFl a A es equivalente a multiplicar A por la matriz

Fy.
1001/500FFF 1 0 O 1/500
2 (A E)=150]0 10|22 (05 0]-1/5 1 0 |=(A|EE)
01 5 0 01 0 1 5 0 0 1
Por otro lado, si
1 0 0
By = -1 1 0 (es decir, F resulta de aplicar Fy < (Fy — F}) ala matriz I343)
0 0 1
notamos que
0 0 1 0 0 1 0 0
FEy Al = -1 1 0 1 5 0 |= 0 5 0 |=A,,
0 0 1 0 1 5 0 1 5
100 1/5 0 0 1/5 0 0
EBE = -110 0 10 ]|=[-15510
0 0 1 0 0 1 0 0 1

Entonces, aplicar la transformacion elemental F;, < (F — F;) a A; es equivalente a multiplicar A,
por la matriz Fs.

1 0 0] 1/5 0 0Y 1 1 00| 15 0 0
3. (Ag|FEeEy) = 0 5 0|-1/5 1 0 | 22 0 1 0|-1/25 1/5 0 | = (A3|E3ExE):
015 00 1 01 5 0 01




Donde

1 0 O
1
Es=|0 1/5 0 (es decir, F3 resulta de aplicar gFQ ala matriz I5.3).
0 0 1
Notamos que
1 0 0 1 00 1 00
Es;Ay=1| 0 1/5 0 050 |=101 0 |=As
0 0 1 0 1 5 01 5
1 0 1/5 0 0 1/5 0 0
EsE.Ey=| 0 1/5 0 ~1/5 1 0 |=[ -1/25 1/5 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1

1
Entonces, aplicar la transformacién elemental gFg a A, es equivalente a multiplicar A5 por la

matriz Fs.
1 0 O 1/5 0 0 Py (Fs—F») 1 0 O 1/5 0 0
. (As|E3EsE)=( 0 1 0|-1/25 1/5 0 s 0 1 0|-1/25 15 0 | = (A4|E4E3ExF):
0 1 5 0 0 1 0 0 5| 1/25 —1/5 1
Donde
1 0 0
E,=1| 0 1 0 (es decir, F4 resulta de aplicar 5 < (F3 — Fy) alamatriz I3.3).
0 -1 1

Notamos que

1 00 1.0 0 100
EsAs=10 10 010 01 0 |=A,,
0 —1 1 015 00 5
1 00 1/5 0 0 1/5 0 0
EsEsEsEy = 0 1 0 —1/25 1/5 0 ~1/25  1/5 0
0 —1 1 0 1 1/25 —1/5 1

Entonces, aplicar la transformacién elemental F3 < (F3 — F) a A3 es equivalente a multiplicar A
por la matriz Fy.

1 0 0 1/5 0 0\ 1p 1 0 0 1/5 0 0
. (A4 | E4E3EFE,) = ( 0 1 0|-1/25 1/5 0 ) RN < 0 1 0] -1/25 1/5 0 ) = (Isx3|EsE4E3FEoFy):
0 0 5| 1/25 —-1/5 1 0 0 1| 1/125 —1/25 1/5
Donde
1 0 0 1
Es=1 0 1 0 (es decir, E5 resulta de aplicar — F3 a la matriz I3 3).
5
0 0 1/5
Notamos que
1 0 0 100 1 0
E;A;=| 0 1 0 01 0 |=|01 0 |=I5xs,
0 0 1/5 0 0 5 0 1
1 0 0 1/5 0 0 1/5 0 0
EsE\EsFEsFy =1 0 1 0 —1/25 /5 0 |=1| —-1/25 1/5 0
0 0 1/5 1/25 —-1/5 1 1/125 —-1/25 1/5
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1
Entonces, aplicar la transformacién elemental 5F3 a A4 es equivalente a multiplicar A4 por la
matriz Fs.

De lo anterior, notamos que
E5E4E3E2E1A = I3><3 .

Por lo tanto,
1/5 0 0
A7 = BsE BBy, = | —1/25 /5 0
1/125 —1/25 1/5

Las matrices E; coni € {1,2,3,4,5} son un tipo especial de matrices que definimos a continuacién.

Definicién 2.7

Una matriz elemental F € M,,,,,(R) es aquélla que se obtiene de aplicar a la identidad I,,  ,, una
transformacion elemental. Al haber tres tipos de transformaciones elementales, tendremos tres
tipos de matrices elementales:

= Matriz elemental asociada a la transformacion elemental o F; (con o # 0):

1 -« 0 --- 0
Lin 2 m=1| 0 o 0
0 0 1

0 0 1 0
Ian F;<F; E— .

0 1 0 0

0 0 0 1

» Matriz elemental asociada a la transformacién elemental F; — (F; + a F}):

1 .« 0 - 0 --- 0
0 1 0 0
Lo Fc(Fta Fy) o _ :
0 o 1 0
0 0 0 1
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En el ejemplo anterior vimos que es posible hallar la inversa de una matriz invertible multiplicando
dicha matriz por un nimero finito de matrices elementales. Esta idea puede llevarse también al método
de escalerizacion o eliminacién de Gauss-Jordan para hallar la forma escalerizada reducida de cualquier
matriz (no necesariamente cuadrada). Formalizamos esto a continuacién.

Proposicion 2.7

Sea A € M, x»(R) y B la matriz que se obtiene al aplicarle a A una transformacién elemental.
Sea F € M, «xm(R) la matriz elemental asociada a dicha transformacién. Entonces, B = E A.

Sabemos que se puede obtener la forma escalerizada reducida de cualquier matriz a partir de un
numero finito de transformaciones elementales aplicadas a dicha matriz. Este resultado se puede
representar en el lenguaje de multipliciaciéon por matrices elementales, aplicando la propisicién anterior
un ntmero finito de veces.

Corolario 2.1

Sea A € M, xn(R) y R su forma escalerizada reducida. Entonces, existe un nimero finito de
matrices elementales F, ..., Fy talesque R = Ey - - - E4 A.

A transformaci6n elemental # 1 A transformacién elemental # 2 transformaci6on elemental # k R
1 ce.
(E1) (E2) (Ex)

En cuando a matrices invertibles, resumimos lo aprendido en este capitulo dentro del siguiente
resultado.

Sea A € M,,»(R). Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) A esinvertible.

(b) Existen matrices elementales F, ..., Ej talesque A = E; FEs - - - E}.
(c) Existe X € M,,»,(R) talque A X = [,y

(d) rg(A) = n.
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