SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

Empecemos con una motivacién geométrica. Supongamos que en el plano R> = R x R (donde R
denota el conjunto de los nimeros reales) tenemos dos rectas. Se presenta la siguiente tricotomia:

1. Las dos rectas se cortan en un tinico punto.
2. Las dos rectas no se cortan en ningtn punto (es decir, son paralelas).
3. Las dos rectas se cortan en todos sus puntos (es decir, son coincidentes).

Por “tricotomia” queremos decir que solamente se va a cumplir uno de los escenarios anteriores.
Si tenemos las rectas representadas graficamente en R?, podemos concluir qué ocurre simplemente
mirando sus graficas. Ahora, lo anterior también puede responderse a través de métodos algebraicos.
En Geometréa Analitica es muy comun la representaciéon de objetos geométricos mediante ecuaciones
algebraicas. En particular, las rectas se representan mediante la ecuacion

y=max+b,

donde m es una constante real conocida como pendiente, y b otra constante llamada punto de corte con
elejeY (Vertical)El Entonces, uno puede saber si dos rectas se cortan, son paralelas, o son coincidentes,
Gnicamente a partir de informacién deducida de las ecuaciones que las representan. Entendamos esto
dltimo mediante algunos ejemplos.

1. Considere las rectas de R? dadas por
l: y=2zx—1 y r: y=—3x+ 6.
Un punto (z, %) € R? se encuentra en ambas rectas si satisface
y=2z-1 e y = —3z + 6.
simultdneamente. Entonces,

2t —1=y=—-3x+6
20 —1=—-32+6
x ="17/5.

Sustituyendo este valor en y = 2z — 1, se obtiene

7
=2- _1=9/5.
y=2¢ /

'Hay una excepcion: las rectas paralelas al eje Y. Estas no pueden representarse como y = m x + b. La recta que pasa por el
punto (a, 0) del eje X y que es paralela al eje Y se representa mediante la ecuacién z = a.
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Note que se obtiene lo mismo si sustituimoseny = —3x+6. Porlo tanto, lasrectas !y se intersectan
en el punto (7/5,9/5).

Graficamente, tenemos:

X

También podemos expresar la interseccién de dos rectas con notacién conjuntista. Formalmente
hablando, las rectas [ y r son subconjuntos de R? (ya que los puntos o elementos de las rectas son
puntos (z,y) € R). Especificamente,

l={(z,y)eR?*/y =22 —1} = {(z,22 — 1) /x € R},
r={(z,y) eR?®/y= -3z +6} = {(x,-3x +6)/xeR}.

Luego,
Lar={(7/5,9/5)}.

. Considere la recta ! del ejemplo anterior junto con
sy =2x+1.
Luego, tenemos que (z,y) € I n ssi2x — 1 = y = 2z + 1. Entonces,

20 —1=2x+1
—1=1.
Lo anterior es claramente una contradiccién, que viene de suponer que existe un punto (z,y) en !
y s ala vez. Se tiene asi que tal punto no existe, por lo cual las rectas [ y s no se cortan.
Graficamente, tenemos:

Por otro lado, en notacién conjuntista, se tiene

Ilns=.
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3. Lasrectaslyl’: 2y = 42 — 2 son coincidentes, ya que al dividir por 2 la ecuacién 2y = 4x — 2 nos
dala ecuacién de la recta l.

En términos mds generales, se tiene un problema de la forma
lhi:y=mix+b

’ 1.1

{lg:y—m2x+bg. (1.1)

La idea es encontrar, de haberlos, los puntos (z,y) € R? que satisfacen estas dos igualdades
simultdneamente. Por otro lado, puede darse solo uno de los siguientes resultados:

1. Existe un tinico punto (solucién tnica) que satisface ambas igualdades, es decir, las rectas I y I3 se
cortan.

2. No existe ningtin punto (no hay solucién) que satisface ambas igualdades, es decir, las rectas I1 y l2
son paralelas.

3. Existen infinitos puntos (infinitas soluciones) que satisfacen ambas igualdades, es decir, las rectas
l1 y I3 son coincidentes.

El problema planteado en se conoce como sistema de ecuaciones lineales, y nuestro objetivo serd
encontrar la o las soluciones (de haberlas) a dichos problemas.

Ahora, no todos los sistemas de ecuaciones lineales corresponden a problemas de interseccién de
rectas. Podemos aumentar la complejidad del problema ya sea agregando mds ecuaciones, o mas
incégnitas, o ambas cosas. Por ejemplo,

= podemos preguntarnos si existe un punto de interseccién entre las rectas

y=2zr—1,
y = —3x + 6,
2y =x —4;

» 0 bien preguntarnos por la interseccién entre dos planos en R3, digamos

3z —y+2=0,
z+2y—4z=1.

1.1. Sistemas de ecuaciones y su clasificacion

Empecemos por definir qué se entiende por una ecuacién lineal, para después hablar de sistemas.

Definicién 1.1

Una ecuacion lineal es una igualdad de la forma

a121 + asxsy + -+ + apx, = b,

donde ay,as,...,a,,b € R con constantes reales (fijas, no todas cero) llamadas coeficientes, y
x1,%2,...,Zy, son las variables o incégnitas.




Ejemplo 1.
2
lL.y=2x+4+1,3x—y+22=10y —§x1 + 429 — 11z + V224 = In(8) son ecuaciones lineales.

2. 2y =1,y = 2> + 22+ 1,3z +sin(y) = 2°, tan(y) = log(z) +3y+/z — 11 = €Y7 no son ecuaciones
lineales.

Definicién 1.2

Un sistema de ecuaciones lineales es una coleccién de ecuaciones lineales. Usualmente, nos
denotamos como un arreglo de la forma

a11271 + @122 + -+ + a1,2, = by,
a21%1 + A22%2 + - - + A2p Ty = ba,

(5):

Am1T1 + AmaZa + <+ + Ty = by

El sistema (S) es de orden m x n, donde m indica el nimero de ecuaciones y n el nimero de
variables. Los valores a;;, coni € {1,2,...,m}yj € {1,2,...,n}, sonllamados coeficientes del
sistema. Note que 7 indica la ecuacion donde se encuentra a;;, mientras que j indica la variable a
la cual multiplica.

Una solucion de (S) es un punto (aq, g, . . ., o) € R” = R x - - - X R (n veces) tal que al sustituir
T = Qp, T2 = Q2, *** Tp = Qp,

en (5), entonces se verifican las m ecuaciones simultdineamente. Denotaremos por Sol(S) al
conjunto de todas las soluciones de (.5).

Repensando el problema de interseccién entre rectas en el plano R?, de manera més general, se puede
clasificar cualquier sistema de ecuaciones segtin su conjunto de soluciones.

Definicién 1.3

Diremos que un sistema de ecuaciones lineales (.5) es:

= compatible determinado si (S) tiene solucién tnica, es decir, si Sol(S) estd formado por
un solo elemento de R™.

= compatible indeterminado si (S) tiene infinitas soluciones, es decir, Sol(.S) es un conjunto
formado por un ntimero infinito de elementos de R™.

= incompatible si (S) no tiene solucion, es decir, Sol(S) = &.

Ejemplo 2. Hallar el conjunto de soluciones de los siguientes sistemas y clasificarlos:

Tl + x2 = 4,
1. (S) 2$1 — 3[172 = 7,
3x1 + 229 = 8.



En este primer ejemplo, las ecuaciones son bastante sencillas de trabajar. Por ejemplo, es muy fécil
despejar 1 0 x5 de la primera ecuacién (aunque teéricamente, se podré despejar en cualquiera de
ellas). Tenemos asi que

Tr, = 4 — Z9.

Luego, sustituyendo en la segunda y tercera ecuacion, se tiene

24 —x9) — 3x9 =17, R 8 —2x9 — 3a0 =7, R 5o =1,
3(4 — CL‘Q) + 2x9 = 8. 12 — 3x5 + 229 = 8. To = 4.

Tenemos entonces de lo anterior que 5z = 1y xo = 4 al mismo tiempo, de donde 20 = 5 -4 = 1,
lo cual es claramente una contradiccién. Esto quiere decir que (S) no tiene solucién (Sol(S) = &F).
Por lo tanto, (S) es un sistema incompatible.

20 —y + 3z = 3,
2. (9): dr —y + 5z = 5,
T +z=1

Andlogo al ejemplo anterior, podemos despejar = o z de la tercera ecuacion:
z=1-—ux.
Al sustituir en la primera y segunda ecuacion, nos queda

2t—y+3(l-2)=3, |2x—-y+3-3x=3, [ -—x-y=0,
Az —y+5(1 —x) = 5. dz —y +5— 5z =5. —z—-y=0.

Tenemos asi que y = —x. Por lo tanto, cualquier punto (z,y,2) € R¥cony = —zyz =1 —zes
solucién del sistema (.5). En otras palabras,

Sol(S) = {(z,—x,1 —x) /x e R}.

El sistema (.9) tiene infinitas soluciones, por lo que es compatible indeterminado. Para cada valor
real de z, se tiene una solucién de (). Por ejemplo:

= Parax = 0, el punto (0,0, 1) es una solucion de (.5).

» Paraz = —1, el punto (—1, 1, 2) es una solucién de (.9).
Las ecuaciones que aparecen en (S) son descripciones algebraicas de planos en R3. Asi que,
geométricamente, los tres planos dados por
20 —y+3z2=3,4r—y+bz=50yx+z=1

tienen interseccion a lo largo de la recta {(z, —z,1 — ) / € R}. Podemos notar que el conjunto
anterior es una recta al hacer

(x,—2z,1—2) =x(1,-1,-1) + (0,0,1), con z e R.

Entonces, Sol(S) es la recta en R® con vector de direccién (1, —1,—1) y que pasa por el punto

(0,0,1)f|

2Eltema de rectas y planos en R? sera trabajado mas adelante. No es necesario que el lector esté familiarizado con estas nociones
adn.



T—2y+z2=171,
3. (9): 3x+y+2z=28,
x—y+4z=15.

En este ejemplo, vamos a proceder de manera diferente en la resolucién, aplicando un
procedimiento llamado reduccién por filas. Esto consiste en realizar ciertas manipulaciones
algebraicas en las ecuaciones con la finalidad de obtener un sistema mads sencillo de resolverﬂ La
reduccién conviene cuando se tiene un sistema con muchas ecuaciones y muchas incégnitas, ya
que en estos casos el despeje de una de las variables y su sustitucién en las ecuaciones restantes se
convierte en un procedimiento m4s lento.

A partir de ahora, llamaremos a la i-ésima ecuacién de un sistema como F Asi, en nuestro caso
tenemos que Fy, F» y F3 denotan la primera, segunda y tercera ecuacién de (.5), respectivamente.

= Colocamos en la fila 2 el resultado de restar a la fila 2 tres veces la fila 1 (esto lo denotamos por
F2 <« (F2 — 3F1))

T—2y+z=1, T—2y+z=1"1,
3r+y+2=8, — Ty — 2z = —13,
r—y+4z =15. x—y+4z=15.

= Colocamos en la fila 3 el resultado de restarlafila1 alafila3 (F3 < (F3 — F1)):

r—2y+z2="1, T—2y+z=17,
Ty —2z=-13, — Ty —2z = —13,
x—y+4z=15. y+ 3z =8.

s Intercambiamos fila 2 con fila 3 (F5 < F3):

T—2y+z=17,
Ty — 2z = —13,
y+3z=_8.

T—2y+z2=171,
y+3z =8,
Ty —2z = —13.

L F3 <« (Fg - 7F2)2

y+32=8, — y+3z2=28
Ty — 2z = —13. —23z = —69

Multiplicamos la tercera fila por —1/23 (— — F3)

T—2y+z2=17,
y+3z =8,
_ —69

- 23

T—2y+z=17,
y+32=8 —

—23z = —69. =3.

T—2y+z2="1, {m—2y+z—7

La finalidad es ir cancelando incégnitas. Ademds, no existe una manera Unica de hacer
operaciones a la hora de deducir. Por ejemplo, otra manera de proceder habré sido eliminar
—2y en la primera ecuacién y —y en la tercera haciendo Fy +2F5y F5 + F5, respectivamente.

3Tales manipulaciones las detallaremos mds adelante.
“La “F” viene de fila. Esto cobrara sentido mas adelante.



Tenemos entonces que z = 3. Podemos en este punto sustituir z = 3 en la segunda ecuacién, y nos

queday + 3 -3 = 8. Luego, y = —1. Ahora, podemos sustituir los valores de y y de z en la primera
ecuacion, obteniendo z — 2(—1) + 3 = 7, es decir, z = 2. Porlo tanto, (.5) tiene solucién tinica dada
por

Sol(S) = {(2,—1,3)}.

Es decir, (S) es compatible determinado. Al procedimiento realizado a partir de z = 3 se le suele
llamar sustitucién hacia atras.

1.2. Transformaciones elementales

Las operaciones algebraicas que se hicieron en el Ejemplo [2|(2) para llegar a la solucién se conocen
como transformaciones elementales, y se clasifican en tres tipos. Especifiquemos esto en la siguiente
definicién.

Definicién 1.4

Una transformacion elemental es cualquiera de las siguientes operaciones aplicadas a las
ecuaciones de un sistema de ecuaciones lineales:

= Intercambiar de lugares la ecuacién nimero ¢ con la ecuacion ntimero j. Esto se denotard
por F; < Fj.

= Multiplicar la ecuacién nimero ¢ por un multiplo escalar A € R — {0} (A distinto de cero).
Esto lo denotaremos por A F;.

= Sumar a la ecuaciéon nimero ¢ un multiplo escalar no nulo de la ecuacién ntimero j. Esto lo
denotaremos por F; — (F; + A Fj).

Una propiedad de las operaciones anteriores es que éstas no alteran el conjunto de soluciones de un
sistema. Este hecho constituye el primer resultado del curso.

Proposiciéon 1.1 N

Si (S) es un sistema de ecuaciones lineales, y (S’) denota el sistema ecuaciones resultante de
aplicar cualquier transformacién elemental, entonces

Sol(S) = Sol(S").

Cuando dos sistemas comparten el mismo conjunto solucién, diremos que son equivalentes.

Idea de la demostraci6n: Se debe probar una igualdad entre conjuntos, a saber, Sol(S) = Sol(S"). Luego,
debe cumplirse tanto Sol(S) < Sol(S’) como Sol(S) = Sol(S’). Para demostrar Sol(S) < Sol(S’),

por ejemplo, se debe tomar cualquier solucién de (S), es decir, (a1, ...,a,) € R™ que verifica las m
ecuaciones de (9), y ver que (s, ..., ,) también verifica las m ecuaciones de (S’) (ver la Definici6n
L.1).



Demostracién. Demostraremos esto inicamente para la transformacion elemental
F; (FZ + A Fj)

Los otros dos casos se dejan como ejercicio al lector. En lo que sigue, supondremos que el sistema (.5)
(y por lo tanto también (S’)) estd formado por m ecuaciones de n incégnitas. Denotaremos por Fj, la
k-ésima ecuacion de (S), y por Fj, la k-ésima ecuacion de (S”). Note entonces que

F = Fy, sik # 1,
k Fi-‘r)\Fj sik = 1.

Es decir, las ecuaciones de (S) y (S”) coinciden salvo en el lugar i.

Pasemos ahora a demostrar la doble contencién entre los conjuntos de soluciones:

s Sol(S) < Sol(S’): Sea (s, ..., a,) € R" una solucion de (S). Por los comentarios anteriores, basta
con probar que (v, . . ., o) satisface la i-ésima ecuacion de (S”), la cual es:
(aﬂ + A ajl)xl + (aig + A ajg)xg + -+ ((lin + A ajn)acn = (bi + A bj). (1.2)
Como (ay, ..., a,) essolucion de (S), va a satisfacer las ecuaciones i y j de (.9), es decir,

anon + aipn + -+ Ain0p = by,

aj101 + G20 + -+ AjpQy = bj.
Multipliquemos la segunda igualdad por A:

aj1a1 + @i + -+ F Aoy, = by,

/\ajloq + /\aj2a2 + -+ )\ajnan = /\bj
Sumemos estas dos utltimas igualdades:

(CLﬂOél + ajo00 + -+ + ainan) + ()\ajloq + )\anOLQ + -+ )\ajnan) =b; + /\bj
(aﬂ + A ajl)oq + (aiz + A a]’g)az + -+ (am + A ajn)an =b; + A bj.

La dltima igualdad implica que (a1, . . ., ay,) satisface la i-ésima ecuacion de (S’) (y el resto de las
ecuaciones claramente las satisface también).

= Sol(S) < Sol(S’): Se le deja como ejercicio al lector. Note que la i-ésima ecuacion de (S) puede
escribirse como
Fi = (Fi+ A Fj) = X Fj = F = A F}.

Observacion 1.1 \

Inductivamente, si obtenemos (S;) a partir de (S) tras aplicar ¢ transformaciones elementales,
tendremos que (S) y (S’) son equivalentes:

)51 ® transformacion

(S) 1"® transformacion (Sl) N (Sqil) (¢—1 (Sq)
Sol(S) = Sol(S1) = - -+ = Sol(S91) = Sol(S9).




Ejemplo 3. Dado el sistema de ecuaciones

dr+y+z+2t
204+ 2+ 3t

—2rx —4y+ 32—t
3z + 3y + 2z

(S):

= ()7
-10,
77
=1.

hallar un sistema equivalente (S’) y resolver mediante sustitucion hacia atras.

Aplicamos transformacién elementales:

de+y+2z+2t =0, de+y+2z+2t =0,
(S) FyoFy —2x—4y+3z—t =1, Fyo Fy —2x—4y+3z—t =17,
2y +z+ 3t = —10, 3z+3y+2z =1,
3z+3y+22z =1 20+ 243t —10.
Ox—Ty+72+0t =14, —Ty+ 72z =14,
Fi—(F,+2F) —2x—4y+3z—t =7, Fy(F2+2F3) —6y + 13z — 3t = 23,
Fi(F3+F») r—y+dz—t =3§, FyoFy 204+ 243t = -10,
L 2+ 24+ 3t = -10. r—y+>dz—1 =8.
-y + 10z +9¢t = —16, —y+ 10z + 9t = —16,
Fy«(Fy+3F3) 16z + 6t = -7, F3«(F3+2F}) 16z + 6t = —T7,
Fao—(Fa+3F5) 2+ 2+3t =10, F(F-F) 21z + 21t —42,
r—y+5z—t =8. r—5z—10t = 24.
r—5z—10t =24 r—5z—10t =24
5 F3 16z + 6t = —7, Fy«(Fy—16F3) —10t = 25,
F1oF, z4+t =-2, z4+t =-2,
—y+ 102+ 9t = —16. —y+ 10z +9t = —16.
T — bz —1 r—>5z =-1
Fi—(F1—F») —10t =125, FmoR (S’)' —y+z =2,
Fy—(Fy—9F5) z+t =-2, z+t =-2,
—y+z =2. —10t = 25.

Podemos ahora aplicar la sustitucién hacia atras para hallar las soluciones de (S”) (= las soluciones de

(5)). De la cuarta ecuacion, se tiene:

5
t=—-.
2
Luego, de la tercera ecuacién nos queda:
z+t=-2
5
z——=-2
2
1
z= =
2
Finalmente, de la primera y segunda ecuacién obtenemos
r—bz=-1
1
—-5-=-1
09
3
T ==
2

—y+z=
1
— =9
Yty
_ 3
vy="5

Este sistema es compatible determinado, con solucién en R* dada por

Sol(S) — Sol(S') {(3

9
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1.3. Notacion matricial

Cuando resolvemos un sistema de ecuaciones mediante la aplicaciéon de transformaciones elementales,
con el fin de eliminar variables y llegar a un sistema més simple, lo que importa més que las variables es
lo que ocurre a nivel de sus coeficientes. Por ejemplo, si obtenemos 2z — 2z en una ecuacién del sistema
luego de aplicar una transformacién elemental del tipo F; < (F; + A\ F};), ocurre que (2 —2)z = 0z = 0,
y en esta ultima igualdad no importa qué valor tome z, es decir, 2z — 22 siempre va a valer cero.

Es bastante ttil que a todo sistema de ecuaciones se le asocie una matriz (entiéndase cierto arreglo
rectangular de nimeros reales), formada por los coeficientes que acomparan a las variables del sistema.
Cada fila de dicha matriz representa una y s6lo una de las ecuaciones del sistema, y las transformaciones
elementales pueden realizarse a nivel de estas filas y sin importar el rol de las variables (més all4 de definir
las columnas de la matriz). Especifiquemos esto tltimo en la siguiente definicion.

Definicién 1.5

Sea

1121 + a12%2 + - + a1 Ty = by,
a21%1 + A22%2 + - - + A2p Ty = ba,

(5):

Am1%1 + QmoTo + <+ + QnTn = by

un sistema de ecuaciones. A las matrices

a1 a2t Qip a1 a2 - aip | b1

a1 a2 -+ Gz2p a1 a2 -+ azp | b2
a=| . (Alb) -

am1 Am?2 c Amn am1 Am?2 c Amn bn

se les conocen como matriz asociada y matriz ampliada del sistema (.5).

Observacion 1.2 .

Tenga siempre en cuenta que la posicién en la matriz que tiene cada entrada o coeficiente a;;
esta tinicamente determinado por la ecuacién en la que aparece y la variable (o incégnita) que
acompana. El subindice ¢ € {1,...,m} indica la fila, mientras que el subindice j € {1,...,m}
indica la columna en donde aparece a,; en Ay en (A|b). La cantidad de filas m de matriz asociada
A corresponde al nimero de ecuaciones del sistema (S), mientras que su cantidad de columnas n
corresponde al nimero de variables del sistema. Para obtener la matriz ampliada (A|b), se agrega
una columna adicional a la derecha de A, correspondiente a los términos independiente b; del
sistema.

Hagamos ahora un ejemplo de c6mo hallar el conjunto solucién de un sistema mediante su matriz
ampliada.

r+y—3z=-1,
Ejemplo 4. Hallar el conjunto solucién del sistema (.5): iﬂfyy_; 2= ; L

r+2y—32=1.

10



Construimos la matriz ampliada y aplicamos transformaciones elementales a las filas con el objetivo
de que vayan “apareciendo ceros” en la matriz (lo que equivale a eliminar variables).

11 —-3]|-1 1 1 -3|-1 1 1 -3|-1
2 1 2 1 Fy—(Fy—2F)) 0 -1 4 3 Fo—(Fa+Fy) 0 0 4 5
L1 1 3 Fy—(F3—F1)y Fa—(Fa—F1) 0 0 4 4 iFs 0 0 1 1
1 2 -3 1 0 1 0 2 0 1 0 2
1 1 -3|-1 1 1 -3]-1
Fy—(Fy—4F3) 0 0 0 1 FyoF, 0 1 0 2
0 0 1 1 0 0 1 1
0 1 0 2 0 0 0 1
1 0 -3|-3 1 0 00
Fi(F—F) 0 1 0 2 Fy«(F1+3F3) 0 1 02
0 0 1 1 0 0 1]1
0 0 0 1 0 0 0]1
1 0 00
Fy(Fy—2Fy) 0O 1 010
Fy(F3—Fj) 0 0 110
0 0 0|1

1 0 00 z=0

. N\ 0 1 0 . N . Yy = O

La matriz (A'|b") = 00 110 corresponde al sistema (S'): L =0
0 0 0|1 0=1

Laigualdad 0 = 1 es una contradiccién, por lo cual Sol(S) = .

Realmente, es suficiente con generar la fila ( 0 0 O | 1 ) para concluir que el sistema no
tiene solucién. Sin embargo, hicimos todo el procedimiento de reduccién para poder presentar
a continuacion los conceptos de forma escalerizada y forma escalerizada reducida de una matriz.

Observacioén 1.3 \

En el ejemplo anterior, el procedimiento de aplicar transformaciones elementales para llegar a las

matrices
1 1 —-3|-1 1 0 0|0
0 1 0 2 01 0]0
00 1| 1|{Y]loo 1]o
0 0 0 1 0 0 0|1

se le conoce como método de escalerizacion y método de eliminacién de Gauss-Jordan. Estas
matrices corresponden a una forma escalerizada de (A|b) y ala forma escalerizada reducida de
(AJb). Definiremos estos conceptos de manera general a continuacion.
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Definicién 1.6 \

Una matriz E se dice escalerizada si cumple las siguientes condiciones:
1. Todas las finas, salvo con excepcion de la primera, comienzan con una sucesion de ceros.
2. Cada fila tiene al principio al menos un cero mas que la fila inmediata superior.

Una matriz escalerizada R se dice reducida si ademas:
3. La primera entrada no nula de cada fila es 1.

4. La columna correspondiente a la primera entrada no nula de cada fila tiene cero en el resto
de las entradas.

Diremos que un sistema de ecuaciones es escalerizado (reducido) si su matriz ampliada es
escalerizada (reducida).

. J

Ejemplo 5.
1. La matriz
01 -1 4 11
0 0 1 0 2
A=l o0 00 1
0 0 00 O

es escalerizada, pero no reducida (aparece -1 arriba de la entrada as3 = 1).

2. Lamatriz

01 -1 4 11
00 00 1
B=1090 10 2
00 00 0

no es escalerizada, porque la tercera fila al inicio tiene més ceros en sucesiéon que la segunda.

3. La matriz

C =

O O =

1
2
0

o O O
o o = O
_ o O

0 0 0

es escalerizada reducida. Noétese que no importa la aparicion de 1 arriba de la entrada coy = 2, ya
que cz4 no es la primera entrada no nula de la fila 2.

El método de escalerizacién o eliminacion de Gauss-Jordan consiste en lo siguiente:
1. Dado un sistema de ecuaciones lineales (5), se construye su matriz ampliada (A|b).

2. Se aplican transformaciones elementales por filas a (A|b) para obtener una forma escalerizada o su
forma escalerizada reducida, llamémosla (A’|V).

3. Seconvierte (A’|b") en un sistema escalerizado o escalerizado reducido, y se despejan las incognitas
(en caso de haber solucién).

Apliquemos lo anterior al siguiente ejemplo.
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21y — 3xg — Tx3 + dxy + 2005 = —2,
T1 — 2w + 4x3 + 314 + 5 = —2,
201 —4x3 + 224 + T5 = 3,

r1 — 5Ty — Txg + 64 + 205 = —7.

Ejemplo 6. Halle el conjunto solucién del sistema (5):

Formamos la matriz ampliada y aplicamos transformaciones elementales por filas:

2 =3 -7 5 2|-=2 0 1 =15 -1 0 2
(Alb) = 1 -2 4 3 1|-2 Fy—(F1—2Fy) 1 -2 4 3 1] -2
2 0 —4 2 1 3 Fy(F3—2F,)y Fy(F4—F) 0 4 —-12 -4 -1 7
1 -5 =7 6 2|7 0 -3 -11 3 1| -5
0 1 =15 -1 0 2 1 -2 4 3 1] -2
Fy«(F3—4Fy) 1 -2 4 3 1] -2 FioF, 0 1 —-15 -1 0 2
Fye(F,+3Fy) 0 0 48 0 —-1|-1 Fye(F4+F3) 0 0 48 0 —-1]-1
0 0 —56 0 1 1 0 0 -8 0 0 0
1 -2 4 3 1] -2 1 -2 4 3 1] -2
Fy(F3+6Fy) 0 1 —-15 -1 0 2 FyoFy 0 1 -15 -1 0 2
0 0 0 0 —1]-1 0 0 -8 0 0 0
0 0 -8 0 0 0 0 0 0 0 —-1]| -1
1 -2 4 3 1|2 1 0 —26 1 1]2
-3k 0 1 —-15 -1 0 2 Fy1—(F1+2F;) 0 1 0 -1 0]2
—Fy 0 0 1 0 0 0 Fy(Fy+15F3) 0 0 1 0 00
0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 1|1
1 0 0 1 1]2 1 0 0 1 0|1
Fy—(F,+26F3) 01 0 -1 0]2 Fy—(F)—Fy) 01 0 -1 02
0 0 1 0 00 0 0 1 0 01]0
0 0 O 0 11 0 0 O 0 1|1

Tenemos asi el sistema escalerizado reducido (S’) (el cual es equivalente a (S)) dado por

T +x4 =1,

~ Tog — Ty = 2,
(S) l’3=0,
],‘5:1.

Luego, (S) es compatible indeterminado y su conjunto solucién viene dado por
SOl(S) = {(1 — 24,2+ 24,0, 24, 1) /I4 € R}

Otra forma de hallar el conjunto anterior es llegar a alguna forma escalerizada (no necesariamente
reducida) de (A|b) y aplicar el método de sustitucién hacia atrds. Dejamos al lector que lo haga de esa
manera y verifique que se obtiene el mismo conjunto solucién.

El método de escalerizacién siempre se puede aplicar para llegar a Sol(,S) sin importar cémo sea el
sistema (.5). Esto se debe al siguiente resultado (cuya prueba vamos a omitir).

Proposicion 1.2

Toda matriz puede ser transformada en una matriz escalerizada o escalerizada reducida mediante
una cantidad finita de transformaciones elementales.
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1.4. Sistemas con parametros

Hay ocaciones donde, en lugar de hallar las soluciones de un sistema, se nos pide determinar qué
condiciones debe tener un sistema para que tenga solucién. Analicemos con més precisién esta situaciéon
mediante un ejemplo.

Supongamos que se quiere discutir si el siguiente sistema de ecuaciones lineales tiene solucién en

funcién de A € R:
A-Dz+y+A+1)z=1,
(S): 1-Nz—y+ N -1)z=2\-1,
MV —Dz+dy+ N —-1)z=A-1

El pardmetro \ puede tomar cualquier valor real (y no es una incégnita). Cada valor de A da lugar a un
sistema diferente. Por ejemplo, para A = 2 se obtiene el sistema

r+y+3z=1,
(S2): —x—y+3z =3,
3z + 2y + 3z = 1.

Y asi con cualquier otro valor de A. Entonces, lo que realmente tenemos es una familia (S ) de sistemas
de ecuaciones, y queremos determinar para cuales valores del parametro ) el sistema (S}, ) tiene solucion.

La manera de proceder es muy parecida a lo que hemos hecho hasta el momento: formar la matriz
ampliada de (S, ) y aplicar el método de escalerizacion.

A-1 1 A+1 1
(Axbr) =1 1-=X —1 X —1|2x-1
M1 X A2—1|A-1

Tratamos a las entradas que dependen de A como lo que son: niimeros reales.

e (PP A—-1 1 A+1 LN\ o mar A—-1 0 —(A+1) | -1
(Ay|by) —2 Pt i) 0 0 A4 [2a | BB g 0 A(N+1) | 2
Fy(Fs—(A+1) 0 -1 —200+1)| -2 0 -1 —2\+1)|-2

A—-1 0 —(A+1) | -1 A-1 0 —(A+1)| -1

FoFs 0 -1 —20+1)| -2 |=£ 0 1 200+1)| 2

0 0 AA+1) | 2A 0 0 AA+1)]| 2A

A partir de la forma escalerizada anterior, podemos aplicar el método de sustitucion hacia atrés en el
sistema

A=Dz—-A+1)z=-1,
(S4) = y+20+1)z =2,
A+ 1)z = 2\

A partir de este punto si hay diferencias con lo que hemos hecho hasta el momento. No siempre
podemos despejar z, porque A(A + 1) puede valer cero cuando A = 0o A\ = —1. Estos casos deben
analizarse por separado.

» Caso A\ = —1: La tercera ecuacién de (S’ ;) se convierte en 0 = —2. Por lo cual, (S_1) no tiene
solucién (es incompatible).
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= Caso \ = 0: El sistema (S}) se convierte en
) T —2=-1,
(50) _{ y+2z=2
Luego, z = 1 — z ey = 2 — 2z. Entonces, (Sp) es compatible indeterminado, con
Sol(Sp) ={(1 —2,2—2z,z) / z e R}.

= Caso \ # —1,0: Los coeficientes de (S} ) no se anulan y podemos hacer los despejes.

_ 2 12 _Ar-1
A+ N A+1 A+1°
2 2(A—1)
—92-_9 -
Y A+l A+l

Por lo tanto, (S)) es compatible determinado, con

301(SA)={(111’2(?;11)»1)}'

Note que el sistema es compatible determinado y no indeterminado, ya que el parametro
A no varia dentro del conjunto solucién. Por ejemplo, para A = 2 se tiene Sol(S2) =
{(1/3,2/3,2/3)}, mientras que para A = 1 se tiene Sol(S1) = {(0,0,2)}. Es decir, cada
A # —1, 0 determina el conjunto solucién solamente del sistema asociado a ese \.

1.5. Teorema de Rouché-Frobenius

Hay ocasiones donde no es necesario hallar explicitamente el conjunto solucién de un sistema
de ecuaciones para poder clasificarlo. Dado un sistema (.5), podemos considerar ciertos invariantes
algebraicos de la matriz asociada y ampliada de (.5), a partir de los cuales podemos deducir qué tipo de
sistema es (S), es decir, si es compatible determinado, compatible indeterminado o incompatible. Este
invariante se conoce como rango, y se define a continuacién.

Definicién 1.7

Dada una matriz A, se define su rango como el namero de filas no nulas (también llamadas
escalones) de su forma escalerizada reducida (ver la Proposicion|1.3). Denotaremos el rango de A
como

rg(A).

Observacion 1.4

Equivalentemente, el rango de una matriz A también puede definirse como el ntimero de
escalones de cualguier forma escalerizada.
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No confundir el rango de una matriz con el nimero de filas no nulas de dicha matriz. Por ejemplo,
la matriz

1 1 1 1
A=\ 2 2 2 2
0 0 0 O

tiene rango 1 (y no 2), ya que su forma escalerizada reducida es

1 1 1 1
R=10 0 0 O
0 0 0 O

Enunciamos a continuacion el teorema de Rouché-Frobenius, el cual nos permite clasificar cualquier
sistema de ecuaciones al comparar los rangos de su matriz asociada y su matriz ampliada. Omitiremos la
demostracion.

Sea (S) un sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas, y sean A y (A|b) sus matrices
asociadas y ampliadas, respectivamente. Entonces, las siguientes afirmaciones se cumplen:

1. (S) es compatible determinado si, y s6lo si, rg(A4) = rg(A|b) = n.
2. (S) es compatible indeterminado si, y solo si, rg(A) = rg(Alb) < n.

3. (S) es incompatible si, y s6lo si, rg(A) # rg(A|b).

En otras palabras, para clasificar un sistema, basta con escalerizar su matriz ampliada (A|b) (note que
este proceso escaleriza también a la matriz asociada A), contar el niimero de escalones de las formas
escalerizadas obtenidas de Ay de (A|b), y comparar.

Observacién 1.5

Siempre se tiene que rg(A) < rg(Alb), ya que (A|b) tiene una columna més que A; y siempre se
tiene que rg(A) < n. Sin embargo, puede ocurrir que rg(A|b) = n + 1.

z =0,
Para notar esto ultimo, considere el sistema incompatible dado por (.5): Z i 8’
rT+y+z=
1 0 00 1 0 00
. . 0 1 00 01 0|0
La forma escalerizada reducida de (A|b) = 00 1lo 1l oo 110 [
11 11 0 0 0|1

Por lo tanto, rg(A|b) =4 =3 + 1.
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Ejemplo 7. Clasifique los siguientes sistemas de ecuaciones lineales:

3z — 6y + 2z = —1,

1. (9):

2z +4y+z2 =3,

z=1,

z—2y+z=0.

Mostramos la matriz ampliada de (S) y aplicamos transformaciones elementales para llegar a
alguna forma escalerizada:

3

—2

(Alb) =

0
1

—6
4
0
-2

2

1
1
1

O~ W

0

Fy«—(F1—3Fy) 0
Fay—(F2+2Fy) 0
1

1 -2

FioFy 0 0
FyeFs 0 0
0 0

1
1
0

0

0
0
0
2

o = O

0

1
3
1
1

1
3
1
0

Fi—(F1+F3)
—_——

Fy—(F3—3F3)

_— o O O
N O OO
— =0 O

Como la tltima matriz esta escalerizada, tenemos que rg(A4) = rg(A|b) = 2 < 3. Por lo tanto, (5)
es compatible indeterminado por el teorema de Rouché-Frobenius.

r1 — 2x9 + x3 + 224 = 1,

2. (9):

T1 + X2 — X3+ T4 = 2,

Ty + Txe — dx3 — x4 = 3.

Procedemos igual que en el ejemplo anterior:

211

(Alb) =

Vemos que rg(A) = 2 # 3 = rg(Alb). Por lo tanto, (S) es incompatible.

1
1
1

-2

1
7

1

-1
)

112 Fy—(F2—Fy)
1|3 | Per-F)

F3<—(F373F2)
_ >

En otro tipo de situaciones, se nos pueden pedir las condiciones que debe cumplir un sistema de

ecuaciones para que tenga solucion.

Ejemplo 8. Determinar a, b, cy d en R para que (S):

3x1 — 629 + 223 — x4 = a,

—2x1 + 429 + 23+ 324 = b,
r3 + T4 = cC,

sea compatible.

T, — 2xo + x3 = d.

Hallemos alguna forma escalerizada de las matrices asociadas y ampliadas del sistema:

-1

(Alp) =

3

-2

0
1

—6
4
0
-2

2

1
1
1

-1
3
1
0

QUL O

Fy—(F3+2Fy)

Fy—(F1+F3)
_

Fy—3F3
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F1<—(F1—3F4)
—_—

0
0
0

_— o o o

1

0
0
0
-2

0
0
0
—2

=0 O

3
1
1

0
0
1
0

—1|a—3d
3| b+2d
1 c
0 d
a+c—3d
b—3c+2d

c
d

O = O O



Podemos notar llegados a este punto que para que (S) sea compatible, debe cumplirse que
a+c—3d=0yb—3c+2d=0.

Es decir, a = 3d — cy b = 3¢ — 2d. Esto determina el conjunto de todos los valores de a, b, c y d en R para
que (S) sea compatible, y en este caso, a y b van a depender de ¢y d segtin las relaciones obtenidas.

Para cerrar esta secciéon, veamos cémo aplicar el teorema de Rouché-Frobenius a sistemas con
paramteros.

ar+y+z=p,
Ejemplo 9. Discutir en funciénde ay S enRsi (S): T+ ay+ 2z =/, tiene solucion.
r+y+az=7p.

Asi como notamos en la Secci6n podemos pensar en (S) como una familia de sistemas de
ecuaciones indexada por a y 5. Entonces, el problema consiste en hallar todos los sistemas compatibles
dentro de esa familia.

Consideramos la matriz ampliada del sistema y apliquemos transformaciones elementales para llegar
a una forma escalerizada:

a 1 1 1 1 alp P (o 1 1 o B8
Aalbg) = 1 o 1|8 | 2= 1 o 1 LB ) 4—1 1—a | 0
1 1 alpB a 1 1| ) BB=al) \ g 1o 1-a2|B-aB
1 « 153
LB L0 a-1  1-a 0

0 0 2—a—a®|B—af
= Viendo la dltima matriz, nos damos cuenta que el sistema va a ser incompatible si, y sélo si,
2—a—-a’=0y B —af #0.

La primera ecuacioén tiene raices « = —2 y o = 1. Por lo tanto, el sistema es incompatible si, y s6lo
si,a = —2yp # 0(yaqueparac = 10 = Osetiene 5 — o5 = 0). Entonces,

801(5_2757&0) = @

= Paraa = 1y € Rnos queda

11 1]8
0000 |,
00 00

por lo cual el sistema es compatible indeterminado, con

Sol(S1.5) = {(z,y,2) eR® Jx +y + z = B}.

» Paraa = -2y = 0, obtenemos
L1 =200\ ,, (11 =20\ __ 10 -1]0
0 =3 310 | =201 1|0 | BB 1 10
0 0 010 00 010 00 010

Luego, (S_2,0) es compatible indeterminado, con

Sol(S_2,0) = {(z,2,2) / ze R}.
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= Finalmente, analizamos o # —2, 1:

1 1 @ BN\ L g 11 a |p
0 a—1 l1-a 0 |=—=—=101 -1]o0
0 0 2+ a)(1—a)f(l—a) T—a 3 0 0 2+a|p
U 11—20FFF 10 -1 1|0
G VR (VN T I IV G i Uy O S RS Y
00 2+a|p 0 0 24a|p
B
1 0 -1 0 100 2+
a0 1 —1| 0 PR | g o] P
00 1 B Fy(F+F3) 2 45 a |
2+« 00 1
2+«
Tenemos entonces que (S,—2,1,3) es compatible determinado, donde
B B B
Sol(Sax— =4 ,— - ]
ol(Saz-2,1,5) {( 24a 24a 2+«
1.6. Sistemas homogéneos
Todo sistema de ecuaciones lineales de la forma
a1121 + a19x2 + - + a1y = 0,
a21X1 + A2 + + -+ + agnxy = 0,
(5):
Am1T1 + AmaZ2 + -+ + amp Ty = 0.
se conoce como homogéneo.
Observacion 1.6
Todo sistema homogéneo (.5) es compatible, pues z; = z2 = - - - = x,, = 0 es una solucién.

Proposicion 1.3

Sea (S) un sistema de ecuaciones lineales homogéneo de m ecuaciones con n incégnitas.
Entonces, (S) siempre es compatible. Mds atn, si m < n, entonces (S) es compatible
indeterminado.

Idea de la demostracién: Se usa el teorema de Rouché-Frobenius y se compara el rango de A (matriz
asociada de (S)) con m. También hay que notar querg(A) = rg(A|b), ya que en este caso b es una columna
de ceros.

Demostracién: Como rg(A) se define como el ntimero de escalones de su forma escalerizada reducida,
y como hay a lo sumo m escalones (pues m es el nimero de filas de A), se tiene que rg(A) = rg(AJ0) <
m < n. Entonces, por el teorema de Rouché-Frobenius, la condicién rg(A4) = rg(A4|0) < n implica que
(S) es compatible indeterminado. O
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Finalizamos este capitulo con el siguiente ejemplo.

5r + 2y — 4z — 3t = 0,
2xr4+y—2z—-1t =0,
r+y—2z=0,

3x +2y—4z—t=0.

Ejemplo 10. Clasifique el sistema de ecuaciones dado por (5):

Escalerizamos la matriz asociada al sistema (no hace falta considerar la matriz ampliada para sistemas
homogéneos):

5 2 —4 -3 0 -3 6 -3
A 2 1 -2 -1 Fy«—(F1—5F3) 0 -1 2 -1
1 1 =2 0 | me(F—2Fy Fie(Fi—3F3)) T 1 -2 0
3 2 -4 -1 0 —1 2 —1
0 0 0 0 0 0 0 0
Fy—(Fy—F) 0 -1 2 -1 F3—(F3+Fy) 0O -1 2 -1
Femam |11 =2 0 1 00 —1
0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 -1
Fi«—F; 0 1 -2 1
—Fy 0 0 0 0
0 0 0 0

Como rg(A) = 2 < 4, se tiene que (S) es compatible indeterminado.
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