PRUEBAS DE HIPOTESIS

1 Ejemplo introductorio

Supongamos que en el mercado existe un farmaco cuyo tratamiento tiene una
efectividad del 75% para combatir determinada enfermedad. El equipo de inves-
tigacion del laboratorio que produce el farmaco, desarrolla un nuevo farmaco.
Para probar su efectividad, suministra el mismo a 100 pacientes que padecen
la enfermedad. Luego del tratamiento, 78 personas resultan recuperadas. El
equipo de direccién del laboratorio debe decidir si dejar de fabricar el anterior
farmaco y comenzar a fabricar el nuevo o seguir produciendo el farmaco de
siempre y dejar sin efecto el nuevo.

La herramienta estadistica que se utiliza para resolver este tipo de casos es
lo que se llama hacer un test de hipdtesis.

En este ejemplo, si tomamos un individuo que padece la enfermedad y hace
el tratamiento con el nuevo farmaco y definimos

¥ — 1 si la persona se recupera
~ | 0 sila persona no se recupera

resulta que X ~Ber(p) siendo p desconocido (puesto que no conocemos la real
efectividad del nuevo farmaco). En este caso contamos con 100 realizaciones
independientes de X, es decir una MAS X1, X, ..., X199 de la cual sabemos que
X1+ Xo + ... + X100 = 78. Si quisiéramos estimar p, entonces calculariamos
p=X, = % = 0.78. También podriamos hallar un intervalo de confianza
para p para un determinado nivel de confianza. Pero en este caso, no queremos
estimar el valor de p, lo que queremos es “tomar una decisién” entre seguir

fabricando el farmaco habitual o cambiar al nuevo.

2 Definiciones

Definiciéon 1 Dada una MAS X1, Xo, ..., X,, de X con distribucion Fx donde
alguna componente de Fx es desconocida (puede ser un pardmetro o toda la
distribucidn), realizar una prueba de hipdtesis es tomar una decision entre dos
hipdtesis llamadas hipdtesis nula (Hy) e hipdtesis alternativa (Hy) . La toma de
la decision recibe el nombre de “rechazo Hy” o “no rechazo Hy”.

Observacion 2 La realidad es Hy o Hy, pero no sabemos cudl es cierta. A
)

partir de la informacion que obtenemos de la muestra se trata de tomar una

decision sobre si Hy es cierta o Hy es cierta, pero nos podemos equivocar en la

decision.

decisién \ realidad Hy H,
rechazo Hy error correcto
no rechazo Hy correcto | error




En nuestro ejemplo, tenemos

Hy : el nuevo farmaco no es mejor al actual, o sea Hyg: p < 0.75
H; : el nuevo farmaco es mejor al actual, o sea Hy : p > 0.75.

Definicién 3 Region critica.
RC =zona de rechazo de Hy, siendo RC un subconjunto de R™ siendo n el
tamano de la muestra.

Observacion 4 La RC la define el investigador y nos da el criterio que se
toma para tomar la decision, de modo que si (X1, Xs, ..., X,,) € RC la decision
es “rechazo Hy” y si (X1,Xa, ..., X,) ¢ RC la decision es “no rechazo Hy”.

Definicion 5 Errores tipo I y II, nivel de significacion de la prueba y potencia
de la prueba.
Dada una prueba de hipdtesis Hy versus Hy con region critica RC se definen:

e FError tipo I: rechazar Hy cuando Hy es cierta.

e FError tipo II: no rechazar Hy cuando Hy es cierta.

® o =Ssupy, P((Xl,Xg, 7Xn) S RC) =
sup g, P ( rechazo Hy cuando Hy es cierto) se llama nivel de significacion
de la prueba.

K =1- B == .PH1 ((Xl,XQ, ,Xn) S RC) =
P ( rechazar Hy cuando Hy es cierto) se llama potencia de la prueba.

Observacion 6 o y [ son las probabilidades de cometer errores tipo I y I
respectivamente.

Comentario.

Para simplificar la comprensién en una primera lectura, es conveniente omitir
lo del supremo en la definiciéon de «. « lo pensamos como la probabilidad de
tomar la decisién incorrecta en el caso de que la realidad sea Hy y [ lo pensamos
como la probabilidad de tomar la decisién incorrecta en el caso en que la realidad
sea Hj.

3 Procedimiento general para realizar una prueba
de hipdtesis.
1. Plantear Hy y H;.

2. Elegir un valor de a y construir una regién critica de nivel a es decir que
cumpla supy, P (RC) = a.

B = Py, (X1, X2,...,X,) ¢ RC) = P ( no rechazo Hy cuando H; es cierto) .



3. Tomar la decisién (si la muestra cumple la RC', rechazo Hy y si la muestra
no cumple la RC no rechazo Hyp).

4 Notas y comentarios.

1. Si la RC esta bien disenada, bajo ciertas hipdtesis se puede probar que
a— 0y f — 0 cuando n — +oo (notar que tanto o y § dependen de n).
;,Coémo se interpreta?

2. En muchas aplicaciones se cuenta con la informacién de determinada mues-
tra, por lo que n seré fijo, entonces se suele elegir el valor de «, se obtiene la
RC' de nivel «, se toma la decision y luego el valor de 3 se puede calcular.

3. El valor de « (nivel de significacién de la prueba) juega un papel similar
al del nivel de confianza en un intervalo de confianza (1 — ). Se suele
elegir un valor pequeno que nos asegure que la decisién luego de tomada
haya sido tomada mediante un procedimiento que tenga una probabili-
dad de error tipo I pequena, pero si a es demasiado pequenio aumenta
dréasticamente el valor de § y como podemos equivocarnos al tomar la
decision no es conveniente.

4. Siguiendo al comentario anterior, el costo que tiene elegir un valor de «
muy pequeno en el intervalo de confianza es en la pérdida de precisién
en el intervalo (aumenta la longitud del intervalo). Si elegimos o = 0,
entonces para obtener un intervalo de confianza al nivel 100%, el intervalo
tendria longitud infinita. El costo en una prueba de hipdtesis de tomar un
a demasiado pequeno, radica en el aumento del 5. En particular si o = 0,
la tnica forma de no equivocarnos nunca si Hg es cierto, es tomando
la estrategia de no rechazar nunca Hg, pero si esa es nuestra estrategia,
entonces si H; es cierto me equivocaré siempre por lo que tendremos 5 = 1.

5. ;Como se construye la regién critica? Depende mucho de cada prueba
de hipoétesis, si bien existe algin teorema en general como el de Neyman
Pearson, la regién critica se construye generalmente a través de métodos
intuitivos, en algin sentido similar a la construcciéon de los intervalos de
confianza.

6. Més adelante dejamos algunas regiones criticas “tabuladas” para muchos
casos especiales que ocurren en la practica con frecuencia.

5 Resoluciéon del ejemplo introductorio.

Vamos a resolver el problema planteado en la introduccién al nivel del 5%.
Encontraremos una regién critica de modo “intuitivo” (que la aproximaremos



mediante el empleo del TCL, la ajustaremos para que tenga nivel a = 0.05, y
luego tomaremos la decisién.

En nuestro caso tenemos Hy : p < 0.75 versus Hy; : p > 0.75. Vamos a
resolver primero un problema simplificado mas sencillo y luego veremos que
la solucion de este problema mas sencillo tiene la misma solucién que nuestro
problema original.

Problema simplificado.

Con los mismos datos, supongamos que queremos testear Hy : p = 0.75
versus Hy : p > 0.75 (Ho y Hy no tienen por qué ser complementarios, s{ deben
ser incompatibles entre s{ porque expresan o bien una realidad o bien otra).

El paso 1 del procedimiento ya estd (planteamiento de las hipétesis). Para
construir la region critica que nos indica el paso 2 podemos razonar como sigue.

Por la ley de los grandes nimeros, sabemos que X, =5 p (porque X, Sy
en este caso u = E(X) = p por ser la esperanza de una Bernoulli). Entonces X,
tomard valores cercanos al verdadero valor de p que desconocemos. Entonces
si X,, es mucho més grande que 0.75, es razonable rechazar Hy, si X, mucho
menor que 0.75 es razonable no rechazar Hy. Y si X,, toma valores cercanos a
0.75 es razonable no rechazar Hy. Entonces parece natural definir una region
critica de la forma

RC ={(X1,Xs3,....Xn) €R": X, >0.75+k}

donde el valor de k es el umbral més alld del cual consideramos que X,, es mucho
méas grande que 0.75. Por lo tanto tenemos la regién critica a menos del valor
de k. Para hallar el valor de k planteamos la ecuacién (una ecuacién con una
incégnita)

Py, (Yn >0.75 + k‘) = a, o sea Pp, (Yn > 0.75 + k) = 0.05.

Para poder resolver la ecuacién necesitamos la distribucién de X, que si n
es grande se aproxima por una normal por el TCL. Més explicitamente, en este
caso

X, es aproximadamente N (u,0”/n) = N (0.75;0.001875)

en donde en la tltima igualdad se utiliz6 que p = E(X) = p = 0.75 (porque se
calcula suponiendo Hy cierto), 02 = V(X) =p(1 —p) = 0.75 x 0.25 = 0.1875 y
n = 100.

Entonces Pp, (X, >0.75+k) "= 1 — ¢ ((0.75+ k — 0.75)/1/0.001875) =
1 — ¢ (k/+/0.001875) = 0.05 de donde se deduce que ¢ (k/+/0.001875) = 0.95,
entonces k/+/0.001875 = 1.645 por lo que k = 1.645 x 1/0.001875 = 0.07123 de
modo que 0.75 + k = 0.82123.

Entonces la regién critica que tiene nivel 5% es

RC = {(X1,Xs,..,X,) €R": X, > 0.82123} .

_ Enel paso 3 tomamos la decision: con los datos de nuestra muestra tenemos
X, = 0.78 # 0.82123, entonces no se cumple la RC' por lo tanto la decisién es
“no rechazar Hy”.



Resolucion del caso general.

En nuestro caso real, tenemos Hy : p < 0.75 versus Hy : p > 0.75. Cuando
vamos a hallar el valor de k, se calcula suponiendo Hy cierto, pero a diferencia
del caso simplificado ahora cuando Hjy es cierto, no sabemos el valor de p, aqui
es donde entra en juego el supremo bajo Hy cierto. Ahora nuestra ecuacién
con una incognita pasa a ser sup,<g 75 Pr, (Yn > 0.75 + k) = «. La manera de
obtener este supremo es haciendo el mismo célculo que en el caso simplificado,
pero en funcién de p, es decir que calculariamos

Py (Xn > 075+ k) 21— ¢ ((0.75 Yk —p)/V/p(— p)/100)

en funcién de p y calcularfamos el maximo de dicha funcién para los valores
de p <0.75.
Se puede probar que dicha funcién es creciente por lo que el supremo se obtiene
para p = 0.75 quedando exactamente el mismo cédlculo que en el caso simplifi-
cado.
Conclusién. La regién critica de nivel 5% quedé

{(X1,Xs,..,X,) eR": X,, >0.82123}

y como los datos de nuestra muestra no la verifican, no rechazamos Hy.

Observacién 7 En nuestro caso, Hy : p < 0.75 versus Hy : p > 0.75, de
alguna manera el caso “dificil” a distinguir entre Hy y Hy es cuando p = 0.75,
es cuando la hipotesis nula mds se parece a la alternativa.

Calculo de la probabilidad de error del tipo II.
Una vez tenemos disenada la RC' de modo que tenga el nivel de significacion
deseado (), es posible calcular la probabilidad de error tipo II (3).

En el ejemplo anterior, es decir para la prueba Hy : p < 0.75 versus H; :
p > 0.75 de nivel a = 0.05, si el verdadero porcentaje de éxito del nuevo farmaco
es del 84%, jcudl es la probabilidad de error tipo II? ;Y la potencia? Hallar la
funcién de potencia para la prueba.

Como la regién critica de nivel o = 0.05 nos quedd
{(X1,X2,..,X,) ER": X,, >0.82123},
entonces ahora queremos calcular
B8 = Py, (Yn < 0.82123) donde la alternativa es p = 0.84.
Aplicamos nuevamente el TCL y nos queda que X, es aproximadamente

N (p,0%/n) = N (0.84;0.001344) ;por qué? chequearlo.
Entonces

B = Py, (X, <0.82123) “=" ¢ ((0.82123 —0.84) /\/0.001344) =



¢ (—0.512) =1 — ¢ (0.512) = 0.3043.

Si el verdadero p es p = 0.84, la potencia es
K = Py, (RC) = Py, (X, >0.82123) =1 — 3 =1—0.3043 = 0.6957.

Funcién de potencia.

La potencia es por definiciéon 1 — 3, es decir la probabilidad de “no equivocarnos
en la decisién si es que H; es cierto”. Recién calculamos § en el supuesto de que
la alternativa es p = 0.84, pero si lo dejamos en funcién de p, queda 8 en funcién
de p y por lo tanto la potencia en funcién de p. Como H; : p > 0.75, entonces no
sabemos el valor de p por lo que 8(p) = Py, (YW < 0.82123) queda en funcién
de p. Se calcula como cuando hallamos el k para ajustar al nivel de significacién.
Aproximamos X, es aproximadamente N (u, 02/n) = N (p,p(1 — p)/100) por
lo que K(p) =1—8(p) =

_ 82123 — 2123 -1
p(1—p) p(1—p)

definido para p > 0.75.

6 Notas y comentarios.

1. En la préctica, como ya se dijo, para una muestra dada el valor de n esta
fijo, por lo que puede elegirse el valor de o tan pequeno como se quiera,
pero 8 puede llegar a ser grande como en el ejemplo anterior, situaciéon
que no es deseable. En algunos casos, es posible definir de antemano los
valores de a y 8y obtener el n adecuado (suficientemente grande) de modo
de que ambas probabilidades de error sean arbitrariamente pequenas. Més
adelante habra un ejercicio al respecto.

2. (Por qué no se dice “acepto Hy” que es més facil y directo que “no rechazo
Hy?

Por supuesto que es valido decir “acepto Hy”, sin embargo es mas cor-
recto decir “no rechazo Hy”, porque en las pruebas de hipdtesis no hay
una simetria en cuanto a las hipdtesis nula y alternativa. Esto puede de-
ducirse por varios lados. Si miramos el comentario anterior, vimos que
podemos elegir « arbitrariamente pequeno, pero S8 luego se calcula, es de-
cir que podemos controlar tanto como queramos el nivel de error tipo I,
pero no el error tipo II. Si pensamos en el ejemplo que hemos resuelto,
el porcentaje de eficacia del nuevo farmaco en la muestra fue superior al
75%, sin embargo no rechazamos Hy. Esto ocurre porque para rechazar
Hj necesitamos un porcentaje de eficacia en la muestra claramente mayor
(en nuestro caso necesitarfamos més del 82%), de lo contrario “no tenemos
suficiente evidencia” para descartar que p = 0.75, pues el 78% muestral



estd cerca del 75%. En sintesis, y siguiendo con nuestro ejemplo, si la
muestra hubiera arrojado 83 pacientes recuperados, tendriamos suficiente
evidencia de que Hj es falso. Pero con 78 pacientes recuperados “no ten-
emos suficiente evidencia de que Hgy sea cierto, sino que no tenemos la
suficiente evidencia como para rechazarlo”.

De acuerdo al comentario realizado en el punto anterior y a grandes rasgos,
podemos plantear la siguiente interpretacion de la decisién en una prueba
de hipdtesis.

Decisién Interpretacion
rechazo Hy Tenemos suficiente evidencia de que Hy no es cierto
no rechazo Hy | No tenemos suficiente evidencia de que H( sea falso

{,Cémo se determina a quién llamarle Hy y a quién Hq7

Sabemos que tomemos la decision que tomemos, podemos equivocarnos.
Sabemos que podemos controlar el error tipo I y no el error tipo II, eso
hace que en la practica tomemos en cuenta cudl es el error més grave de los
que podemos cometer y a ese error le llamamos error tipo I, y de acuerdo
a la definicién de error tipo I, deducimos a quién nos conviene llamarle
Hy y a quién H;. Qué significa el error més grave, es subjetivo depende
de cada caso. Volvamos al ejemplo para entender mejor lo anteriormente
dicho. Queremos saber si el nuevo farmaco es mejor o no que el otro,
entonces las hipdtesis seran p < 0.75 versus p > 0.75 pero no sabemos
aun a quién llamarle Hy y a quién H;. Los posibles errores que podemos
cometer son

A: decidir que el nuevo farmaco es mejor cuando en realidad no era mejor
B: decidir que el nuevo farmaco no es mejor cuando en realidad es mejor.

;Cual es el peor error? Supongamos que integramos el equipo gerencial
del laboratorio. Decidir que el nuevo farmaco es mejor, implicaria cam-
biar el farmaco actual por el nuevo. Eso podria implicar muchos cambios
en contratos, podriamos prescindir de los empleados especializados en la
fabricacion del farmaco actual y contratar otros especializados en el nuevo
farmaco, se podria necesitar cambiar determinados aparatos utiles para
el farmaco actual y cambiarlos por otros que sean ttiles para fabricar el
nuevo farmaco. Ademés habria que hacer una campana publicitaria para
avisar a la poblacién que ahora se tiene un nuevo farmaco que es mejor que
el anterior. En contraposicién, decidir que el nuevo farmaco no es mejor
que el anterior, queda todo como esta y no se corren riesgos de entrar en
costos innecesarios. Si tomamos este criterio donde se toman en cuenta los
costos para el labratorio, dirfamos que el “peor error” es el A. Entonces,
podemos concluir que el error tipo I seria el A. Entonces

A: decidir que el nuevo farmaco es mejor cuando en realidad no era mejor.
Error tipo I: rechazar Hy cuando Hj es cierto.

Entonces la prueba serd Hg : p < 0.75 versus Hy : p > 0.75.
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5.

mejor malo conocido que bueno por conocer

Siguiendo un poco con el comentario anterior, en muchas ocasiones H es
la hipotesis méas “conservadora” en el sentido que la decisién de no rec-
hazar Hy implica no hacer grandes cambios, mientras que para hacer may-
ores cambios o movimientos debemos tener suficiente evidencia empirica.
Historicamente se llama a Hy la hipdtesis nula, justamente porque su no
rechazo implica “efectos nulos”.

Ejercicio.
Si Xy, Xo,..., X, esuna MAS de X ~ N (;L,UQ = 9), se considera la prueba Hy :
i = 8 versus Hy : ;= 10. Mediante una regién critica de la forma {Yn > k}.

1.

Pensar el por qué es razonable plantear una regién critica como la men-
cionada.

. (De qué tamano deberia ser la muestra para que o = 0.05 y 8 = 0.087

. Si una muestra del tamano hallado en la pregunta anterior arrojé un

promedio muestral de 8.9 ;Cual es la decisién?

Regiones criticas conocidas

En esta secion se incluyen regiones criticas conocidas para algunas pruebas de
hipétesis paramétricas. En las siguientes pruebas de hipdtesis a representa el
nivel de significacién de la prueba.

Se recuerda que la notacién z, = ¢~ 1(1 — p) representa aquel valor tal que el
area a la derecha de z, es igual a p, y andlogamente con ¢, y X?), & Se recuerda

también que SZ = - 3" (X, — Yn)2-

7.1 Poblacién normal

En esta subseccidén se tiene X1, Xo, ..., X;,, MAS de X NN(,u,J2) .

7.1.1 Pruebas sobre la media

1.

2

Caso o“ conocido.

Ho : p<po

Hy : pu>po RC:{Xn>uo+\;ﬁza}
.

Ho : p=po

Hy : p<p RC:{XH</L0—\;—HZQ}


Eduardo Canale
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Hy :© p=po
— o
Hy :U/#NO RCZ{’Xn_NO|Z\/ﬁZa/2}

2. Caso o2 desconocido.

Ho @ p<po
- S7l
Hi @ p>po RC = {XTLZMO_'—\/Et(I,TL—l}
[ ]
Ho @ p>po
— S
H : < RC = X, < - Jtoc n—
1 < fo { = Ho N 1}
[ ]
Hy @ p=po
Hy : u#pg RC = ‘Yn—,uo’ > &ta/zn—l
- \/ﬁ i)
7.1.2 Pruebas sobre la varianza
X1, X5,...,X, MAS de X NN(M,U2) .
[ ]
Hy : o°< 0(2)
o2
H : o> 0(2) RC = {STQL > *OXi nl}
n o
[ ]
Hy : o*>> 0(2)
o2
H1 : O'2 < 0'(2) RC = {SZ S T?X%a,nl}
[}
Hy o? = 0(2]
2 2 2 08 2 2 Ug 2
H, : o°#o0; RC =485, < T, Xi—a/2n-1 UqsSy 2 -, Xa/2n-1



7.2 Pruebas sobre la media, poblacion cualquiera

X1,Xo, ..., X;, MAS de X con distribucién cualquiera (tal que exista su varianza)
siendo n grande. Las regiones criticas son de nivel aproximado « (por aplicacién

del TCL).

Ho @ p<po
Hy  p>po RC:{anuo—i-j%za}
o
Ho @ p>po
Hy @ p<pg RC:{XnSMO—j%za}
o
Ho @ p=po
Hy o+ p# o RCZ{|Xn_HO|2\S/%Za/2}-

7.3 Poblacion Bernoulli

X1, Xo, ..., X, MAS de X ~Ber(p) con n grande, las regiones criticas son aprox-
imadas por aplicacién del TCL.

Ho @ p<po
= po (1 — po)
Hy : p>po RC = XnZPO"‘TZa
[ ]
Hy : p>po
— po (1 —po)
Hy : p<po RC=<¢X, <po— N Za
[ ]
Hy @ p=po
= po (1 —po)
H : p#po RC = |Xn—po\sza/2
Ejercicio.

Resolver el ejemplo introductorio con ayuda de las regiones criticas cono-
cidas descritas anteriormente.
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8 p-valor para una prueba de hipotesis

De acuerdo a lo previamente visto, la decision en toda prueba de hipdtesis
depende del valor de a elegido, ya que el umbral a superar depende del valor
de a (recordar que se halla el valor de ¢ tal que Py, (T > ¢) = a y luego con
el ¢ hallado se toma la decisién. Por lo tanto, si tomamos la decisién al 5%
y queremos ahora tomar la decisiéon al 1% o 10% deberamos recalcular el ¢
para luego tomar nuevamente la decisién. El p-valor nos servira para tomar la
decisién para todo valor de a. Dicho de otra forma, si conocemos el p-valor,
conoceremos la decision para todo valor de a.

Definicion 8 Dada una prueba de hipdtesis cualquiera Ho versus Hy cuya
region critica es de la forma

{(Xl,X27...7Xn) eR": T(Xl,XQ,...,Xn) > C}

siendo T un estadistico y ¢ una constante. Si tenemos la muestra realizada
(21,22, ..., 2n) y le llamamos tg = T(x1,xa, ..., x,) entonces

p —valor = Py, (T > to).

Proposicion 9

Dada una prueba de hipdtesis cualquiera Hy versus Hi cuya region critica es de
la forma

{(Xl,Xg,...,Xn) € Rn : T(Xl,XQ,...,Xn) Z C}

siendo T un estadistico y ¢ una constante. Entonces se cumple que
rechazo Hy si y sdlo si o > p — valor.

Demostracién.

Dado « le llamo ¢ al valor tal que Pg,(T > ¢) = a. Entonces a > p — valor
si y sblo si Py, (T > ¢) > Py, (T > to) = p — valor lo cual ocurre si y sélo si
¢ < tp lo cual ocurre si y soélo si rechazo Hy. =

Ejemplo.

Si X1, Xs,...,Xo5 es una MAS de X ~ N (u,o2 = 4) de la cual se obtuvo
T = 1.3. Queremos testear Hy : 4 = 1, Hy : p > 1. Hallar el p-valor y tomar la
decisién al 5%.

La regién critica es de la forma {Yn > o + ﬁza} = {X, > cte} entonces
T=X, to=13.

Entonces Py, (X, > 1.3) =16 (151) = 1= 6(0.75) = 1 - 6(0.773) =

0.227. Tener en cuenta que para el céalculo anterior se usé que X, distribuye
N(p, 02 /n) y como el cdlculo se realiza bajo Hy cierto, se tiene que X, distribuye
N(1,4/25).

Como a = 0.05 < 0.227 resulta que no rechazamos la hipdtesis nula al 5%.
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Observacion 10 En general se trabaja con valores de « pequerios, comune-
mente a < 0.1 por lo que cuando un p-valor toma un valor tan grande como en
el ejemplo, no rechazaremos Hy cualquiera sea ese valor pequeno considerado de
a.

Ejercicio.

Con los mismos datos del ejemplo anterior calcular el p-valor y tomar la
decisién al 5% para las hipdtesis Hy : p = 1.5, Hy : p < 1.5 y luego para
HO:,u:Lle,uyél.

9 Pruebas de bondad de ajuste

Cuando X7, X, ..., X, es una MAS de X con distribuciéon Fx, en general no
conocemos la distribucion de los datos. Ya vimos como aplicacion de la ley de los
grandes nimeros que podemos estimar a la funcién F'x mediante la distribucién
empirica definida como

. 1 & cantidad de observaciones < z

: n
=1

Por suerte existen técnicas estadisticas para realizar una prueba de hipdtesis
en donde en Hj se plantea la distribucién verdadera de los datos. A este tipo
de pruebas se le llaman pruebas de bondad de ajuste. Por ejemplo Hy : X
distribuye N(u,0?) versus H; : no Hy es una prueba de hipétesis asf como
Hy : X distribuye Exp(A = 2) versus H; : no Hy. O sea que en Hy se especifica
la distribucion de la variable que observamos, donde pueden haber parametros
en la misma o no como en los ejemplos mencionados recién. Veremos dos test
de bondad de ajuste: el llamado de Kolmogorov—Smirnov y el de Lilliefors de
normalidad.

9.1 Prueba de Kolmogorov—Smirnov

Si X1, Xo,..., X, MAS de X ~ Fx donde Fx es desconocida y dada una funcién
de distribucién Fy continua y completamente conocida (es decir sin pardmetros
desconocidos). Se plantea

Hy : Fx = Fy(es decir X ~ Fj) versus

Hy : no Hy.

Se plantea la regién critica de la forma

{(Xl,Xg, vy Xn) o sup|Ey(z) — Fo(x)| > c} .
z€R

La idea en la cual estd basada la regién critica radica en que sabemos que Ff(x)
converge a la verdadera Fx(x) para todo = (que es desconocida). Entonces si
la verdadera distribucion fuera Fy la distribuciéon empirica deberia converger
en todo punto a Fy(x). Por lo tanto si n es grande, la distribucién empirica
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deberia estar cerca de Fyy en todo punto, por lo que si existiera algin punto en
el cual la diferencia entre la empirica y Fy fuera grande, deberiamos rechazar la
hipétesis nula. Eso lo podemos medir mediante el supremo de la diferencia que
es el estadistico de la prueba. Para poder hallar el valor de la constante ¢ para
que la regién considerada tenga nivel «, deberiamos resolver la ecuacién

Pay (sup P (o) = Fo(o)| = ¢) =
zER

para lo cual es necesario saber la distribucién del estadistico

T = sup,eg |F(z) — Fo(z)|. Esa distribucién para n fijo no es conocida, pero
si hay un resultado asintético del estilo del TCL que nos da la distribucién
limite. El resultado siguiente seria una especie de TCL para el supremo de la
diferencia (en lugar de para un promedio muestral). El teorema siguiente se
deduce a partir de un resultado mucho més potente y general que es conocido
con el nombre de principio de invarianza de Donsker.

Teorema 11

St X1, Xo, ..., X, es una MAS de X con distribucion Fy, entonces

—+oo
lim P (\/ﬁsup |Fy(x) — Fo(x)| < x) =1- QZ(—l)k_le_kaxzpam todo x.
n—+4o0o zER o1

A partir de la funcién que aparece a la derecha de la igualdad, se pueden
obtener de manera aproximada tanto los valores de ¢ para que la regién tenga
nivel «, asi como el p-valor de la prueba. Para valores de n pequenos, los
valores criticos estan tabulados en la tabla llamada de Kolmogorov—Smirnov
que serd utilizada para tomar la decisién cuando implementemos esta prueba
de hipdtesis.

9.1.1 Calculo del estadistico de prueba

Sabemos que Fp es una funcién no decreciente, y F,; también es no decreciente,
pero constante a trozos. Recordar que si ordenamos la muestra de menor a
mayor y les llamamos a dichos valores X7 < X3, ... < X (al ser la distribucién
continua hay probabilidad cero de observar igualdades entre las observaciones)
tenemos que Fy(x) = i/n para todo x € [X7, X7 ;). Si nos restringimos al
intervalo x € [ X}, X/, ), tenemos que calcular

sup  |i/n— Fy(z)]
2€[X7 X7, )

pero observando que Fy es una funcién creciente dicho extremo se puede dar en
alguno de los extremos del intervalo, por lo que bastard con evaluar en ambos
extremos y tomar el mayor valor. Concluimos entonces que

sup  |i/n — Fo(w)| = max{|i/n — Fo(X])[, |i/n — Fo(X;1)[}-
mG[X;’X:+1)
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Esta tultima igualdad es véalida para los valores de ¢ tales que 1 < ¢ < n — 1.
Por otro lado, observamos que en los intervalos extremos (—oo, X7) y [X 5, +00)
tenemos que

sup  |Fjy(z) — Fo(x)| = Fo(X7)
z€(—o00,X7)

sup  |F(z) — Fo(v)| =1 — Fo(X5,).
z€[X,+00)

Finalmente, teniendo en cuenta que para buscar el supremo sobre todos los
z € R basta considerar una particiéon en intervalos de los reales, obtener el
supremo en cada intervalo y luego tomar el maximo de ellos, obtenemos que

sup [ (x) — Fo(x)| =
r€R
max{ sup |Fi(x)— Fy(z)|,..., sup |i/n—Fy(x)|,...., sup |E;(zx)— Fy(z)|} =
z€e(—o0,X7) r€[XS, X5 ) ze[X % ,+00)
bl - F(X0)).

En definitiva, la férmula anterior la podemos compactificar en la siguiente:

max{Fy(X7),...,max{|i/n — Fo(X])|,

i/n — Fo(Xi)

sup |F2(2) - Fo(a)| = max{ max |i/n — Fo(X2)], max |(i — 1)/n — F0<X:>|}
z€eR 1<i<n 1<i<n

9.1.2 Procedimiento de cédlculo del estadistico

De acuerdo a lo observado en la subseccién anterior, tenemos el siguiente pro-

cedimiento para el calculo del estadistico T'.

Paso 1. Ordenamos los datos de menor a mayor (X7 < X3,... < X}).

Paso 2. Calculamos todos los valores de la forma |i/n — Fy(X})| con i variando

entre 1 y n.

Paso 3. Calculamos todos los valores de la forma |(i — 1)/n — Fy(X )| con i

variando entre 1 y n.

Paso 4. T es el valor maximo entre todos los puntos hallados en los pasos 2 y 3.
Dichos pasos pueden ser llevados a cabo mediante una tabla como sigue.

i | X7 | lifn— Fo(XP)| | (i =1)/n — Fo(X7)]
1
2

n

En definitiva tendriamos que el valor de nuestro estadistico T es el mayor
valor entre el maximo de la columna 3 y el maximo de la columna 4.
Ejemplo.
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Supongamos que tenemos los siguientes datos 0.8, 1, 0.6, 0.5, 0.7.
Queremos saber si es razonable suponer que los datos siguen una distribucién
exponencial con A = 1. O sea que realizaremos el test
Hp: X ~Exp(A = 1) versus
H1 : no H().

Trabajaremos al nivel 5%.

En este caso tenemos que Fy(x) =1 — e~ para & > 0, n =5 (tamano de la
muestra)

i X is-(—e X)) ][ —1)/5— (1—e %]
105 0.1935 0.3935
206 0.0512 0.2512
3107 0.0966 0.1034
410.8 0.2493 0.0493
5] 1 0.3679 0.1679

el maximo de la primer columna es 0.3679, el maximo de la segunda columna

es 0.3935. Entonces T' = max {0.3679,0.3935} = 0.393 5.

Ahora vamos a la tabla para el test de Kolmogorov—Smirnov. Nos restringi-
mos a la linea nimero 5 de la tabla, dado que n = 5. Como el nivel de signifi-
cacion de nuestra prueba es a = 0.05, la tabla nos dice que el valor critico es
0.565.

Eso significa que

P, (Sup |Fr(x) — Fo(z)| > 0.565) = 0.05.
TR

Como en nuestro caso obtuvimos T' = sup,cp |F(z) — Fo(z)| = 0.3935,
resulta que 0.395 # 0.565, o sea que no se cumple la regién critica, por lo que la
decisién es no rechazar Hy, o sea que no tenemos suficiente evidencia como para
rechazar la hipétesis de que los datos provengan de una variable con distribucién
Exp(A =1). ;Qué se puede decir del p-valor de esta prueba?

9.2 Test de normalidad de Lilliefors

El test de Lilliefors de normalidad, es un test donde en Hy se plantea la hiptesis
de que los datos tienen distribuciéon normal. Es decir que dada X7, X5, ..., X,
MAS de X con distribucién desconocida, planteamos

Hy: X ~ N(u,0?) para determinados p y o2 versus

H1 . no Ho.

Este test fue propuesto por Hubert Lilliefors en un articulo publicado en 1967
bajo el nombre “On the Komogorov—Smirnov Test for Normality with Mean and
Variance Unknown” en JASA (Journal of the American Statstical Association).
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El test en su implemetacion es similar al de Kolmogorov—Smirnov. La region

critica es
_ Yn
ORI )‘ >}
Sn

siendo 52 = L5 3" | (X; — X,,)%. Notar que a este estimador de la varianza lo
estamos indicando con la letra “s” minuscula (a diferencia de la “S” mayuscula
utilizada para las férmulas de intervalos de confianza y pruebas de hipdtesis
paramétricas. Observamos que para el cdlculo del estadistico en esta prueba
se procede de forma idéntica al de Kolmogorov—Smirnov, cambiando Fy(x) por
10) (&) Una vez realizado el célculo del estadistico T, se toma la decisiéon

n
Sn

{()(1,)(27 7Xn) . sup
z€R

con ayuda de la tabla llamada de Lilliefors.

Ejercicio.
Con los datos del ejemplo anterior, realizar la prueba de Lilliefors al 5% para ver
si los datos 0.8, 1, 0.6, 0.5, 0.7 pueden ser considerados con distribuciéon normal.
(Cémo se interpreta este resultado junto con el no rechazo de que provienen de
una distribucién exponencial?
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