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Chapter 1

Espacio de probabilidad.

1.1 o-algebra de conjuntos.

Definicién 1.1. o -algebra de subconjuntos de (2.

Dado un conjunto € # &, diremos que A C 2% es una o-algebra de subconjuntos de
Q) si cumple los siguientes axiomas:

i) Qe A

ii) Si A € A entonces A° € A.

iii) Si {A,},cn C A, entonces U A, € A.

En todos los teoremas que siguen a continuacion se considera dada A una o-algebra
de subconjuntos de €.

Teorema 1.2.

dec A

Demostracion.
Como 2 € A entonces por ii) & = Q¢ € AV

Teorema 1.3. Ay, Ay, ..., A, € A entonces U} | A; € A.

Demostracion.
Basta usar el axioma iii) en el caso en que A,,1 = A,12 = ... = ® € A, entonces en
este caso se tiene que US> A, = U A, € AV

Teorema 1.4. Si {A,}, .y C A, entonces N2 A, € A.

Demostracion.
Como A,, € A cualquiera sea n, entonces por ii) A¢ € A para todo n. Entonces por

iii) U A% € A, y por lo tanto N2 A4, = (U/5A%) € AV

Teorema 1.5. St A, B € A, entonces A— B € A.
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Demostracion.
Basta observar que A — B = AN B° € Aya que A, B° € A, e interseccion finita de
elementos de A, pertenece a A.v’

Teorema 1.6. Si A, es o-dlgebra de conjuntos sobre ) para todo o € I, siendo [
una familia cualquiera de indices, entonces NyerAa es o-dlgebra de conjuntos sobre

Q.

Demostracion.

Defino A = NuerAa.

i) Q € A, para todo a € I, entonces Q2 € A.

ii) Si A € A, entonces A € A, para todo a € I, entonces A° € A, para todo a € I,
luego A° € A.

iii) Si{A,},cn C A, entonces {A,}, .y C A, para todo a € I, entonces U A, € A,
para todo « € I, entonces UT> A, € A.V

Ejemplo 1.7. {®,Q} es o-algebra de conjuntos sobre 2, cualquiera sea el conjunto
Q.

Ejemplo 1.8. 2 es o-algebra de conjuntos sobre , cualquiera sea el conjunto 2.

Ejemplo 1.9. Si A es tal que ® & A & Q, entonces {®,Q, A, A°} es o-algebra de
conjuntos sobre 2, cualquiera sea el conjunto 2.

Definicién 1.10. o-algebra generada por una familia de subconjuntos de 2. Dada
F una familia de subconjuntos de €2, al conjunto N4 . 457A le llamaremos o-algebra
engendrada por F y la notaremos por o (F).

La o-algebra generada por una familia de subconjuntos de €2, siempre existe y ademas
es la “menor” o-algebra generada por una familia de subconjuntos de €2 que contiene
aF .

Definicién 1.11. o-algebra de Borel en R. Consideramos F = {A C R : A es abierto} .
Llamaremos o-algebra de Borel en R a o (F).

Teorema 1.12. Si definimos Z; = {(a,b) CR : a <b}; Iy = {[a,b) CR : a < b};
s ={(a,b) CR - a <b};Zy ={(a,+00) CR : a € R}; Z5 = {[a, +00) CR : a € R};
Zs = {(—o0,a) CR : a € R}; Zy = {(—00,a] CR : a € R}. Entonces

c@)=0cT)=0Ty)=0(L3) =0 (Zy) =0 (Ls) =0 (L) =0 (Z7) .

Demostracion.

Probaremos a modo de ejemplo que o (Z;) = o (Zy), para lo cual basta ver que
T, Co(Zy) y que I, C o (Zy).

Efectivamente, (a,b) = U, .,11/n<pl@ + 1/n,b), lo cual prueba que o (Z;) C o (Zs).

Ademss, [a,b) = (72 (a — 1/n,b), lo cual prueba la otra inclusion.

Se deja como ejercicio verificar las deméas igualdades. Para trabajar con o (Z), tener
en cuenta que todo abierto en R se puede escribir como una unién numerable de
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intervalos abiertos. v’

De manera similar se define la o-algebra de Borel en R*, como la o-algebra generada
por los abiertos de R¥, o sea como la menor o-algebra que contiene a todos los abiertos
de R*. A los conjuntos de esta o-algebra, se les llama borelianos.

1.2 Espacio de probabilidad.

Definicién 1.13. Espacio de probabilidad.

Dado Q # @, diremos que la terna (€2, A, P) es un espacio de probabilidad sobre
si y solo A es una o-algebra de conjuntos sobre €2, y P es una funcion P : A — [0, 1]
que cumple los siguientes axiomas:

i)y P(Q) =1,

ii) si la familia de sucesos {A,},.y C A son disjuntos dos a dos (A; N A; = ® para
todos i # j), entonces P (U5 A,) =S P (4,).

n=1

En todos los teoremas que siguen se considera dado el espacio de probabilidad (2, A4, P).

Teorema 1.14.
P(®)=0.

Demostracion.
Consideramos la familia de sucesos disjuntos A; = ), Ay = A3 = ... = &, luego
aplicamos el axioma ii) y obtenemos

P(Uf%A,) =P (Q) =P(Q)+)_ P(®)

por lo tanto 7% P (®) = 0. Si fuera P (®) # 0, se tendria que la serie serfa diver-
gente y no podria ser cierta la igualdad anterior. Entonces P (®) = 0.v/

Teorema 1.15. Si Ay, Ay, ..., A, € Ay son disjuntos dos a dos, entonces P (U A;) =
> i P (A).

Demostracion.
Se aplica el axioma ii) teniendo en cuenta que si se agregan los conjuntos A,,; =
Apyo = ... = @, se obtiene que

+oo n
P (UfxA,) ZP )+ > P(A)=) P(4
i=n+1 i=1
pero P (U2 A,) = P (UL, A;) de donde se deduce el resultado.v’
Teorema 1.16. Si A, B € A, entonces P(B—A)=P(B)—P(ANB).

Demostracion.
Escribimos la union disjunta (B — ) (AN B) = B. Luego, aplicando el axioma ii)
obtenemos que P (B — A)+ P(ANB) = ( ), de donde se deduce el resultado.v’

6
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Corolario 1.17. Si A, B € A son tales que A C B, entonces
1. P(B—A)=P(B)—P(A).
2. P(A) < P(B).

Demostracion.

1. Es inmediato a partir de la propiedad anterior, si se observa que ANB = A.v
2. Es inmediato ya que P (B) — P(A) =P (B—A) > 0.v
Teorema 1.18. 5i A, B € A, entonces P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB).

Demostracion.
Escribimos AUB = (A — B)U (B — A) U (AN B), union disjunta, entonces

P(AuB)=P(A-B)+P(B—A)+P(ANB) =
P(A)—P(ANB)+P(B)—P(ANnB)+P(ANB)
de donde se deduce el resultado.v’

Teorema 1.19. Si A, A, ..., A, € A entonces

n

P (Ui, A) =) () > P(A, NA,N...NA;).

k=1 1<) <ig<...<ip<n

Demostracion.
Se deja como ejercicio.

Teorema 1.20. Si Ay, As, ..., A, € A, entonces P (U1 A;) < >.7 P (A4).

Demostracion.
Se deja como ejercicio.

Teorema 1.21. Propiedad de continuidad de las probabilidades.

1. Sila familia de sucesos {An}, .y C A es tal que: Ay C Ay C Az C ... entonces

P (Ut A,) = limP (A,) .

2. Si la familia de sucesos {A,},cy C A es tal que: Ay D Ay D Az D ... entonces

P (N2 A,) = limP (A,) .

Demostracion.
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1. Definimos la familia de sucesos B,, = A,, — A,,_1 para n = 1,2, 3... Sobreenten-
deremos que Ay = . Como A, _; C A, cualquiera sea n, entonces P (A, — A,_1) =
P(A,)—P (A,—1). Porotrolado {B,}, .y C A, es una familia disjunta de suce-
sos, por lo que aplicando el axioma iii) se obtiene que

+o00 +00 +0o
P(UiBa) =Y P(B))=> P(Ay—An) =Y [P(A,) = P (A1)
n=1 n=1 n=1
= limP (A,) .v
2. Tomando complementos obtenemos que A{ C A5 C A§ C ..., luego aplicando

la parte anterior, se obtiene que P (U] A¢S) =1limP (A%). O sea que
P([NixNA4,]) =1-P(Nix4,) =

lim[1 — P (A4,)].
Entonces

P (M5 A,) = limP (A,) v

Teorema 1.22. Si la familia de sucesos {A,}, .y C A es tal que P(A,) = 1 para
todo n, entonces P (N2 A,) = 1.

Demostracion.
Debemos probar que P ([N} A,] C) = P (U/2A%) = 0. A partir del teorema 1.20 y
tomando limite obtenemos

“+oo
P(UiAL) <) P(A) =0.v
n=1

Definicién 1.23. Limites superior e inferior de una sucesién de conjuntos.
Dados (€2, A, P) espacio de probabilidad y {Ay}, .y C A, se definen el limite superior
e inferior de la sucesién de sucesos como

400 400 oo 00
limsup A,: = ﬂ U Ag v liminf A,: = U m Ap.
n=1k=n n=1k=n

respectivamente.
Se deja como ejercicio verificar las siguientes propiedades.

1. limsup A, = {w € Q: w € A, para infinitos valores de n} (ocurren infinitos

A).

2. liminf A,, =
{w e Q: we A, para todo n, salvo a lo sumo para una cantidad finita de indices}
(ocurren A,, para todos los valores de n salvo a lo sumo una cantidad finita).
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3. liminf A,, Climsup A,,.

+o00
4. Como la sucesion B, = |J A es decreciente, entonces P (limsup A,) =

k=n
+o0o
k=n
+o0 oo
5. Como la sucesion B,, = (] Ay es creciente, entonces P (liminf A,) =lim P < N Ak> .
k=n k=n

6. Si {A,}, oy €5 una sucesion creciente de sucesos, entonces liminf A, = limsup

+oo
A, = U A,
n=1

7. Si {A,},cn €s una sucesion decreciente de sucesos, entonces liminf A, = limsup
+o0
A, = A
n=1

Observacion 1.24. La definicion de limite superior e inferior de una familia de
conjuntos se define de igual modo aunque no estemos en un espacio de probabilidad.

Teorema 1.25. Dados (£, A, P) espacio de probabilidad y una sucesion {A,}, oy C
A, entonces se cumple que

(1) (2) 3)
P (liminf A,) < liminfP ( A,) < limsupP (A,,) < P (limsup A,).

Demostracion. .
Para la desigualdad (3), vemos que para todo n se tiene que |J Ay D A,, entonces
k=n

+oo
P (limsup A,,) = limP (U Ak> > limsupP (A,) .
k=n

Un razonamiento analogo prueba la desigualdad (1).
La desigualdad (2) es evidente.v’

Ejemplo 1.26. Si 2 es un conjunto infinito numerable, es decir Q = {wy, we, ..., wy, ...}
entonces si consideramos la sucesion {p,}, . tal que p, > 0 para todo n € Ny
Z:Spn = 1, y definimos P : 2% — [0,1] tal que para todo A € 22 | P(A) =
o +,cA Pn, €ntonces se cumple que la terna (Q, 29 P) es un espacio de probabil-
idad. Observamos que segun esta definicion se tiene que P ({w,}) = p, para todo
n.

Ejemplo 1.27. Modelo de equiprobabilidad. Si 2 es finito, definimos P : 2% —
[0,1] tal que P(A) = % siendo n(A) la cantidad de elementos que tiene el con-
junto A. Observamos que en este caso, se tiene que si 0 = {wq, ws, ..., w,} entonces
P ({w;}) = 1/n para todo i = 1,2,3,...,n, lo cual significa que todo elemento de {2

es igualmente probable.
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En general, cuando ) es finito o infinito numerable, si no se aclara nada al respecto
se sobreentiende que la o-algebra considerada es 2. En numerosas ocasiones se est4
en presencia de un espacio muestral ) finito donde cada elemento tiene la misma
probabilidad.

Ejemplo 1.28. Se tiran 3 dados y se desea calcular la probabilidad de que salga al
menos un 2 en las 3 tiradas.

En este caso, Q = {(i,4,k) : 1,5,k € {1,2,3,4,5,6}} . Para calcular n (2) observamos
que para la terna (i, 7, k) tenemos 6 valores posibles de i, por cada valor de i tenemos
6 valores posibles para j por lo que existen 6 = 36 pares (i,7), y por cada uno de
estos 36 pares tenemos 6 posibles valores de k, asi obtenemos 6% = 216 ternas en €.
Por otro lado, para el suceso A = “sale al menos un 2 en las 3 tiradas", podemos
realizar la descomposicion A = BU C U D donde B = “sale exactamente una vez
el 2 en las 3 tiradas", C = “sale exactamente dos veces el 2 en las 3 tiradas", D =
“sale las 3 veces el 2 en las 3 tiradas". Esta union es disjunta por lo que P (A) =
P(B)+P(C)+ P (D).

Para calcular P (B) observamos que si el 2 sale en el primer lugar, tenemos 5% ternas,
pero el 2 puede salir en el segundo o en el tercer lugar, por lo que en total tendremos
n(B) = 3x5% =75y entonces P (B) = 75/216. Razonando similarmente, obtenemos
P (C) =3 x 5/216 mientras que P (D) = 1/216, entonces P (A) = 91/216. Hubiera
sido més sencillo observar que A° = “no sale ningin 2 en las 3 tiradas", entonces
tenemos 5 X 5 x 5 ternas donde esto ocurre, entonces P (A¢) = 125/216 y por lo tanto
P(A)=1-125/216 = 91/216.

Ejemplo 1.29. Si se tiran 24 veces dos dados, jes mas ventajoso apostar por la
aparicion de al menos un doble 6, o no? En este caso, el total de casos posibles son
36 X 36 x ... x 36 = 3624, mientras que si definimos el suceso A = “no aparece ningin

24 veces

doble 6 en las 24 tiradas", tenemos que n (A) = 35 x 35 x ... x 35 = 35%* y por lo

24 veces
tanto P (A) = (35/36)*" = 0.508 por lo que es mas conveniente apostar a que no
aparece ningtn doble 6 en 24 tiradas.

1.3 Apéndice y notas historicas.

Comentario sobre la necesidad de trabajar con sigmas algebras sobre es-
pacios muestrales no numerables.

Dado un conjunto €2 # &, se dice que A es un algebra de subconjuntos de €2 si y so6lo
si cumple los siguientes axiomas:

1. Qe A;
2. Si A € A entonces A° € A;

3. Si A,B € Aentonces AUB € A.

10
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En el caso en que ©Q = (0,1), entonces se verifica directamente que el conjunto [
formado por uniones finitas de conjuntos de la forma: (a,b]; (0,0]; (a,1) con a,b €
(0,1) forman un algebra de subconjuntos de (0, 1).

Por otro lado, también se puede verificar directamente que la funcion P : I — [0, 1]
tal que P (A) = longitud de A, cualquiera sea A € I, es una funciéon que cumple ser
finitamente aditiva, tal que P ((0,1)) = 1.

Un teorema importante de teoria de la medida, el teorema de Carathéodory nos dice
que si tenemos una terna (§2, I; P) donde P es una funcion P : I — [0, 1] que cumple
que P (Q) = 1y ademas es finitamente aditiva ( o sea que P (AU B) = P (A)+ P (B)
siempre que A, B € [sean tales que AN B = ®), entonces existe una tnica funciéon
P*tal que (Q,0(I),P*) es un espacio de probabilidad, tal que P*(A) = P (A)
para todo A € I Dicho de otra manera, si tenemos una funciéon de probabilidad
finitamente aditiva, definida sobre un algebra [de subconjuntos de €2, entonces puede
ser extendida de manera tnica sobre la o-algebra generada por [

Volviendo al ejemplo del espacio (0,1) y el algebra I, entonces sabemos que o (1) =
Bio,1). Usando estas ideas veremos que existen conjuntos no borelianos. Definimos la
relacion en (0,1), xRy siy solo si  —y € Q. Se verifica en forma inmediata que la
misma define una relacion de equivalencia en (0, 1). Por lo tanto queda el conjunto
(0,1) particionado en clases de equivalencia. Elegimos un elemento de cada clase, y
con ella formamos un conjunto que llamamos A. O sea que podemos escribir (0,1) =
UaerAq, donde la union es disjunta, y ademéas x,y € A, siy sbélosi z —y € Q. Para
cada « € I elegimos a, € A, de manera arbitraria (esto puede ser realizado gracias
al axioma de eleccion), entonces definimos el conjunto A = U,er{aq}. Veremos a
partir del teorema de extension de Carathéodory que A no es boreliano. Para cada
racional ¢ € QN (0,1) definimos el conjunto A, = {z+q: z€ A, v4+¢<1} U
{r+q—1:2€A x4 ¢q>1}. Observando que los A, son los trasladados por ¢ del
conjunto A, deducimos que si A fuera boreliano, entonces también lo seria A, para
cada ¢ € QN (0,1). Observamos ademés que para todo ¢ € QN (0,1) se cumple que
P(A,) =P (A).

Por otro lado, se cumple que (0,1) = Ugegn(o,1)A4. ademas la union es disjunta. Por
lo tanto, extendiendo por Carathéodory la funciéon P a la o-algebra generada por [
que es la o-algebra de Borel en (0, 1), obtendriamos que

L=P((0,1))= )  P(A4)=0

qeQN(0,1)
lo cual es absurdo.

Observacioén 1.30. Este resultado ademds de demostrar que existen conjuntos no
borelianos, nos permite demostrar también que cuando Q) = (0,1), es imposible definir
una funcion de probabilidad sobre todos los subconjuntos de (0,1), de tal modo de que
la probabilidad de un intervalo incluido en (0,1) sea la longitud del mismo.

Por lo tanto si queremos trabajar con un espacio de probabilidad donde se elije un
punto al azar en el intervalo (0,1), de tal modo que la probabilidad de un intervalo
incluido en (0,1) sea la longitud del mismo, no nos quedard mds remedio que definirlo

11
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como la longitud sobre los intervalos, y luego via el teorema de Carathéodory, exten-
derlo a la o-dlgebra de Borel sobre (0,1).

Un poco de historia.

Como fue visto en el ejemplo 1.29, la probabilidad de la apariciéon de al menos un
doble seis cuando se tira 24 veces un par de dados, es 0,492, por lo tanto es levemente
desfavorable a apostar a que no sale ningtin doble 6. Dada la proximidad de este valor
a 1/2, sin saber realizar este calculo, dificilmente podriamos prever si era favorable o
desfavorable apostar a este evento, por el simple hecho de repetirlo muchas veces y
contabilizar su frecuencia. Esta situacion se le presenté a Antoine de Gombaud (ca-
ballero de Meré), noble francés quien en 1654 interesado en resolver este problema, se
lo plante6 a Blaise Pascal, quien comenz6 a cartearse con Pierre de Fermat, para dis-
cutir y llegar a la soluciéon del problema. Si bien los juegos de azar, son tan antiguos
como la humanidad, y es natural pensar que los primeros matematicos babilénicos y
griegos ya trabajaron y por lo tanto obtuvieron ciertos resultados probabilisticos, se
considera que éste intercambio de correspondencia entre de Fermat y Pascal motivo
el inicio de la teoria de la probabilidad, o al menos el comienzo de la construccion
de los principios de la misma. Christian Huygens (quien fuera maestro de Leibnitz),
enterado de esta correspondencia, en 1657 publico lo que es conocido como el primer
libro de teoria de probabilidades: De Ratiociniis in Ludo Aleae, que se trata de un
libro de problemas de juegos de azar.

Anterior en el tiempo a esta correspondencia y a Huygens, vale la pena destacar que
el matematico italiano Gerolamo Cardano en el siglo XVI ya habia resuelto algunos
problemas de juegos de azar, e incluso escribié un tratado sobre probabilidad, “Liber
de ludo aleae”, pero el mismo fue publicado casi un siglo después de su muerte, en
1663.

El primero en dar la definicion clasica de probabilidad (casos favorables sobre casos
posibles) fue James Bernoulli (1654-1705), en una obra fundamental para el desar-
rollo de la teoria de la probabilidad: “Ars Conjectandi” (El arte de conjeturar), esta
obra fue publicada en 1713. En 1812, Pierre Simon de Laplace, en su libro Théorie
analytique des probabilités, introduce numerosas ideas y técnicas para resolver prob-
lemas de azar.

De manera un tanto irregular, numerosos matematicos aportaron nuevas ideas a la
teoria, se plantearon nuevos problemas, y se desarrollaron nuevos conceptos, pero ain
quedaba una definicién que sea adecuada y satisfactoria a situaciones donde esta pre-
sente el azar, pero que no tienen que ver con juegos de azar, ni pueden ser repetidos
en idénticas condiciones muchas veces. Esta falta de una definicién precisa hizo que
muchos mateméticos se “desencantaran” y consideraran a la probabilidad no como
una teorfa matematica, y se alejaron de ella.

Durante los tres siglos en que se busco una definicién adecuada y amplia para la prob-
abilidad, hubieron distintas escuelas, como la clasica, la frecuencista y la subjetivista
que tuvieron distintas controversias entre si, ya que todas daban definiciones que no
eran totalmente satisfactorias.

La escuela clésica es la que acotaba los problemas probabilisticos a los casos en que
() es finito con resultados equiprobables, por lo que definian probabilidad como el
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Chapter 1. Espacio de probabilidad.

numero casos favorables sobre el nimero de casos posibles. Claramente esta defini-
cion no es aplicable a muchas situaciones que se dan en la practica, tanto porque a
veces () es infinito, como cuando los elementos del mismo no son equiprobables. Otros
definieron lo que se llama interpretaciéon frecuencista, que dice que para calcular la
probabilidad de un evento se lo debe repetir n veces, y entonces es el limite cuando
n tiende a inifinto del nimero de veces que ocurre el evento dividido el nimero de
repeticiones del experimento (n). Nuevamente es claro que esta interpretacion tiene
el defecto de que muchas veces el experimento no puede ser repetido en idénticas
condiciones, y ademés, no se pueden hacer infinitos experimentos. Por otro lado, el
limite no es el limite usual, hay que definir otro concepto de limite, ya que el azar
no permitiria asegurarnos un n tal que a partir del mismo, la probabilidad del suceso
diste de la frecuencia observada tan poco como se quiera. Esta escuela estd basada
en la ley de los grandes niimeros que veremos méas adelante.

Por ultimo los subjetivistas, decian que la probabilidad estaba dado por un caracter
subjetivo, en el sentido de que la probabilidad de un suceso, es el grado de confianza
que se tiene de que el mismo ocurra. De esta manera dos personas distintas pueden
tener probabilidades diferentes para un mismo suceso, puesto que sus grados de con-
fianza de que el mismo ocurra son distintos. Incluso una misma persona, en otro
momento puede llegar a tener una valoracion distinta de la ocurrencia de un suceso
y por lo tanto cambiar su grado de confianza. Esta escuela tuvo por precursores a
Bruno de Finetti y Leonard Savage.

Hubo que esperar hasta 1933 cuando Andrei Nikolayevich Kolmogorov, en su mono-
grafia titulada “Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung” (Fundamentos de
Probabilidad) planteara la definicion axiomatica de espacio de probabilidad, dén-
dose cuenta a partir de la teoria de la medida y de los trabajos de Borel y Lebesgue,
que calcular probabilidades, “es una forma de medir”. Se puede decir que a partir
de este trabajo, definitivamente y para todos los matematicos, la probabilidad paso
a ser un tema de matemaéatica, y ademas concluyd con todas las discusiones sobre la
definicion de probabilidad, ya que todas ellas quedaron como casos particulares de
un espacio de probabilidad.

Si bien un espacio de probabilidad es un caso particular de espacio de medida, tiene
conceptos y formas intuitivas de pensar problemas probabilisticos (como la proba-
bilidad condicional y el concepto de independencia, que serdn vistos en el proximo
capitulo) que la independizan en muchos aspectos de la teoria de la medida.
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Chapter 2

Probabilidad condicional e
independencia.

2.1 Probabilidad condicional.

Supongamos que participamos de un juego en el que se tira una moneda sucesiva-
mente dos veces, y nosotros apostamos a que salen ambas caras. La probabilidad
que tenemos de ganar la apuesta es 1/4. Ahora bien, si ya se lanzé la primer mon-
eda y sali6 cara, ahora nuestra probabilidad de ganar pasd a ser 1/2. Se observa
que en este caso, se agregd informacion sobre el experimento. En este ejemplo,
Q= {(C,C);(N,C); (C,N);(N,N)} y si le lamamos A = {(C,C)} (salen ambas
caras) y B = {(C,C); (C, N)} (la primera sali6 cara), como dijimos P(A) = 1/4 pero
la probabilidad de que ganemos la apuesta sabiendo que el primer lanzamiento sali6
cara, lo anotaremos como P(A/B) y vale P(A/B) = 1/2. Como se ve en este caso,
al cambiar la informacién que tenemos sobre el experimento, observamos que cambi6
el espacio muestral. Al calcular P(A/B) pensamos el calcular la probabilidad de A,
suponiendo que el espacio muestral es B. Si estamos en el modelo de equiprobabili-
dad, calculariamos P(A/B) = % ya que ahora nuestros casos posibles son el total
de elementos de B, esto es n(B) y los casos favorables son aquellos en los que ocurre
el suceso A (de entre los que ocurren B), esto es n(A N B), por lo tanto observamos
que en el modelo de equiprobabilidad la manera general de calcular la probabilidad
condicional seria asf:
ANB)/n(Q) P(ANB)

_n( _
PAB) == B me) ~ P

Este calculo (y otros) motivan la siguiente definicion.

Definicion 2.1. Si (2, A, P) es un espacio de probabilidad, dados A, B € A donde

P (B) > 0. Definimos P (A/B) = Z552.

La notacion P (A/B), la leemos como la probabilidad de que ocurra A, sabiendo que
ocurre B. En todos los teoremas que siguen se considera dado (£2,.4, P) un espacio
de probabilidad.
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Teorema 2.2. P(ANB) = P(A/B) P (B) cualesquiera sean A,B € A tal que
P(B) > 0.

Demostracion.
Evidente a partir de la definicion.v’

Teorema 2.3. P (A/B) = % cualesquiera sean A, B € A tales que P (A) >0
y P(B) > 0.

Demostracion.

P(ANB) P (BJA)P(A)
PUB) =55 = pm

Teorema 2.4. Si la familia {B,}, . C A es tal que

t) B, N\ B; = ® para todos i # j (es decir que son sucesos disjuntos dos a dos), i)
US> B, = Q 1) P(B,) > 0 para todo n € N. Entonces cualquiera sea A € A se tiene
que

1. Formula de probabilidades totales.
+o00
P(4) =Y P(A/B,) P(By).
n=1

2. Formula de Bayes. Para A tal que P(A) >0,

P (A/By) P (Bk)

P (By/A) = "= P(A/B,) P (B,)

para todo k € N.

Demostracion.

1. Dado A, de ii) deducimos que A = U} (AN B,,) unién disjunta, entonces
+oo +oo
P(A)=> P(ANB,) =Y P(A/B,)P(B,).v
n=1 n=1

2. Dado cualquier £ € N, tenemos por aplicaciéon de la propiedad 2 que

P (A/By) P (By)

y luego usando la férmula de probabilidades totales se obtiene que

P (A/By) P (By)
w21 P (A/By) P(By)

P (Br/A) =
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Observacion 2.5. Este teorema sigue siendo vdlido si la particion de ) en union de
los B, es finita.

Teorema 2.6. Si B € A es tal que P (B) > 0. Definimos Ag ={ANB:AcA}
y Pg: Ag — [0,1], tal que Pg(A) = P(A/B). Entonces (B, Ag, Pg) es un espacio
de probabilidad.

Demostracion. Se deja como ejercicio chequear que Ag es una o-algebra de con-
juntos sobre B y que Pgp define una probabilidad sobre B.

Teorema 2.7. S5i A, B,C € A con P (B) > 0, entonces
1. P(A°/B)=1—-P(A/B).
2. P(AUC/B)=P(A/B)+ P(C/B)—P(ANC/B).
Demostracion. Ambas formulas son consecuencias directas de la propiedad anterior.v’

Teorema 2.8. Si Ay, As, ..., A, € A cumplen que P(A1NAyN...NA,_1) >0 en-
tonces

P(AiNAsn..NA,) =P(A) P(Ay/JA)) P(A3/A1 N As) ..P (A, JATN AN . .NA, ).
Demostracion. Se deja como ejercicio.v’

Ejemplo 2.9. Supongamos que se dispone de un bolillero con 44 bolillas numeradas
del 1 al 44. Se extraen 5 sucesivamente sin reponerse cada bolilla expraida. Se
supone que apostamos a que salen los nimeros 5,13,16,18,33. Deseamos calcular la
probabilidad de que acertemos al menos 2 de los 5 extraidos. En este caso, para
calcular los casos posibles, se ve que para la primer bolilla hay 44 posibles niimeros,
para la segunda 43 (todos menos el que sali6 en el primer lugar), para la siguiente
42, luego 41 y luego 40, asi tenemos 44 x 43 x 42 x 41 x 40 casos posibles. Para
los favorables, calculamos los del complemento. Observamos que si le llamamos A =
“salen al menos dos de los 5 apostados", entonces A° = B U C donde B =“no sale
ninguno de los 5 apostados" y C' =“sale exactamente uno de los 5 apostados". La
union es disjunta por lo que P (A¢) = P (B) + P (C). Los casos posibles para B son
39 x 38 x 37 x 36 x 35 mientras que para C' tenemos que 5 X 39 x 38 x 37 x 36 son
todas las posibilidades en que acertamos en la primera extraccién y no acertamos en
las 4 restantes, a esos hay que sumarles los que acertamos en la segunda y erramos en
las restantes, etc, etc, como cada uno de esos casos son 5 x 39 x 38 x 37 x 36 entonces
el total de casos favorables para C son 5 x 39 x 38 x 37 x 36 x 5, de esta forma
39 X 38 X 37 x 36 X 35 +5 %X 39 x 38 X 37 x 36 X 5

P(A) =1 =0,0911.
(4) 44 x 43 x 42 x 41 x 40 ’

Este mismo calculo podria haberse realizado mediante el uso de la propiedad ante-
rior. Para calcular P (B), llamémosle A; =“no acierto la primer bolilla extraida",
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Ay =“no acierto la primer bolilla extraida",...,As ="no acierto la quinta bolilla ex-
traida". Entonces P (A;) = 39/44, P (Ay/A;) = 38/43, P (A3/A1 N Ag) = 37/42,
P(A;/A N A; N A;z) =36/41y P(As/A1 N Ay N A3 Ay) = 35/40, ast se tiene

39 x 38 x 37 x 36 x 35
P(B)ZP(AlﬂA2“A3”A4“A5):44><43><42><41><40

Para P (C) lo separamos como suma de acertar exactamente la primera, mas acertar
exactamente la segunda, etc y definimos adecuadamente los conjuntos Ay, As, Az, Ay, As
y se procede de manera analoga.

Ejemplo 2.10. Se tiene una urna compuesta por 3 bolillas azules, 2 blancas y una
roja, y una segunda urna compuesta por 3 blancas y 3 azules. Se extrae una bolilla
de la urna uno, se la deposita en la segunda y luego se extrae una bolilla de esta
segunda urna. Calculemos las probabilidades de: A =“la segunda bolilla extraida es
azul", B =“la primer bolilla extraida es blanca, sabiendo que la segunda fue blanca".
En este caso, aplicamos la propiedad de probabilidades totales quedando P (A) =

P (A/1% blanca) P (1* blanca)+P (A/1¢ azul) P (1* azul)+P (A/1° roja) P (1* roja) =
33 n 43 n 31
76 76 76
Para B, usamos el teorema de Bayes quedando P (B) = P (1% blanca/ 2* blanca) =

=0,571.

P(2°b /19Db) P (1% b)
P(2°b/1eb)P(leb)+P(2°b /1ea)P(1ea)+ P(2°b / 1e1) P (1% roja)

43
76 —
1735 ;31 00

76 76 76

2.2 Independencia.

Definicién 2.11. Dado (2, A, P) un espacio de probabilidad, se dice que la familia
de sucesos {Aq},.; donde I es una familia cualquiera de indices, son sucesos inde-
pendientes si y solo si, para todo F' C [ finito, se cumple que

P (QQFAQ) =[P A).

acel

Observacion 2.12. Si la familia de sucesos se reduce a dos, entonces la definicion
anterior nos dice que A y B son independientes si y sélo si P(AN B) = P (A) P(B),
lo cual en el caso en que P(B) > 0 es equivalente a pedir que se cumpla que
P(A/B) = P(A), pero la ventaja que tiene la definicion dada es que no requiere
que los sucesos tengan probabilidad positiva.
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Observacion 2.13. Si la familia de sucesos se reduce a 3, digamos A, B y C, en-
tonces los mismos son independientes si y solo si se cumplen las siguientes cuatro
condiciones:

1. P(ANB) = P(A)P(B)
2. P(ANC) = P(A)P(C)
3. P(BNC) = P(B)P(C)
J. P(ANBNC) = P(A)P(B)P(C)

Observacion 2.14. Observamos que en el caso anterior, para pedir que los tres
sucesos A, B y C sean independientes, se requiere que sean independientes de a pares,
que son las condiciones 1,2 y 3, pero a esto se le debe agregar la condicion 4 ya que
las condiciones 1,2 y 3 (como se verd en el siguiente ejemplo) no aseguran que A sea
independiente del suceso BNC. Se puede chequear sin dificultad que las 4 condiciones
que determinan la independencia de A, B y C' asequran la independencia de A con
BUC ylade A con BUC*® etc.

Se deja como ejercicio verificar el siguiente ejemplo, donde se muestra que tres sucesos
pueden ser independientes tomados de a dos, pero no ser independientes.

Ejemplo 2.15. Se tira un par de dados, uno azul y uno verde. Definimos A =“en el
dado azul sale el 57, B =“en el dado verde sale el 37, C' =“la suma de los resultados
de ambos dados es un namero par”. Entonces A, B y C son independientes tomados
de a pares, pero A, B 'y C no son independientes.

Teorema 2.16. Dado (2, A, P) un espacio de probabilidad, si una familia de sucesos
{Aus}oer son independientes, entonces también lo son la familia { B} donde para
cada o € 1, se tiene que, o bien B, = A,, o bien B, = AS,.

acl’
Teorema 2.17. Lema de Borel Cantelli. Dados (), A, P) espacio de probabilidad
y la sucesion {A,}, .y C A, entonces
1. 8i S P (A,) < +oo entonces
P (limsup A,) = 0.

2. 8i Y " P(A,) = +0o y ademds {A,}, oy Son independientes, entonces

P (limsup A,) = 1.
Demostracion.

“+oo
1. P (limsup 4,) =lim P ( U Ak) < 3 P(A,) — 0 puesto que la serie es
k=n

convergente.v’
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400 +oo
2. Como P (limsup A,) =lim P ( U Ak) , basta probar que lim P < N A;) — 0.
k=n k=n
Para cada m > n tenemos que

m

P(ﬁA) sp(ﬁz@ TP =0 P

k=n

Ahora, usando que 1 — z < e™? para todo x > 0, se deduce que

m m

[[h-P@) <[]e "™ =e X - 0.

m——+00
k;:n k’:’l’b

Observacion 2.18. La hipdtesis de que los sucesos {A,} son independientes en la
parte 2 del lema de Borel Cantelli, es necesaria ya que dado cualquier suceso A tal que
0 < P(A) < 1, si consideramos la familia de sucesos A, = A para todo n, entonces
se cumple que los {A,} no son independientes, :g P (A,) = 400 y sin embargo
P (limsup A,)) = P(A) < 1.

Ejemplo 2.19. Supongamos que se elije al azar un nimero en el intervalo (0,1)
. Cuél es la probabilidad de que aparezcan infinitos 4 en su expansion decimal? ;Y
la probabilidad de que el 44 aparezca infinitas veces?
Para responder a la primer pregunta, definimos los sucesos A, =“el 4 aparece en
el n-ésimo lugar en su expansion decimal”, entonces la sucesion {4, },en esta for-
mada por sucesos independientes, ademéas, P(A,) = 1/10 cualquiera sea n, entonces
:z P(A,) = +oo y por lo tanto la probabilidad de que aparezca el 4 infinitas
veces es 1. Para responder la otra pregunta, procedemos de forma similar, definimos
B, =“el 4 aparece en el n-ésimo lugar y en el siguiente en su expansiéon decimal”,
en este caso P(B,) = 1/100 para todo n, pero los B, no son independientes. De
todas formas si consideramos la subsucesion de sucesos { Ba, }nen, ahora si, tenemos
una sucesion de sucesos independientes y como E:{Z P(By,) = +00, tenemos que
la probabilidad de que aparezca el 44 inifintas veces en un lugar par seguido de uno
impar es 1, pero éste ultimo suceso estd incluido en el suceso de que el 44 aparece
infintas veces, se entonces la probabilidad de que el 44 aparezca infinitas veces es 1
también.

2.3 Notas historicas.

El ejemplo anterior es conocido como el teorema de los infinitos monos. Emil Borel en
su trabajo “Mécanique Statistique et Irréversibilité” en 1913 afirmaba que si se pone
a un millon de monos durante 10 horas a teclear una méaquina de escribir (como una
manera de decir que se eligen al azar letras del alfabeto, tantas como pueda teclear
durante 10 horas un mono), es extremadamente improbable que sea posible encontrar
una secuencia de letras tecleadas que sean el desarrollo de un libro por mas pequeno
que sea. Ahora, de acuerdo al ejemplo que acabamos de desarrollar, hemos probado
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que si a un solo mono se le da tiempo infinito, entonces hay probabilidad 1 de que
en algiin momento escriba la obra completa de Shakespeare, por ejemplo. Sélo basta
cambiar el conjunto de los 10 digitos por los simbolos del alfabeto, y la tirada 44 por
la de la obra completa de Shakespeare que es finita.

Thomas Bayes naci6 en Inglaterra en 1702 y muri6 en 1761. Se sabe muy poco de su
vida, ya que no se dedico activamente a la matematica, no se vinculé6 mayormente con
otros matematicos de su época, y por lo tanto no se destacé tanto mientras estuvo
con vida. Sus aportes a la teorfa de la probabilidad fueron enormes, ya que fue el
primero que defini6é y trabajo el concepto de probabilidad condicional, en tiempos
en que todos los calculos probabilisticos estaban restringidos a juegos de azar y los
calculos eran realizados segin el modelo de equiprobabilidad.

También es esencial su aporte a la definicion que utiliza de probabilidad, que fue
olvidada hasta el siglo XX, y que fue retomada recién en 1937 por Bruno De Finetti,
uno de los primeros precursores de la teoria subjetiva de la probabilidad.

Todos estos aportes fueron publicados en un trabajo titulado “An Essay Towards
Solving a Problem in Doctrine of Chances” publicado en 1763 (2 afios después de su
muerte), y el hoy llamado teorema de Bayes, fue publicado en 1764 en las “Philosoph-
ical Transactions Vol 53", que es la base de la hoy llamada inferencia bayesiana. Es
curioso que Bayes no haya intentado publicar sus trabajos, tanto su teorema como su
trabajo publicado en 1763, fueron encontrados por amigos suyos luego de su muerte.
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Variable Aleatoria.

Definicién 3.1. Dado un espacio de probabilidad (Q, A, P). Diremos que X : 2 —
R¥ es una variable aleatoria en R* si y solo si, se cumple que para cada A boreliano
se cumple que

X 1(A) e A
Cuando k > 1, también es llamado vector aleatorio.

Observacion 3.2. Dado que la o-dlgebra de Borel estd engendrada por los conjuntos
abiertos, basta verificar que X ' (A) € A, para todo A abierto (o para todo A en
algin generador de la o-dlgebra de Borel).

Observacién 3.3. Si Q es finito o infinito numerable, cualquier funcion X : Q — RF
es vector aleatorio, ya que en estos casos, consideramos como o-dlgebra a 2°.

Observacion 3.4. Toda constante, es vector aleatorio, cualquiera sea (Q,A, P) es-
pacio de probabilidad, ya que el conjunto X' (A) es Q si la constante estd en A o
vacio si no, en ambos casos X1 (A) € A.

En varias ocasiones, es conveniente trabajar con funciones a valores en R = R U
{+00, —o0}. Para dichos casos sera conveniente extender la o-algebra de Borel a By.
Por suerte es posible hacerlo de una forma sencilla.

Si le llamamos B a la o-algebra de Borel en R, definimos By =

BU{AU{400,—00}: AecB}U{AU{+o0}: Ac B} U{AU{—o0}: AecB}.

Se deja como ejercicio probar que Bg es una o-algebra de Borel sobre R.
Frecuentemente para simplificar la notacion, se suele escribir el conjunto X! (A) =
{w e Q: X(w) € A} mediante la simple escritura de {X € A} . Asi, por ejemplo al
conjunto X ! ((—o0, a]) lo denotaremos por {X < a}.

3.1 Propiedades.

Teorema 3.5. Dado X = (X1, Xo, ..., Xz) : Q@ — R¥. Entonces, X es vector aleatorio
sty solo st X1, Xo, ..., Xi son variables aleatorias en R.
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Demostracion.
Comenzamos observando que cualesquiera sean los conjuntos A;, A, ..., Ay, se tiene

que
k

X7 (Ay x Ay x ox Ay) =) X7 (A)).
=1

=) Si A es un boreliano en R, entonces

X 1A =X"|RxRx..xRx_A xRx..xR| €A

)

lugar ¢

Entonces X; es variable aleatoria.v’
<) Cualesquiera sean ay, as, ..., a; € R se tiene que

X' ((—00,a1) X (—00,a) X ... x (—00,a;)) = [ X; " ((—00,a)) € A

)
=1

va que cada conjunto que intersectamos pertenece a A, entonces X es vector aleatorio
en RF.v

Teorema 3.6. Si X : Q — R* es vector aleatorio y g : RF— R™ es continua, entonces
Y = g(X) es vector aleatorio en R".

Demostracion.
Dado un abierto A en R", entonces g~! (A) es abierto por la continuidad de g, por lo
que

Y7H(A) = (goX) " (A) = X! 7" (A)] € AV

Teorema 3.7. Si X,Y : Q — R son variables aleatorias, entonces también lo son
aX, X +Y y XY.

Demostracion.

Es consecuencia inmediata de la propiedad anterior, ya que (X,Y) es vector aleatorio
en R% y lo componemos con las funciones continuas g : R?— R definidas como
g(x,y) = ax, g(x,y) =z +yy g(r,y) = zy respectivamente. v’

Teorema 3.8. 57 X,, : Q — R es wvariable aleatoria para todo n € N, entonces
también lo son las variables Y : Q@ — RU{+oo} tal que Y =sup{ X1, Xo, ..., Xy, ...} ¥
7Z: Q= RU{—0c0} tal que Z =inf{ X1, Xo, ..., X, ...} .

Demostracion.
Basta observar que si tenemos una sucesion de ntimeros reales {z,}
cualesquiera sea a € R U {+o00} se tiene que

nens €ntonces,

sup{x1, T2, ..., Tp, ...} < a <z, < a para todo n.
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Entonces

Y ((—o0,a]) = [ X, (=00, a]) € A.

Entonces Y es variable aleatoria. Por otro lado, como Z = —sup{—X3, —Xs, ..., =X, ...},
se deduce de lo recién probado que Z también es variable aleatoria. v

Teorema 3.9. 5i X, : 2 = R es variable aleatoria para todon € N, entonces también
lo son las variables limsupX,, : Q@ — R U {400} y liminfX, : @ - R U {—o0}.

Demostracion.
Es consecuencia inmediata de la propiedad anterior ya que
limsup X,, = inf sup Xy, y liminf X,, = sup ’ir>1ka.‘/

n -Nn

n k>n

3.2 Funcion de distribucion de una variable aleato-
ria.

Definicién 3.10. Funcién de distribucién de una variable aleatoria.
Dados un espacio de probabilidad (Q,A, P) y X : 2 — R una variable aleatoria,
definimos la funcion Fx : R — R como Fx(z) = P (X < z) para cada x € R.

Observacion 3.11. Para todo © € R se tiene que {X < z} = X }((—o0,2]) € A,
por ser X wvariable aleatoria.

En todas las propiedades que siguen se sobreentiende que tenemos un espacio de
probabilidad (Q, A, P) y X : Q2 — R una variable aleatoria.

Teorema 3.12. F'x es mondtona creciente.

Demostracion.
Si a < b entonces {X < a} C {X < b}, entonces P (X <a) < P (X <b), por lo que
FX(CL) S Fx(b)\/

Teorema 3.13. lim Fx(x)=1.
T—+00

Demostracion.
Como Fx es mondétona creciente, basta restringirse a una sucesiéon particular que
tienda a 400, por ejemplo lim Fx(n).

n—-+00

+oo

Observamos que A, = {X < n} es una sucesion creciente de sucesos, tal que |J A, =

n=1
(), entonces por la propiedad de continuidad de las probabilidades se tiene que

n—-+00 n——+o00

lim Fx(n)= lim P(A4,) =P (DO An> =P(Q)=1v
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Teorema 3.14. lim Fx(x) =0.
r—r—00
Demostracion.
Razonamos anélogamente al caso anterior, por lo que basta considerar lim Fx(—n).

n——+oo

+o00
Consideramos ahora A,, = {X < —n} decrece a (] A, = @, por lo que se deduce que

lim Fx(—n)= lim P(4,) =P (N2 4,) :;1(@) =0.v

= n
n—4o00 n—-4o00 n=1

Teorema 3.15. Fx es continua por derecha.

Demostracion.
Nuevamente, basta ver que liril Fx(a+1/n) = Fx(a). Lasucesion A,, = {X <a+1/n}
n—-+0oo

o0

+
decrece a (| A, = {X < a}, de donde se obtiene el resultado.
1

n=

Teorema 3.16. Si definimos Fx(z~) = P(X < z), entonces para cualquier x € R
se tiene que Fx(a™) = lim Fx(z).
Tr—a—
Demostracion.
Similar a la anterior, se deja como ejercicio.

Observacion 3.17. Del teorema anterior se deduce que P(X = z) = Fx(x) —
Fx(x7), por lo que la probabilidad de que X tome un valor determinado, viene dado
por el “salto” de la funcion de distribucion en dicho x.

Notas.

1. Dado un espacio de probabilidad sobre un conjunto 2, (2, A, P) y tenemos una
variable aleatoria en él X : () — R, la misma nos permite definir naturalmente
un espacio de probabilidad donde el espacio muestral sea R. El mismo seria
(R, B, Fx). Aqui hay un detalle técnico y es el hecho de que Fx debe estar
definido en cualquier boreliano de R, pero un teorema de teoria de la medida
nos asegura que al ser F'y creciente y positiva, y estar definida en los conjuntos
de la forma (—o0, z] para todo € R que generan la o-algebra de Borel, existe
una tnica extension de F'x a dicha o-algebra.

2. Reciprocamente, si tenemos una funcion F': R — R, que cumple las siguientes
condiciones: i) F' es monotona creciente, ii) lim F(z) =1,iii) lim F(z) =0,
r—+00 T——00

iv) F es continua por derecha entonces, un teorema de teoria de la medida nos
dice que existe un espacio de probabilidad (Q, A, P) y una variable aleatoria X
definida sobre este espacio tal que Fx = F.
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3.3 Variables Aleatorias Discretas.

Definicién 3.18. Variables aleatorias discretas.
Dado un espacio de probabilidad (Q, A, P). Diremos que X : 2 — R es una variable

aleatoria discreta si y so6lo si existe un subconjunto Ax de R numerable, tal que
P(X eAx)=1

Definicién 3.19. Si X es discreta y se considera Ax tal que P (X =x) > 0 para
todo x € Ay, al conjunto Ax le llamaremos Rec(X).

Observacion 3.20. {X € Ax} es un suceso ya que al ser Ax numerable, entonces
Ax = Uz} por lo que {X € Ax} = U2 {X = 2.} € A ya que los puntos
aislados son borelianos.

Definicién 3.21. Funcién de probabilidad. Si X es discreta, definimos px :
R — R tal que px (z) = P (X = x) para cada = € R.

Observacion 3.22. Cuando X es discreta, solo una cantidad numerable de valores
de x son tales que P (X =x) > 0 por lo que alcanza definir px(z) para los x €

Rec(X).
Observacion 3.23. Cuando X es discreta, se tiene que 3, p..x)Px(z) = 1.

Observacion 3.24. Cuando X es discreta, entonces

Fx(z)= > px(®).

t€Rec(X) : t<[x]

3.4 Ejemplos de Variables discretas.

Ejemplo 3.25. Variable Bernoulli de parametro p. Notacion: X ~Ber(p).

Si consideramos (Q, A, P) espacio de probabilidad cualquiera, A € A tal que P (A) =
1 si weA
0 si wegA
en este caso X distribuye Ber(p). La funcién de probabilidad queda en este caso

p € (0,1) y definimos X : Q — R tal que X(w) = diremos que

 x=1 . . . .
px(x) = { 1 fp Z i _ 0 Se suele decir que si ocurre A es éxito y si no fracaso,

entonces p se interpreta como la probabilidad de éxito.

Ejemplo 3.26. Variable Binomial de parametros n y p. Notacion: X ~Bin(n,p).

Si repetimos de manera independiente experimentos de Bernoulli con probabilidad
de éxito p en cada prueba y definimos para cada 1 =1,2,3,,....n

{ 1 si hay éxito en la i-ésima prueba
0 sl no
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Entonces diremos que X = X; + Xy + ... + X, (cantidad de éxitos en las n pruebas),
distribuye Bin(n, p). En este caso es claro que Rec(X) = {0,1,2,...,n} y para obtener
la funcion de probabilidad, observamos que si z € {0, 1,2, ...,n}, entonces P (X = z)
significa la probabilidad de obtener x éxitos (y por lo tanto n—x fracasos). En primer
lugar calculamos la probabilidad de que salga éxito las primeras x veces y fracaso las
siguientes n — x veces. Este suceso es AyNAyN...NA,NAS  N...NAS donde A; =
“sale éxito la vez i-ésima”. Como las pruebas son independientes, la probabilidad de
esta interseccion es igual al producto de las mismas. Siendo p la probabilidad de
cada éxito, se deduce que la probabilidad de obtener éxito las primeras = veces y
fracaso las restantes es igual a p” (1 —p)" . Ahora, si consideramos los = éxitos y
n — x fracasos en cualquier otro orden, la probabilidad serd también p* (1 — p)" "
por lo tanto la probabilidad de obtener x éxitos y n — z fracasos, sera p* (1 — p)
multiplicado por la cantidad de maneras en que se pueden combinar los x éxitos y
n — x fracasos, de todas las maneras posibles. Para obtener dicho nimero, debemos
elegir x lugares de entre los n para ubicar los éxitos (en los restantes lugares van los
fracasos), por lo que el total de formas posibles es C. Entonces se obtuvo que

Y
n—=x

px(z) = Clp® (1 —p)" " para todo z € {0,1,2,....,n}.
Ejemplo 3.27. Variable Geométrica de parametro p. Notacion: X ~Geo(p).

En este caso se realizan de manera independiente pruebas de Bernoulli hasta obtener
el primer éxito. Aqui se define la variable X = “cantidad de fracasos”. En este caso,
se tiene que Rec(X) = {0,1,2,...} . Ademas, si z € {0,1,2,...}, el suceso {X =z}
significa que las primeras x veces hubo fracaso y luego hubo éxito. La probabilidad
en este caso es (nuevamente usando que las pruebas son independientes) (1 — p)* p,
por lo que

px(z) = (1 — p)* p para todo = € {0,1,2,...}.

Observacion 3.28. Para el mismo experimento, se puede definir la variable X =
“cantidad de pruebas”, también llamada con distribucion geométrica y para la que se
obtiene con el mismo arqgumento su funcion de probabilidad como

px(x) = (1 —p)* " p para todo x € {1,2,3,...} .

Ejemplo 3.29. Variable Binomial Negativa de parametros r, p. Notacion:
X ~Bin Neg(r,p).

En este caso se realizan de manera independiente pruebas de Bernoulli hasta obtener
el r-ésimo éxito. Aqui se define la variable X = “cantidad de fracasos”. En este caso,
se tiene que Rec(X) = {0,1,2,...} . Ademas, si = € {0,1,2,...}, el suceso {X =z}
significa que las primeras x + r — 1 veces, hubo r — 1 éxitos y x fracasos, y ademaés
en la prueba x 4+ r hubo éxito. Entonces la probabilidad del suceso {X =z} es la
probabilidad de que las primeras x + r — 1 veces, hubo r — 1 éxitos y = fracasos, que

es (razonando como en la binomial) C**7~'p"~1 (1 — p)”multiplicado por p. Entonces

px(z) = C*1p" (1 — p)* para todo x € {0,1,2,...}.
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Observacion 3.30. Al igual que lo visto para la geométrica, si definimos la variable
X = “cantidad de pruebas”, también se llama binomial negativa, y su funcion de
probabilidad queda

px(x) = C*p" (1 —p)*" para todo v € {r,r + 1,7 +2,..}.

Ejemplo 3.31. Variable Hipergeométrica de parametros N;, Ny, n. Notacion:
X ~Hiper(Ny, No,n) .

En este caso se considera una poblacion de N elementos, dividida en dos grupos,
cuyos totales son N; yv No. N; + Ny = N. Se realizan n extracciones sin reposi-
cion de objetos de esta poblacion. Le llamaremos éxito cda vez que una extrac-
cion sea de entre entre el grupo de los N; y fracaso en caso contrario. Definimos
en este caso X = “cantidad de éxitos entre las n extracciones”. Observamos que
Rec(X) = {x € N: max{0,n — No} <z <min{n, N,}}. El total de las formas posi-
bles que hay de extraer n objetos de un total de N, sin reposiciéon y sin importar el
orden, es C. Anélogamente, tenemos C* formas de elegir entre los N; elementos
z, y por cada una de estas combinaciones tenemos C22  formas de elegir entre los
N, elementos, los restantes n — z, por lo tanto, tendremos CM CN2_ casos favor-

ables,entonces
CN1 No
px(x) = xC—N"_JC para todo x € Rec(X).

n

Ejemplo 3.32. Variable Poisson de parametro \. Notacién: X ~Poisson()\).

Esta variable suele ser 1til para modelar diversos fenémenos, por ejemplo aquellos en
los cuales se mide la cantidad de sucesos que ocurren en un intervalo de tiempo. De
aqui se deduce que Rec(X) = {0,1,2,...}. Ejempos de estos fenomenos pueden ser
dados por la cantidad de autos que pasan por un determinado puente en un intervalo
de tiempo, rompimiento de cromosomas, desintegraciéon de particulas, etc.

Bajo ciertas hipotesis sobre el experimento es posible demostrar que existe un valor
de A > 0 tal que px(z) = e_;!’\ﬁ.

Veremos en lo que sigue la deduccion de la formula que nos da la funcion de prob-
abilidad, de una variable aleatoria Poisson con parametro A > 0. Para realizar la

deduccién de la formula, sera conveniente utilizar la siguiente definicion.

Definicién 3.33. Dado a > 0, si f: (=6,6) — R es tal que }llir%%f) = 0 diremos que
—
f es o(h®).

Observacion 3.34. o(h®) es una funcion que representa un infinitésimo de orden
mayor que h® cuando h — 0.

Se deja como ejercicio, verificar las siguientes propiedades concernientes al dlgebra de
funciones o(h®).

e o(h*) £ o(h*) = o(h®).
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e Si f es una funcién acotada, entonces f(h)o(h*) = o(h®).
e Si f(h) = o(h®) entonces f(h) = o(h”) para cualquier 5 < a.

Consideramos una familia de variables aleatorias discretas {X;},., que toman valores
en {0,1,2,3,...}. Le llamaremos p,(t) = P (X; =n). Supondremos las siguientes
hipotesis sobre las variables X.

1. H1: Las funciones p, son derivables en todo punto 0 < po(1l) < 1 po(0) =
P (X =0) =1 (el proceso arranca en 0).

2. H2: La distribucion de Xy, — X; es igual a la de X, para todos t,h > 0 (el
proceso tiene incrementos estacionarios).

3. H3: Las variables X;, — X;, v X;, — X;, son independientes cualesquiera sean
0 < t; <ty <tz <ty (el proceso tiene incrementos independientes).

4. H4: P(X; > 2) = o(t).

H2 significa que la distribucion de X, — Xy, so6lo depende de h (no de t). Si X, — X,
cuenta la cantidad de sucesos que se observan en el intervalo [t,t + h], la distribucion
de esta variable es igual a la de X} que es la cantidad de sucesos que se observan en
el intervalo [0, h].

H3 significa que la cantidad de sucesos que se observan en el intervalo [¢1, 5] es inde-
pendiente de la cantidad de sucesos que se observan en [t3, ] siendo estos intervalos
disjuntos entre si.

H4 significa que para valores pequenios de t, la probabilidad de observar 2 o maés
sucesos en un intervalo de longitud ¢ es un infinitésimo de mayor orden que t¢.

Lema 3.35. Si se cumplen las condiciones H1, H2, H3 y H{ entonces existe A > 0
tal que po(t) = e~

Demostracion.

Para cada t > 0, partimos el intervalo [0, ¢] en n subintervalos (=1t 2] (i = 1,2,3, ..., n)

de longitud constante e igual a % Entonces, decir que en el intervalo [0, ¢], no se ob-
i, it

servaron sucesos, es equivalente a decir que en todos los subintervalos (%t, ﬂ no se

observaron sucesos.
pO(t) =P (Xt = O) =P (Xt/n = 07 X2t/n - Xt/n = 07 ey Xy — X(n—l)t/n = O) }E

P (Xijn = 0)P(Xoyjn — Xipn = 0).. P(X; — X(_1yiyn = 0) =

[PXin = 0)]" = [po(t/m)]".

Entonces obtuvimos que po(t) = [po(t/n)]" para todo ¢ > 0. Entonces, para todo
m natural tenemos que po(mt) = [po(mt/n)]", pero por otro lado como el intervalo
[0, mt] lo podemos partir en m intervalos de igual longitud ¢, también se cumple que

po(mt) = [po(t)]™ . Entonces [po(t)]™ = [po(mt/n)]", por lo que [po(t)]™™ = po(mt/n)
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para todos t > 0, m y n naturales. Hacemos ¢t = 1 y obtenemos [po(l)]m/" = po(m/n)
para todos m y n naturales. Tomando limites, se deduce que [py(1)]" = po(t) para
todo t > 0. Asumiendo que 0 < po(1) < 1, existe A > 0, tal que po(1) = e y
entonces py(t) = e~ para todo t > 0.V’

Teorema 3.36. Bajo las hipotesis H1, H2, H3 y Hj, se cumple que

)\t )"
pa(t) = % para todot >0 yn=20,1,2,3, ...
n!

Demostracion.
Sabemos que py(t) = e =1 — At + o(t). Como ademés por H4 P (X; > 2) = o(t),
se deduce que

p(t)=P(X;=1)=1—po(t) — P(X; >2) = At + o(t).
Entonces para cada h > 0 tenemos que
pa(t +h) =P (Xipn =n) =

PXi=mXen —Xe =0+ P(Xs=n—1; Xy - Xy = 1)+

ZP(Xt:n_ZaXt-‘rh_Xt:Z)

1=2

Ahora, observamos que

ZP(Xt =n—i;Xpyp — Xy =1) < P (Xypp — Xy > 2) =1 —po(h) —pi(h) = o(h).
=2
Entonces

Pt +h) =P Xy =n; Xpn — Xe =0+ P(X; =n—1; Xpun — Xy = 1)+ o(h) Z

P(X; =n)P(Xppn— X, =0)+ P (X, =n—1)P(Xpyp, — Xy = 1) + o(h) Z

Pn(t)po(h) + pae1 (£) pr(t) + o(h) =
pu(t) (1 = Ah 4 0o(h)) + pr_1 (t) (Nh 4+ o(h)) + o(h).

Y como p,,_1 (t) v pn (1) son probabilidades, son acotadas, por lo que multiplicadas
por o(h) dan o(h) y por lo tanto podemos asegurar que

pu(t+h) =pu(t) (1 = Ah) 4+ pp_1 (t) \h + o(h).

Si restamos a ambos términos p,(t) y dividimos entre h obtenemos

o(h)

h
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si ahora tomamos limite cuando h — 0, dado que las p,, son derivables, obtenemos la
relacion

Po(t) = D1 () X — pu () A

Observemos que conociendo la funcion p,_; (t), tenemos una ecuacion diferencial
lineal de primer orden con condici6n inicial p,(0) = 0. Como conocemos py(t) = e,

podemos hallar p(t), luego po(t) y asi sucesivamente. Se deja como ejercicio verificar
eiAt()\t)n ‘/

por induccién que la solucién es p,(t) = ~—;

Observacion 3.37. La ecuacion pl,(t) = pp—1 (1) X — p, (t) A en el caso n = 0 queda
p(t) = —po (t) A que junto con la condicion inicial po(0) = 0 da por solucion po(t) =
e M. Por lo tanto si en HI no pedimos que 0 < po(1) < 1 y a cambio pedimos que
pi(t) = At + o(t), obtenemos una demostracion del resultado, sin necesidad del lema
previo.

Observacion 3.38. Dado que en la demostracion se ve que P(X; = 1) = At + o(t),
entonces H/, significa que para valores pequenos de t, la probabilidad de observar 2 o
mdas sucesos en un intervalo de longitud t es un infinitésimo de mayor orden que la
probabilidad de observar un sdlo suceso en el mismo intervalo.

3.5 Variables aleatorias absolutamente continuas.

Definicién 3.39. Variables aleatorias absolutamente continuas.

Dado un espacio de probabilidad (Q, A, P). Diremos que X : 2 — R es una variable
aleatoria absolutamente continua si y s6lo si existe una funciéon fy : R — R tal que
fx(xz) > 0 para todo z € Ry Fx(z) = [*_ fx(t)dt. A la funcién fx se le denomina
densidad de X.

Teorema 3.40. Si X es absolutamente continua y A es un boreliano cualquiera,
entonces

P(X € A) :/AfX.

La demostracion del teorema surge de la teoria de la medida, pero es evidente si
consideramos como conjunto A a un intervalo (a, b] cualquiera, ya que sabemos que

P(X € (a,b]) = Fx(b) - Fx(a) Z/;fx—/;fXZ/abfx

Como los conjuntos de la forma (a, b] generan la o-algebra de Borel, por un argumento
de teoria de medida se extiende la igualdad para todo A boreliano.

Observacion 3.41. Cuando decimos fA fx, nos estamos refiriendo a la integral de
Lebesgue, ya que la integral de Riemann estd definida tunicamente sobre intervalos,
de todas formas la integral de Lebesgue coincide con la de Riemann sobre intervalos.
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Observacion 3.42. Si X es absolutamente continua, entonces

+oo
fx =1

—0o0

Observaciéon 3.43. Si X es absolutamente continua entonces
P(X =a) =0 cualquiera sea a.

Observacion 3.44. Si X es absolutamente continua entonces Fx es continua ya que
Fx(z7) = Fx(z) — P(X = z) = Fx(z).

Observacion 3.45. Si x es punto de continuidad de fx, entonces Fx es derivable
en x y ademds Fi(x) = fx(z).

Observacion 3.46. Dada una funcion de densidad, si cambiamos la definicion de la
misma en un conjunto de puntos de medida nula, no cambia la funcion de distribu-
cion, ya que la integral sobre este conjunto valdrd cero.

Observacion 3.47. Si f : R — R es tal que f(x) > 0 para todo © € R y cumple
fj;o f(z)dz =1, entonces existe un espacio de probabilidad (Q, A, P) y una variable
aleatoria X absolutamente continua tal que fx = f. Lo anterior se debe a que
definiendo F : R — R tal que F(x) = ffoo f(t)dt, entonces, F' es mondtona creciente,
continua en todo punto, con limites 1 y 0 a +0o0 y —oo respectivamente. Luego
aplicamos el teorema de existencia de un espacio de probabilidad para estos casos.

3.6 Ejemplos de variables absolutamente continuas.

Ejemplo 3.48. Variable uniforme en el intervalo [a,b]. Notacién: X ~
Ula,b].

1

Cuando X es tal que fx(z) = { ? Zi i Z EZ;Z;

se dice que X tiene distribucion
0 si z<a
uniforme en el intervalo [a,b]. En este caso Fx(x) = =2 i a<x<b yse
1 si x>0
observa que si elegimos c,d, e, f tales que a < ¢ < d < b, a < e < f < b, con
d — c= f — e, entonces

Pc< X <d) = Fy(d) — Fx(c) = :—5:P(e<X<f)

por lo que intervalos incluidos en [a, b] de igual longitud tienen igual probabilidad.

Ejemplo 3.49. Variable Exponencial de parametro A > 0. Notacion: X ~Exp(]).
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0 si <0

) se dice que X tiene distribucién
e sioz>0 4

Cuando X es tal que fx(z) = {

exponencial de parametro A. En este caso Fx(z) = { ] —Oe 21 i i 8

Ejemplo 3.50. Variable Normal de parametros ;. y o2 > 0. Notacién: X ~
N (p,0%).

Cuando X es tal que fx(x) = \/217620 (1% ge dice que X tiene distribucién nor-

mal con media p y varianza o?. Veremos que ésta funcién es una densidad. Dado

que es positiva, basta ver que integra uno. Observamos que haciendo el cambio
oo *tht

de variable t = *=£  obtenemos que \/Wf 27 @1 gy — Wf )
por lo que bastara con probar que es equivalente a probar que \/ﬂ f_oo Pt =

1. Calculemos [[ e%(x2+y2)dxdy. Dado que la integral es convergente, es igual a
RQ

lim ffe? (+*+4*) 4zdy siendo D, ={(z,y) € R?* : 22 + y* < n?}.

n%JrooD

Pasando a coordenadas polares, obtenemos que

2 n
// e%l(x2+y2)dxdy = / dcp/ e Prdr = 2 (1 — 67"2/2) — 27,
0 0
Dy,

Por lo tanto, tenemos que

-1 2 2 +oo 2 +oo 2 +oo 2 2
2m = //62(36 ty )d:cdy = / e " /Zd:c/ eV 2dy = (/ e " /Qda:>
RQ — 0o —0o0 —o

entonces,

+oo
/ e 2y = V2.

3.7 Variables aleatorias mixtas.

Existen variables aleatorias que no son discretas ni absolutamente continuas. A este
tipo de variables se les suele llamar mixtas. Para construir un ejemplo de una variable
de este tipo, basta considerar una funcion de R en R, con limites 0 y 1 a menos y
mas infinito respectivamente, creciente y continua por derecha, tal que tenga un sélo
punto de discontinuidad, con un salto menor estricto que 1. Un ejemplo concreto de
esta situacion se puede obtener en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.51. Dada X ~ U (0, 1), definimos Y =max{X,1/2}.

Fy(y) =P (Y <y)=Pmax{X,1/2} <y)=P (X <y,1/2<y) =
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{P(ng) si1/2<y _{Fx(y) sil/2<y 2 § l/giz/il
P(®) sil/2>y 0 sil/2>y L y_> =

Por lo tanto, observando que P(Y = 1/2) = Fy(1/2) — Fy(1/27) = 1/2 (lo cual nos
asegura que Y no es absolutamente continua) y que P(Y = y) = 0 para todo y # 1/2
se deduce que Y tampoco puede ser discreta.
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Distribucién conjunta.

Definiciéon 4.1. Dadas X, Xs, ..., X}, variables aleatorias sobre un espacio de prob-
abilidad (2,4, P), se define la distribucion del vector aleatorio (X7, Xs, ..., Xj) (o
también la distribucion conjunta de las variables Xy, X, ..., X}) como la funcion

Fx, x,,..x, : R* — R tal que
Fx, x5, (X1, T, oy w) = P (X1 <21, Xo <@gy, Xy <)

Como siempre, el suceso {X; < 1, Xy < xg, ..., Xp < a3} es la abreviacion de
k
{we: Xij(w) <zp; Xo(w) <@gy Xpg(w) < a3} = ﬂX[l ((—o0,x]) .
i=1

Veremos en lo que sigue diversas propiedades de las distribuciones conjuntas.

4.1 Propiedades.

Teorema 4.2. Fijado i, mirando Fx, x, . x, : R = R como funcion unicamente de
la variable x; (dejando las demds fijas), entonces Fx, x,.. x, es continua por derecha
y mondtona creciente.

Teorema 4.3. lim Fx, x5...x, (1,22, ..., z) = 1.
T1,L2,...,L—+00

Teorema 4.4. lim Fx, x,.. x, (x1,%2,...,z5) = 0.
algin x;——o0

Teorema 4.5. lim Fx, x,  x, (r1,%2,....,25) = Fx,

Tr1—+00

77777

Observacion 4.6. Usando esta propiedad, k — 1 veces, obtenemos la distribucion de
cada vartable X; haciendo tender todas las demds a +00.

Teorema 4.7.

lim Fx, x,...x, (1,22, ..., xx) = Fx,(x;) para todo 1 =1,2,3, ..., k.
T1,%2,3Ti—1,Ti415---, T —+00
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Chapter 4. Distribucién conjunta.

Las demostraciones de estas propiedades se realizan de manera similar al caso uni-
variado, haremos como ejemplo el teorema 1.3.

Dado que F¥, x,,. x, es monoétona creciente como funciéon de cada variable, basta
hallar el limite sobre alguna sucesion en particular en cada variable. Por ello, defini-

k
mos los conjuntos A, = | X; ' ((—oc,n]). Observamos que la sucesion de conjuntos
i=1

{An},en crece a €, luego por la propiedad de continuidad de las probabilidades se
deduce que

+o0
im Py, x, (n,n,..n) = lim P(A,) =P <U1 An) =P(Q) =1V
Teorema 4.8. Si para cada p € R¥, i =1,2,3,....,k y h1, ha, ..., hiy € RYdefinimos el
operador A}(f)FX (p) = Fx (p+ hie;) — Fx(p), (donde ey, ey, ..., e son los vectores de
la base canonica de R*) entonces

k - 1
AR AFD AL Fx (p) 2 0,
Observamos que en el caso bivariado, tenemos que
P(CL < X< b, c<Y < d) = FX,Y (b,d) —FX7y (b,C) _FX,Y ((I,d) +FX,Y (G,,C).

Demostracion.
Se deja como ejercicio. Sugerencia, probar por induccion que

k _ 1
ARAED AN Fx (p) =

I
Z (1) == Fy (p1 + e1ha, po + eaha, ooy pi + E4hy) =

€1,62,-,£€{0,1}
Ppi <Xi<pi+h, pi <Xo<po+ho, ..., pp <Xi <pp+hi) >0V

Como en el caso univariado, podriamos preguntarnos cuando una funcion F : RF —
R es la funcion de distribucion de un vector (Xi, Xs, ..., X}) en cierto espacio de
probabilidad. Nuevamente, definiriamos la terna (]Rk , B, P*) definiendo P* (A) de tal
modo que

P* ((—00, 1] X (—00,x9] X ... X (=00, x]) = F (21, T, ..., x). Para ello necesitamos
nuevamente del teorema de extension de medidas. Esto es posible cuando F' cumple
las siguientes propiedades: i) F' es continua por derecha y mondtona creciente como

funcion de cada una de sus variables, ii) lim F(zy,29,...,2,) = 1, iii)
T1,T25.., T —>+00

lim  F(x,2,....,2%) =0, iv) A;L’Z)A(k*i)...Agll)F (p) > 0 para todo p € RF y

algin z;——o0 hgo—

hy, ho, ... hy € R

Observacion 4.9. En el caso en que k =1, se tiene que la condicion iv) se cumple
automdticamente ya que queda F'(b) — F(a) para a < b condicion que se satisface al
ser F' mondtona creciente.
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Chapter 4. Distribucién conjunta.

Teorema 4.10. Si F' : R* — R cumple las propiedades i) i) iii) y iv) entonces,
existe un espacio de probabilidad (2, A, P) y un vector aleatorio (X, Xa, ..., Xx) tales
que Fx, x,,..x, = F.

4.2 Vectores aleatorios discretos.

Definicién 4.11. Vectores aleatorios discretos.

Dado un espacio de probabilidad (2, A, P), se dice que el vector aleatorio (X1, Xo, ..., X) :
Q) — R¥ es discreto siy solo si existe A C R* numerable tal que P (X1, Xo, ..., X}) € A) =
1.

Veremos ahora que un vector aleatorio es discreto si y so6lo si todas sus variables
componentes son discretas.

Teorema 4.12. Dado un espacio de probabilidad (2, A, P), entonces el vector aleato-
rio (X1, X, ..., Xg) es discreto si y sdlo si X; es discreta para todo i = 1,2,3, ..., k.

Demostracion.
=) Existe A C R* numerable tal que P ((X1, Xy, ..., Xz) € A) = 1. Entonces defin-
imos A; :=m (A), Ay :==m (A), ..., Ax := m (A) como las proyecciones sobre cada

una de las componentes, es decir 7; : R¥ — R tal que m;(xy, 7o, ..., 1) = x; para cada
i=1,2,3,..k

Observando que, para todo ¢ = 1,2,3, ..., k, se tiene que {(X;, Xs,...,Xx) € A} C
{X; € A;}, entonces

entonces X; es discreta.

<) Como todas las X; son discretas, entonces existen conjuntos Ay, Ay, ..., A, C R
numerables tales que P (X; € A;) = 1 para todo i = 1,2, 3, ..., k. Entonces definimos
A= A; X Ag X ... X Ay, es numerable (por ser producto cartesiano finito de conjuntos
numerables) y ademds, como interseccion finita de conjuntos de probabilidad 1 tiene
probabilidad 1, nos queda

P (X1, Xa, .. X3) € A) = P (ﬁ (X, € Ai}> —1.

Entonces (Xi, Xo,...X}) es discreto.v’

De manera analoga a las variables discretas, y dado que un vector discreto toma
valores en un conjunto numerable con probabilidad 1, tiene sentido definir a funcion
de probabilidad conjunta, como la probabilidad de tomar cada uno de los valores de
su recorrido.

Definicién 4.13. Si X = (X;, Xs, ..., Xj) es discreto, entonces le llamamos recorrido
de X al conjunto Rec(X) = {x = (71, 9, ..., 1) € R* tales que P(X =) > 0}.
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Chapter 4. Distribucién conjunta.

Definicién 4.14. Funcién de probabilidad conjunta. Si X = (X, Xy, ..., X;) es
discreto, definimos para cada = € R*,

pX1,X2,.‘.7Xk<-CE17 T, ,.Cljk) = P(Xl = [L'bXQ = T2, ..., Xk = .lek)
a la que le llamaremos funcién de probabilidad conjunta de las variables X1, Xs, ..., Xj.

Observacién 4.15. Si A es boreliano en R¥, entonces

P(X e A) = Z DXy, X, X, (T1, T2, oy T).

z€ANRec(X)

Observacion 4.16.

E le’sz.’Xk(xl,l’g,...,l’k) = 1.
z€Rec(X)

Ejemplo 4.17. Vector multinomial.

Supongamos un experimento donde se repiten de forma independiente n pruebas,
donde en cada una de ellas hay k resultados posibles, digamos FEi, Ej, ..., E}. La
probabilidad en cada prueba de que se observe el resultado FE; es p;, para ¢ =
1,2,3,....k, donde p; +po+...+pr = 1. Se definen para este experimento las variables
X1, Xo, ..., X}, como X; = “cantidad de pruebas entre las n en que se obtuvo el re-
sultado E;” para i = 1,2,3, ..., k. Se dice en estos casos que el vector (X7, X, ..., X)
tiene distribucién multinomial con parametros n, pi, pa, ..., P.

Notacion. (X, Xo, ..., Xi) ~Mult(n, p1,p2, ..., pk) -

Vamos a deducir su funcién de probabilidad puntual.

Fijemos x1,2s, ...,z € {0,1,2,...,n} tales que x; + x9 + ... + 2 = n. El suceso
{X1 =21, Xy = 9, ..., X}, = x1} significa que de entre las n pruebas, z; veces se ob-
tuvo 4 como resultado, x5 veces se obtuvo Fs,..., x; veces se obtuvo Ej. La proba-
bilidad de que las primeras z; veces se obtenga E, las siguientes x5 veces se obtenga
E5, y asi sucesivamente hasta que las dltimas z; veces se obtenga FEj, es, debido a

la independencia de cada prueba, igual a pi'p32...p.*. Si intercambiamos de lugar el
orden donde salen las x1 veces F, xo veces Fs,.... x;, veces Ey, la probabilidad sera

también pi'ps®..p" ya que xy veces aparecerd el factor py, xo veces po, ..., Ty veces
pi. Por lo tanto la probabilidad de {X; = x1, Xo = 29, ..., Xj, = 21} serd pi'p32...p.*
multiplicado por la cantidad de formas de elegir x; lugares para ubicar las veces en
que sale Fy, zo lugares para ubicar las veces en que sale Fy,..., z; lugares para ubicar
las veces en que sale Fj. Para obtener este niimero, debemos primero elegir x; lugares
entre los n para ubicar los F, esto se puede realizar de C7, formas, luego nos quedan
n — x1 lugares, disponibles, de los cuales debemos elegir x5 para ubicar los Es, lo cual
se puede realizar de C** formas, luego quedan n — z; — x, lugares disponibles, de
los cuales debemos elegir x3 para ubicar los E3, lo que se puede realizar de C} %172
formas, y asi seguimos sucesivamente.

Al final, el nimero de todas las combinaciones posibles es C7, Cp-*1Cp #1722 . Cf* =
n!

PITARE Asi obtuvimos que para todos xy, Z, ...,z € {0,1,2,...,n} tales que x; +
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Chapter 4. Distribucién conjunta.

To+ ...+ xp =N,

—— P2k
xylwo) !t 2 k

P(Xl = l’l,Xg = T2, ,Xk = .Z'k) =

Observacion 4.18. Si (X1, Xo, ..., Xi) ~Mult(n, p1, pa, ..., Dk ), entonces X; ~Bin(n, p;)
parai=1,2,3,... k.

4.3 Vectores aleatorios absolutamente continuos.

Definicién 4.19. Vectores aleatorios absolutamente continuos.
Dado un espacio de probabilidad (2, A, P), se dice que el vector aleatorio (X7, Xo, ..., X) :
Q) — R* es absolutamente continuo, si y solo si existe fx, x,.. x, : R¥ — R tal que:
i) fx,.%...x, (71, Ta, ..., mp) > 0 para todo (z1, 29, ..., z;) € R,

ii) FX17X27.__7X]€ (1‘1, Ty euny {L'k) = ff;o f—mio fipzo fX17X27“'7Xk’ (ul, Uy vuny uk)duldUQduk

A lafuncién fx, x,.. x, sela denomina densidad del vector (X, Xo, ..., X ), o también
densidad conjunta de las variables Xy, X5, ..., X.
En R?, se tiene que para todo (x,y) € R? (por aplicacion del teorema de Fubini),

Fxy(z,y) = /; (/@:>O ny(u,v)dv) du = /io (/; f)gy(U,?))du) dv.

4.3.1 Propiedades.

Teorema 4.20. Dado un espacio de probabilidad (2, A, P). Si el vector aleatorio
(X1, Xo, oy, Xi) : Q — R* es absolutamente continuo con densidad X1 X0, X)s €N
tonces, para todo boreliano A C R se cumple que

P((Xl,XQ,...,Xk) EA) :/"'/le’sz.’Xk(ZL’l,l’g,...,Ik)ddfldxg...dxk.
A

Demostracion.
Nuevamente el resultado se sigue del teorema de existencia y unicidad de extension
de medidas, ya que la propiedad es valida para todo boreliano de la forma

A = (=00, 1] X (—00, 23] X ... X (—00, 2]
y dado que los mismos generan la o-4lgebra de Borel en R¥ se concluye la demostracion.v’

Observacion 4.21. El significado de [ ... [ f es el de la integral de Lebesgue, que
A

en el caso en que el boreliano A es un producto cartesiano de intervalos o una union
disjunta de productos cartesianos de intervalos, entonces dicha integral coincide con
la de Riemann.
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Chapter 4. Distribucién conjunta.

Observacion 4.22. Si el boreliano A tiene medida de Lebesque nula, entonces
P(XeA)=0.

Teorema 4.23. Dado un espacio de probabilidad (2, A, P). Si el vector aleatorio
(X1, X9, ., Xi) 1 Q — R* es absolutamente continuo con densidad X1 X0, X0 €N-
tonces,

O Fx, X, X

5710%7...02 (561,%2, ,fEkz) = le,XQ,...,Xk(xlax% ,ﬂfk)

igualdad vdlida para todos los (x1,7a,...,1) € R* salvo en un conjunto de medida
nula.

Demostracion.
Basta derivar sucesivamente a la funcion

T T2 T
FX17X27---,Xk (1'1, Ty ouny [Bk) = / / / fX1,X27---,Xk (Ul, Uy vuny uk)duldUQduk
—o0 J —00 —00

respecto a 1,9, ..., x; en todo punto de continuidad de fx, x, . x,, el conjunto de
puntos donde se puede realizar esta operacion es el de puntos de continuidad de
fx1.Xs....x,, que son todos salvo un conjunto de medida nula.v’

En lo que sigue, responderemos a la siguiente pregunta: j (X7, Xs, ..., X) es absolu-

tamente continuo, es equivalente a decir que cada X; es absolutamente continua para
1=1,2,3,..., k7

Teorema 4.24. Dado el vector aleatorio (X1, X, ..., X3) : Q — R¥ definido sobre un
espacio de probabilidad (2, A, P).
Si el vector aleatorio (X1, Xa, ..., Xy) es absolutamente continuo, entonces X; es ab-

solutamente continua para todo i = 1,2,3, ... k.
Ademds la densidad de X; es

in (u,) = / cee le,Xz,...,Xk (ul, U,y ..., uk)duldUQ...dui_lduiﬂ...duk.
RE—-1

Demostracion.

Sabemos que lim Fx, x,..x, (1, %2, ..., 7)) = Fx,(x;) para todo i =
T1,%2, s T3—1,Ti4 15, T —> 100

1,2,3, ..., k, entonces

lim Fx, x5...x, (1,22, ..., xf) =
T1,%2,-3Ti—1,Ti415---, T —>+00

T T Tr
lim fxy X0 x (U1, Ugy ooy ug ) dug dus. .duy, =
L1525, Ti— 15T it 15 Th—>+00 J (o f (O o0

(aplicando Fubini) /

—00

/. .. / fX17X27..,,Xk(u1,u2,...,uk)duldUQ...dui,lduiH...duk duz
Rk—1
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Entonces
z;
FXZ(ZL‘Z) = / / Ce / le,Xz,...,Xk (Ul, U,y ..., uk)duldu2...dui_1dui+1...duk dul
—00
RE-1

de donde se deduce el resultado.v’

Observacion 4.25. En el caso particular en dimension 2, el teorema anterior nos
dice que st (X,Y) es absolutamente continuo con densidad fxy, entonces X eY son
absolutamente continuas con densidades

+o0o “+oo

fx(z) = fxy(xy)dy, y fr(y) = fxy (@, y)de.

El reciproco del teorema anterior no tiene por qué cumplirse, para ello consideremos
el siguiente ejemplo.

Definimos (X,Y) vector en R? tal que (X,Y) toma valores en la diagonal del
cuadrado [0, 1] x [0,1] con distribucién uniforme. Es decir, si definimos el conjunto
D = {(z,y) €0, 12y = x}, entonces para todo I C D intervalo, se cumple que
P((X,Y) e I)=long(I)/v/2. Observamos en este caso que el vector (X,Y) no es
absolutamente continuo, ya que toma valores en un segmento con probabilidad uno.
Como un segmento tiene medida nula, toda integral doble sobre dicho conjunto vale
0. Entonces, si (X,Y) admitiera densidad, se tendria que 1 = P((X,Y) € D) =
ff fxy(z,y) = 0. Se deja como ejercicio, hallar la distribucion conjunta de (X,Y)
D

y deducir que tanto X como Y tienen distribuciéon uniforme en [0, 1] y por lo tanto
X e Y son absolutamente continuas.

Nuevamente, para que una funcién f : R¥ — R sea la funcién de densidad de un
vector (X1, Xo, ..., X;) en algin espacio de probabilidad, se debe cumplir que:

i) f(x) > 0 para todo x € R* (alcanza que sea para todo x salvo en un conjunto de
medida nula) y

i) [ [T T X x (@1, @, ey 1) dyds. o dy, = 1,

ya que a partir de estas dos condiciones, definiendo

se deducen de manera inmediata las 4 condiciones que requiere la funcién F' para ser
la distribucion de cierto vector aleatorio en cierto espacio de probabilidad.

Ejemplo 4.26. Vector normal multivariado.

Dados un vector (ui1, iz, ..., i) € R¥ y una matriz Y de dimensiones k x k, simétrica
y definida positiva, se dice que el vector (Xi, Xo, ..., Xx) tiene distribucién normal
multivariada con parametros (i, »_) si su densidad viene dada por la formula

1 e Cn) SalenLy

(var)* Vet (T)

fx(x) = le,XQ,...,Xk (Ih Ta, ..., $k) =
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Observacion 4.27. En el caso particular en que k = 1 queda la distribucion normal
de pardmetros (p,0?) .

Para verificar que ésta funcion integra 1, basta realizar en la misma el cambio de
variable t = (x — ) A~! siendo A una matriz tal que A%> =Y (una raiz cuadrada de
>°) vy luego observar que

1 _
/// keTlttTdtldtz...dtk:
o (V27)
L /// e (8- +8) g dt, dty, —
(V2 .

k
+oo +o00 +oo
( ! )k/ e;t%dtl/ €21t%dt2/ €%t%dtk: 1
V 27T —0o0 —00 —00

yva que quedé un producto de k integrales donde cada funcién integrando es la

densidad normal (0, 1) que integra 1.

Se puede probar que cuando X = (X7, X, ..., Xx) es normal multivariado, entonces

la distribucion de cada X; es N(u;, 0?) para i = 1,2,3..., k.

El caso particular en que k£ = 2, se llama también normal bivariada, y en este caso si
O'% 01,2

= (1, ) y S = < o1a o ) , obtenemos la formula

=1 ) (w2ag +y2a% +0’%LL%+O’%/L% —2zyo1 2+2xp201 2+2ypu101 2 —2:1:0%;41 —2y0%u2 —2;11;4201,2)

2,2 _
62(0102 71,2

fX,Y<x> y) =
2m (0%03 — 032)

4.4 Independencia de variables aleatorias.

Definicién 4.28. Dado (Q,A, P) espacio de probabilidad, se dice que las variables
aleatorias X1, Xs, ..., X} son independientes si y so6lo si para todos Ay, As, ..., A bore-
lianos, se cumple que

P(Xl € Al,XQ € AQ, e, Xp € Ak) = P(X1 € Al)P(XQ € AQ) ..P (_Xr]C € Ak)

Observacion 4.29. Se observa que sdlo ésta igualdad ya implica que las variables
tomadas de a dos o de a tres, etc son indpendientes, ya que por ejemplo para ver que
X1 y Xy son independientes, basta considerar A3 = Ay = ... = Ay = Q con lo que
obtenemos P (X; € A1, Xy € Ag) =P (X1 € A)) P(Xy € Ay).

Teorema 4.30. Dado (Q, A, P) espacio de probabilidad, entonces las variables aleato-
rias X1, Xo, ..., Xp son independientes si y solo si se cumple que

Fx, x,..x, (1,22, ..., xx) = Fx, (v1) Fx, (22) ...Fx, (xr) para todo (x1,2s,...,x) € R”.
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Demostracion.
=) Basta considerar los borelianos A; = (—o0, 21], Ay = (—00, X3 , ..., Ax, = (—00, ¢,
entonces

P (Xl - Al,XQ S AQ, ,Xk - Ak) = FX17X27...’X]€ ($1,I2, ,CL’k>
mientras que
P (Xl € Al) P(XQ S AQ) P (Xk - Ak) = FX1 (xl) FX2 (;Ug) FX}c (CL’k>

y como las variables son independientes, se obtiene la igualdad buscada.

<) La igualdad Fx, x,. . x, (1,72, ...,2x) = Fx, (1) Fx, (x2) ...Fx, (zx) para todo
(21,22, ..., ;) € R¥ implica que se cumple que P (X; € Ay, Xy € Ay, ..., X}, € Ap) =
P (X, € A)P(Xy€ Ay)...P (X, € Ag) para los borelianos en R¥ de la forma A; x
Ay X .. x A = (=00, 1] X (—00,x2] X ... X (—00, ). Luego, como esta familia de
borelianos (al variar x1, Ty, ..., 73,) generan la o-algebra de Borel en R¥, por extension,
se deduce que la propiedad es valida para todos Ay, Ao, ..., A; borelianos. v’

Dado que en el caso discreto determinar la distribuciéon conjunta es equivalente a
determinar la funcion de probabilidad conjunta, y en el caso absolutamente continuo,
determinar la funcion de distribucion es equivalente a determinar la densidad conjunta
(salvo conjuntos de medida nula), se tienen los siguientes corolarios.

Corolario 4.31. En el caso discreto, se tiene que las variables aleatorias X1, Xo, ..., X}
son independientes st y solo si se cumple que

DXy Xar X (T15 025 o0 Tk) = Py (T1) DX, (T2) Dx, (1)
para todo (x1, 2o, ..., 1) € R¥.

Demostracion.

=) Cualesquiera sean los reales xy, o, ..., ) basta considerar los borelianos A; =
{z1}, Ag = {x2}, ..., A, = {21} y usar la definicion de independencia.

<) Dados los reales z1, za, ..., xg, se tiene que Fx, x, . x, (%1, %, ..., xx) =

Z Z DXy Xo, X, (L1, t2,y oo ) =

t1€Rec(X1) : t1<z1 tr€Rec(Xy) : tp<zy

Z Z px, (21) px, (72) -.px, (7%) =

tleReC(X1) 1 <xy tkERec(Xk) Dt <z

> px, (71) > Px, (T2) ... > px, (2r) =

t1€Rec(X1) : t1<z1 to€Rec(X2) : ta<zo tr€Rec(Xg) @ tp<xj

FX1 (xl)FXQ (Jfg)FXk (ka)\/
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Corolario 4.32. En el caso absolutamente continuo, Si (X1, Xo, ..., Xx) es vector
absolutamente continuo, se liene que las variables aleatorias X1, Xo, ..., X} son inde-
pendientes si y solo si se cumple que

le,Xg,.A.,Xk (331,$2> 7Ik) = le (I1) fX2 (56’2) -~-ka (xk)
para todo (xy, s, ..., 1) € RFpunto de continuidad defx, x... X, -

Demostracion.

=) Fx, x,...x, (1,2, ..., xp) = Fx, (1) Fx,(22)...Fx, (x1), para todo (z1, z2, ..., ) €
R* punto de continuidad de fx1.Xs....x,,» s1 derivamos sucesivamente de ambos lados
de la igualdad, primero respecto de x; luego respecto de xzs... y por ultimo re-
specto de xy, del lado izquierdo queda fx, x,.. x, (%1, %2, ...,x;) y del derecho queda
Ix (1) fx, (22)... fx, (1), por lo tanto la igualdad se obtiene en todo punto de R¥,
salvo en un conjunto de medida nula.

<)

1 T2 Ty
FX17X27._.7X]€ (1’1, Ty ouny l’k) = / / / le (Ul)fX2 (U,Q)ka (uk)duldUQduk =

/ Y e (un)duy / e () dut... / " e () oy —

FX1 (x].)FXQ ($2)FX;€ (xk)\/

Definicién 4.33. Dado (Q, A, P) espacio de probabilidad, se dice que la familia de
variables aleatorias {X;},.; donde I es una familia arbitraria de indices si y so6lo si
para todo F' C [ finito, se cumple que {X;}, ;. son independientes.

Ejemplo 4.34. Siel vector X = (Xj, Xo, ..., Xx) es normal multivariado, con paramet-
ros (4, ), donde la matriz ) es diagonal, es decir cuando o; ; = 0 para todos i # j,

observamos que
~1 k 2
Li — i
(o= o= =3 (2

=1

por lo que la densidad conjunta queda

1 ko (zi—pg
fxl,XQ,...,Xk(fEbﬂfz,-'-,xk):ﬁe ( i ) =
2roio;...0%

k

H \/27ra.26 K

=1

por lo que se deduce que X, Xo, ..., X} son independientes cuyas distribuciones son
X; ~ N (u;,0?) para i = 1,2,3,...,k. Mas adelante se vera el significado de los

parametros (p, > ).

43



Chapter 4. Distribucién conjunta.

Teorema 4.35. Conwvolucion de dos variables aleatorias.
Dadas dos variables aleatorias independientes X, Y : Q — R definidas sobre un espa-
cio de probabilidad (2, A, P). Consideremos la variable Z = X +Y.

Entonces:

(i) Si X eY son discretas, entonces Z es discreta y ademds

pex) = S px(@py(z— o).

zE€Rec(X) z—xz€Rec(Y)

(it) Si (X,Y) es absolutamente continuo, entonces Z es absolutamente continua y

ademds
—+o0

fz(2) = fx (@) fy (2 — x)dz.

Demostracion.
(i)

pz(z)=P(Z=2)=P(X+Y =2)= Z PX4+Y =2z X=x2x)=

z€Rec(X)
Z PY=z—a X=2)= Z PY=z—2)P(X=2x)=
z€Rec(X) x€Rec(X), z—x€Rec(Y)

Z px(x)py(z — ).

z€Rec(X) z—x€Rec(Y)

(ii) Si le llamamos A = {(z,y) € R* : z +y < z}, entonces

Fz(2)=P(Z<2)=P(X+4+Y <2)= / fxy(x,y)dedy =
A

[ @ wasiy = [ :O ( / OO fx(x)fy(y)dy> g —

/_:O (/_Oo f Y(y)dy) fx(x)de

ahora realizando en la integral en y el cambio de variable t = y 4+ y nos queda

/_:O (/_; fr(t— x)dt) fx(x)de = /_; ( _:o fx () fy(t — x)dg;) dt.

Por lo tanto Z es absolutamente continua con densidad

“+00

fz2(2) = fx (@) fy(z — 2)do.v

44



Chapter 4. Distribucién conjunta.

Ejemplo 4.36. Si X ~ N (u1,a®), Y ~ N (us,b?) son independientes, entonces
Z=X+Y ~ N (uy + po,a*>+ %) .

Basta probarlo para el caso j1; = s = 0, ya que si X ~ N (u, 0?) ,entonces X = p+T
donde T' ~ N (0,0?) .

Aplicamos entonces la formula de la convolucién y obtenemos que

+o0 1 +o0 2 _(2—)2
126 = [ i@ = nde = fo0) = g [ e e

2
_,2 oo 1 (I\/m_ za? )
e2(a2+b2) / 62a2b2 Va2 +b2 dr.

[e.9]

2mab

Luego de hacer el cambio de variable ¢t = ﬁ (x\/ a? + b? — %), obtenemos que la

ultima integral es igual a

1 =22 Too o 2 1 =22
— p2(a?4b?) / e 2 dr= ——_p2(a?4b?)
2nva? + b? —oo 27 (a? 4 b?)
que es la funcion de densidad correspondiente a una variable con distribucion N (0, a? + b?).
Observamos que de esta propiedad, se deduce que toda combinacion lineal de variables

normales independientes es normal.

Ejemplo 4.37. Si X ~Bin(n,p), Y ~Bin(m,p) son independientes, entonces Z =
X +Y ~Bin(n + m,p).
En este caso,

pz(2)=P(Z=2)=P(X+Y =2)=

n+m
S P =:-n)P(X=u)= Y Oy O (1-p) =
=0 T : zn, z—x<m
dooooorCp (-t =p 1-p)ttT Y oo
z: x<n, z—x<m z: x<n, z—x<m

Ahora, teniendo en cuenta el coeficiente que multiplica al término t* cuando desar-
rollamos (1 +¢)" (1 +¢)™ = (1 +¢)"™™ , obtenemos la igualdad

Z—T T

x: x<n, z—x<m

Por lo tanto
pZ(Z) — C;l-‘rmpz (1 - p)n+mfz .
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4.5 Método del Jacobiano.

Frecuentemente, conocemos la distribucion de un vector aleatorio X y debemos tra-
bajar con una funcién del mismo, digamos Y = g(X). Si el vector X es absolutamente
continuo y la funcién g es diferenciable deseamos saber si Y es también absolutamente
continuo, y si lo es, obtener una formula que nos permita hallar la densidad de Y. El
siguiente teorema apunta en esa direccion.

Teorema 4.38. Dados (Q,.A, P) espacio de probabilidad, X = (Xy, Xa, ..., Xg) :
Q — RF wector aleatorio y g : U — V donde U,V son abiertos de R tales que
P(X €U) =1, g es biyectiva y diferenciable con detJy(x) # 0 para todo x € U.

Si X es absolutamente continuo entonces Y = g(X) es absolutamente continuo con
densidad conjunta dada por

1
|detJg (971 ()]

fr(y) = fx (97 (v)) 1y (y).

Demostracion.

Basta ver que para todo boreliano B en R*, se puede expresar P (Y € B) como una
integral sobre el conjunto B de cierta funcion, la cual serd necesariamente (salvo
conjuntos de medida nula) la densidad del vector Y.

P(YeB)=P(g(X)eB)=P (X cgt (B)) = / . ~/fX(x)d:C1dx2...d:ck.
g~ Y(B)NU

Ahora, realizando el cambio de variable y = g(z) en la integral nos queda

1 1 _
/"'/fX(g () ]deth (g,l(y))‘dyldy%--dyk =

BNV

[ [ 1 @ 0) gy e e

En el caso particular en que £ = 1 tenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.39. Dados (Q,A, P) espacio de probabilidad, X : Q — R wvariable
aleatoria y g : U — V donde U,V son abiertos de R tales que P(X € U) =1, g es
biyectiva y derivable, con ¢'(x) # 0 para todo x € U.

Si X es absolutamente continua entonces Y = g(X) es absolutamente continua con
densidad dada por

v
19" (971 (y))]

Ejemplo 4.40. Como aplicacion veremos que si X, Z ~ N (0,1) independientes, y
definimos Y = |Z| entonces probaremos que X? + Y2 ~Exp(A = 1/2).

) = fx (97 (y)) 1y (y).
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En primer lugar observamos que, para y > 0, se tiene que Fy(y) = P(|Z]| <y) =

P(—y < Z <y) = Fz(y)=Fz(—y) = 2Fz(y)—1, porlo tanto fy(y) = 2fz(y) 10y =
7'!!2 .

\/%GT 14,~0y. También vemos que P ((X7 Y)eRx R*) = 1.

Consideramos la funcién g : R x Rt — V siendo V = {(u,v) € R? : v > u?} tal

que g(z,y) = (z,2? +y?). Esta funcion es invertible y su inversa es ¢~'(w,t) =

(w, vVt — w?) . detJy(z,y) = 2y.

Dado que X e Y son independientes, se tiene que su densidad conjuntaes fxy(z,y) =

=1 £E2 2

fx(@)fr(y) = 2e7 )1,

La densidad conjunta de (W,T) = g (X,Y) = (X, X% + Y?) sera entonces

1 1 - 1

ly(w,t) = —e2

|detJ, (g7 (w, t))] T 2Vt — w?

Hallamos la densidad de T' = X2 4 Y2 a partir de la densidad conjunta como

fW,T(wv t) - fX,Y(g_1 (wvt))

1\/(71),25).

e siso (V11 o 1
t) = w, t)du ™= / —e2 ————dw
fr(t) N fwr(w,t) AT Wi—u?
luego, realizando el cambio de variable u = v/tseny obtenemos fr(t) = %e_t/ 2y, dado
que para t < 0, se tiene fr(t) =0, se deduce que

I _
fT(t) = 56 t/21{t>0}
por lo que V = X2 +Y? ~Exp(A =1/2).
Ejercicio.
Si X e Y son independientes con distribucién exponencial de pardmetro A = 1. Hallar
la densidad conjunta del vector (X +Y, X —Y).
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Chapter 5

Integral de Riemann-Stieltjes.

Dadas funciones g, F' : [a,b] — R que cumplan ciertos requisitos, definiremos la
expresion fab g(x)dF(x) de tal manera que cuando consideremos el caso particular
en que F(z) = x nos quede la definicion clasica de integral de Riemann. Definimos
una particion del intervalo [a, b] como el conjunto finito P = {a = x, 21, ....,z, = b}
donde x;_; < x; para todo ¢ = 1,2,...,n. Junto con la particion, elegimos para cada
i = 1,2,...,n, puntos intermedios ¢; € [x;_1,x;]. Es decir que dar la particion P
equivale a dar los puntos de subdivision x; y los puntos intermedios c;.

Definicién 5.1. Dadas g, F' : [a,b] — R y P particion (con sus correspondientes
puntos intermedios ¢;), definimos la suma parcial de Riemann-Stieltjes como

S(Pg, F)= Zg(cz’) (F (i) = F'(2i1)) -

Observamos que cuando F'(z) = x, si le pedimos a g que sea integrable Riemann,

: (o : b
dichas sumas “se acercaran” indefinidamente al valor [’ g(z)dz conforme “afinemos
suficientemente” la particion, en esa direccion apuntaremos.

Definicién 5.2. Dada P particion en [a, b] definimos || P|| =méax{x; — x; 1, i = 1,2, ...

y le llamaremos norma de la particion.
Definicién 5.3. Dadas g, F' : [a,b] — R , diremos que ”})i”m S(P,g,F)=1siy so6lo
—0

si dado € > 0, existe § > 0 tal que para toda P particién de [a, b] (con sus correspon-
dientes puntos intermedios ¢;) con ||P|| <, se cumple que |S (P, g, F) — I| < e.

Definicién 5.4. Integral de Riemann-Stieltjes.
Dadas g, F : [a,b] — R, si existe y es finito HJIDiHm S(P,g,F) = I, diremos que la
—0

integral de Riemann-Stieltjes de g respecto de F en el intervalo [a, b] existe y vale I.

b b
Notacion: /ng:/ g(x)dF(z).

48



Chapter 5. Integral de Riemann-Stieltjes.

Observacion 5.5. En el caso particular en que F(z) = x, la definicion coincide con
la definicion de funcion integrable Riemann en [a,b)] .

Se deja como ejercicio verificar el enunciado de los ejemplos que siguen.

Ejemplo 5.6. Si F(z) = k constante, entonces cualquiera sea g : [a,b] — R existe
fab gdF y ademas f; gdF = 0.
0 six € [a,c]

Ejemplo 5.7. Si g : [a,b] — R es continua, F(z) = 1,q = { 1 < 10 con

c € (a,b) existe f; gdF y ademas fab gdF = g(c).

0 six € [a,c]

) con ¢ € (a,b) entonces
1 sl no

Ejemplo 5.8. Si g(z) = F(z) = 1, = {
no existe fab gdF .

Ejemplo 5.9. Si g(z) = k constante, entonces existe fab gdF para cualquier F'y vale
[P kdF(z) = k (F(b) — F(a)).

. . . . b
Veremos en lo que sigue un par de caracterizaciones para la existencia de fa gdF.

Teorema 5.10. Los siguientes enunciados son equivalentes.

(a) Eziste lim S (P, g,F) y vale I (finito).
[1Pll—0

(b) Condicion de Cauchy.
Dado e > 0, eziste § > 0 tal que si P y Q son dos particiones de [a,b] tales que
1P| <6y [IQI <6, se cumple que |S (P, g, F) — S(Q, g9, F)| <e.

(¢) Para toda sucesion{P,} de particiones en |a,b] tales que |P,|| — 0 se cumple
que lz’T S(Pn, g, F)=1.
n—-+0o0o

Demostracion.

(a) = (b) Dado £ > 0, existe § > 0 tal que para toda P particion de [a, b] (con sus cor-
respondientes puntos intermedios ¢;) tal que || P|| < d, se cumple que |S (P, g, F) — I] <
/2. Entonces si tomamos Py @ dos particiones de [a, b] tales que ||P]| < dy ||Q] < 0,
se cumplird que

|S(P,g,F)—S<Q,g,F>| < |S<P7g7F)_I‘+|S(Q797F)_I‘ <€/2+6/2:€'

(b) = (c) Fijamos { P, } sucesion de particiones en [a, b] tales que || P,|| — 0. Dado ¢ >
0, tomamos el § > 0 de la condicion de Cauchy, y por lo tanto existird un ng tal que
| P.|l < ¢ para todo n > ny. Entonces si consideramos n,m > ng, obtendremos que
| S(Pn,g, F)— S (Pn,g,F)| < e por lo que la sucesion {S (P,, g, F)} es de Cauchy,
entonces existird [ € R tal que lim S (P,,q,F) = 1.

n—+00
Observamos que el valor de I depende de la elecciéon de la sucesion de particiones,

faltaria probar que el limite es el mismo cualquiera sea la sucesién de particiones.
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Consideremos entonces { P, } otra sucesion de particiones en [a, b] tales que || P || — 0
y sea I’ tal que lirf S(P!,g,F) = I'. Consideramos entonces la siguiente suce-
n——+00

sion de particiones: Py, P[, P, Py, ..., P,, P/, .... entonces es claro que esta nueva
sucesion, llamémosle {Q,}, cumple que [|Q,|]| — 0 y por lo tanto existe I” tal
que lim S(Qn,9,F) = I". Pero {S(P,,9,F)} v {S(P., g, F)}son subsucesiones

n—-+00

de {S(Qn,9,F)} y porlo tanto I = I' = 1",

(¢) = (a) Supongamos por absurdo que (a) no es cierto, entonces existe ¢ > 0
tal que para todo § > 0, existe una particion Py, tal que |S(Fj,g,F)— 1| > e.
Tomando § = 1/n, encontramos una sucesion de particiones {P,} tal que para todo
n, |S (P, g, F) — I| > € entonces nETmS(Pn,g,F) #1.V

Teorema 5.11. Si g : [a,b] — R es continua y F : [a,b] — R es mondtona, entonces
existe fab gdF.

Demostracion.

Probaremos que se cumple la condicion de Cauchy. Fijamos € > 0. Como g es uni-
formemente continua en [a, b] existe § > 0 tal que si |z — y| < 0 entonces |g(z) — g(y)|
.Tomamos una particion P = {a, z1,xs, ..., T,_1,b} con puntos intermedios

A\

e
F(b)—F(a)

¢ € |y, x;] i = 1,2,...,n y una particion Q = {a,y1, Y2, ..., Ym—1, b} con puntos
intermedios dl S [yi—hyi] 1= 1, 2, L, m. S (P,g, F) = Z?:l g(CZ) (F(ﬂfl) — F(l’i_l)),
S(Q.g.F) = X7, glds) (F(ys) — Flyi-)).
Unimos los puntos que forman la particion P con la de @, a la que le llamamos
{a, 21,29, ..., 21,0} (k < n+m — 1 pues algunos puntos de P pueden coincidir con
algunos de Q). Podemos escribir entonces

k k
S(P.g.F) =Y g(c) (F(z:) = F(zi-1)) ¥ S(Q.9,F) = > _ g(d}) (F(z) — F(zi-1))

i=1 i=1
donde los ¢ son los mismos que los ¢; (més explicitamente, cuando [z;_q,z;] C
[ci—1,¢] entonces ¢ = ¢;). Analogamente, d; son los mismos que los d;. Observa-
mos que|c;, — d}| < ¢ si le pedimos a las particiones Py Q, |P|| < /2y |Q] < /2.
Entonces

k

S (P9, F) = S(Q.9, F) = |D_ (9(ch) = 9(dy)) (F(2) = F(z:-1))| <

=1

k k
€
> lle) = o) (FGa) = Plaaet) € 32 = (F(a) = Plawy) =
Nota. Con la misma idea, se puede probar que si I’ es monétona creciente y g
es acotada y tiene una cantidad finita de discontinuidades, pero F' y ¢ no tienen
discontinuidades en comun, entonces existe fab gdF.
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Teorema 5.12. Si g : [a,b] — R es continua y F : [a,b] — R es mondtona y
derivable tal que F'(x) = f(x) para todo x € [a,b], siendo [ integrable Riemann en
[a,b] , entonces

[ stwir) = [ o

Demostracion.
Dada una particion P de [a,b], existen d; € [z;_1,2;] ¢ = 1,2,...,n tales que
F(z;) — F(x;i—1) = f(d;)(x; —x;_1), ahora si elegimos como puntos intermedios

de la particion a los d;, obtenemos

S(Pg, F ZQ (zi-1) ZQ — X)),

Tomando limite cuando ||P|| — 0 se obtiene el resultado ya que la dltima suma-
toria tiende a la integral de Riemann de g(z)f(z) en [a,b] (producto de funciones
integrables Riemann es integrable Riemann). v/

5.1 Propiedades.

Proposicion 5.13. Si g,h, F : [a,b] — R son tales que existen las integrales

f gdF y f hdF' entonces también eriste f (g + Bh) dF cualesquiera sean o, 5 € R
y ademds

b b b
/(ag—i—ﬂh)dF:a/ gdEF+ 3 [ hdF.

Demostracion.
Cualquiera sea P particion de [a, b] , se tiene que

n

S(P.ag+ Bh, F) = (ag(e) + Bh(c:) (F (2;) = F (2,-)) =

i=1

@Zg ci) (F (x;) = F (2i0)+8 ) _ hlei) (F (2:) = F (2;1)) = @S (P,g, F)+8S (P, h, F)
i=1
por lo que tomando limite cuando || P|| — 0 se obtiene el resultado. v/

Proposicion 5.14. Sih, F,G : [a,b] — R son tales que existen las integrales ff hdF

Y fab hdG entonces también existe ff hd (aF + BG) cualesquiera sean o, € R y
ademds

/bhd(aFJrﬂG) :a/bhdp+5/abhdc.

a a
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Demostracion.
Cualquiera sea P particion de [a, b] , se tiene que

S (P h, aF + fG) = Z hei) [a (F () = F (2i1)) + B(G (2:) = G (2i1))] =

aZh &) [(F () = F ()48 Y hle) [(G (1) = G (wi))] = oS (P, F)5S (P h, G)

por lo que tomando limite cuando || P|| — 0 se obtiene el resultado. v/

Proposicion 5.15. Si g, F' : [a,b] — R son tales que existe ffng entonces
cualquiera sea ¢ € (a,b), se cumple que existen fac gdF y fcb gdF" y ademds

b c b
/ng:/ ng—i—/ gdF.
Demostracion.

Primero probaremos que existe [ gdF usando la condicion de Cauchy. Como ff gdF
existe, fijado e > 0, existe § > 0 tal que si Py @ son dos particiones de [a, b], donde
|IP|| < &y ||Q|| < § se cumple que |S(P,g,F)—S(Q,g,F)| < e. Consideremos

entonces Py Q dos particiones de [a, c] tales que HPH <dy HQH < 8. Completamos P

v Q a Py Q particiones de [a, b] , agregando los mismos puntos de modo que ||P|| <
v 1]l < 6. Entonces |$ (P.g.F) 5 (Q.9.F)| = IS (P.g. F) = $(Q.9.F)| < &,

Por lo tanto existe f: gdF. Andlogamente se prueba que existe fcb gdF. Sabemos ahora
que las tres integrales existen. Consideramos entonces la sucesion de particiones { P, }
tales que ||P,|| — 0 y tales que ¢ € P, para todo n. Podemos escribir entonces

P, = PV UPY, donde PV es particion de [a, ¢] con ‘

nl) ‘ — 0y PP es particion

de [a, c] con ‘ p¥

S(Pn,g,F)=8(P",q,F)+S (PP, g,F)

y tomando limite cuando n — +00 se obtiene

b c b
/ng:/ ng+/ gdF.v

Proposicién 5.16. Si g, F : [a,b] — R son tales que g > 0, F' es mondtona creciente

b
/ gdF > 0.

y existe f;g(x)dF(x), entonces
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Demostracion.
Cualquiera sea P particion de [a, b] , se tiene que

Pga Zg Cz z F(xz—l)) Z 0

puesto que cada sumando es no negativo, entonces fab gdFF > 0. v

Proposiciéon 5.17. Si g,h, F : [a,b] — R son tales que g > h, F' es mondtona
creciente y existen fab gdF, fab hdF, entonces

b b
/ gdF > / hdF.
Demostracion.

g — h > 0, entonces por la propiedad anterior 0 < fab(g — h)dF = fab gdF — fab hdF
por lo que se deduce que fab gdF > fab hdF. v

Proposicion 5.18. Si g, F' : [a,b] — R son tales que a < g(z) < [ para todo
x € [a,b], F' es mondtona creciente y existe fab gdF" entonces

b
MF@—Fw»s/gﬂwgﬂmm—Fw»

Demostracion.
Es un corolario inmediato de la propiedad anterior. v’

Proposicién 5.19. Si g : [a,b] — R es continua y F : [a,b] — R es mondtona
creciente, entonces
b b
[ s@ir@)| < [ gl dre
Demostracion.

Cualquiera sea P particion de [a, b] , se tiene que

| Pg, <Z|gcz 7, F(xz—l)):S(Pv|g|7F)

gcz z xz 1

Tomando limite cuando ||P|| — 0 se obtiene el resultado. v/

Proposicion 5.20. Teorema del valor med:io.
Si g, F : [a,b] — R son tales que g es continua, F es mondtona creciente, entonces

eziste ¢ € [a, b] tal que ff gdF = g(c) (F(b) — F(a)) .

Demostracion.
La existencia de la integral se debe a que g es continua y F' es mondtona. Como g es
continua, por el toerema de Weierstrass tiene minimo y méaximo que les llamamos m y

M respectivamente. Entonces por la propiedad anterior, se tiene que m < %
M y como g es continua, resulta que existe ¢ € [a, b] tal que F(fb) gi( ;= =g(c). v
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5.2 Meétodos de integracion.

Teorema 5.21. Formula de integracion por partes.
Si g, F : la,b] = R son tales que existe fab gdF, entonces también existe fab Fdg y

ademds , ,
/ ng:gF}Z —/ gdF.
Demostracion.

Recordamos la férmula de Abel:

n

n n—1
Z aibi = Z Az (bz - bi+1) + Anbn siendo An = Z a;.
i=1

=1 = =1

Tomamos una particion cualquiera P = {a,x1, 9, ..., x,_1,b} con correspondientes
puntos intermedios ¢y, ¢s, ..., ¢,. Si aplicamos dicha férmula para

S(PF,g) =3 F(ci) (9 () — g (wi-1)) tomando a; = g (z;) —g (xi-1) vy b = F(ci),
obtenemos

—_

n—

S(PF.g) =) (9(x:) = g(a)) (F(e:) = Flei)) + Fen) (9(0) — 9(a)) =

=1

n—1

Zg(ﬂfi) (F(ci) = F(cit1)) = (F(er) = Flen)) g(a) + F(cn) (9(0) — g(a)) =

n—1

Z g(xi) (F(ei) = Feirn)) = Flegla) + Flea)g(b) =

n—1

Y 9@) (F(e) = Flewn)+(F(a) = F(er) g(a)+(F(ca) = F(b)) g(b)+F (b)g(b)—F(a)g(a) =

i=1
S(P,g,F)+ g(b)F(b) — g(a)F(a)

siendo P la particion formada por los puntos a, 1, o, ..., ¢,, by los puntos intermedios

son a,xi, X, ..., Ty_1,b. Observamos ademéas que HPH < 2||P|| por lo que tomando

limite cuando ||P|| — 0 en la igualdad
S(P,F,g) = S(P,g,F) + g(b)F(b) — g(a)F(a)
obtenemos que existe fab Fdg y la féormula de partes. v/

Proposicion 5.22. Cambio de variable.
Si g, F': [a,b] — R son tales que ff gdF existe, h : [c,d] — [a,b] es continua y
biyectiva, entonces existe fcdgohd (Foh) y ademds

/ g(h(t)dF(h(t)) = / 9(x)dF(2).
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Chapter 5. Integral de Riemann-Stieltjes.

Demostracion.
Supondremos que h es creciente, el caso decreciente es andlogo. Si P = {¢, t1,ta, ..., t,_1,d}
es una particion de [¢, d] con puntos intermedios ¢; € [t;_1,t;] i = 1,2, ...,n entonces

S (P.goh, Foh) = 3" g (h (e)) [F (b (x:) = F (h (2;-1))] = § (P.g.F)

siendo P = {a, h(t1), h(ts), ..., h(ta_1),b} con puntos intermedios h(c;) (esto se puede
hacer ya que h es creciente y biyectiva). Ademés como h es continua, si ||P|| — 0

entonces ||k (P)|| = HﬁH — 0, lo cual se deduce ya que h es uniformemente continua

(dado € > 0 existe 0 > 0 tal que si |[x —y| < § entonces |h(z) — h(y)| < €). Por
lo tanto tomando limite cuando ||P|| — 0 se deduce que fcd gohd (Foh) existe y la
formula buscada. v/

5.3 Extensién a funciones complejas e integrales im-
propias.

Definicion 5.23. Integrales con integrando complejo. Dadas g : [a,b] — C,
g=g1+igay F :[a,b] = R, diremos que existe fab gdF siy solo si existen fab gi1dF e

b b b

Definicién 5.24. Integrales impropias.
Si g, F': R — R son tales que f; gdF existe cualesquiera sean a y b, definimos

400 b
/ gdF = lim / gdF.
_ a——00 b—+oo [,

o0

fab g2dF v en ese caso,

en caso de que exista el limite.

Definicién 5.25. Dadas g : R — C (g = g1 + ¢2) F : R — R, diremos que existe
fj;o gdF siy so6lo si existen fj;o qidF y fjoooo godF v ademas

~+o0 +o00 +o0
/ gdF :/ gldF—i—i/ godF.

5.4 Aplicaciones a la teoria de la probabilidad.

Proposicion 5.26. Si Fx es funcion de distribucion de una variable aleatoria X,
entonces

/bdFX(x):P(a<X§b).
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Chapter 5. Integral de Riemann-Stieltjes.

Demostracion.

Basta observar que f; dFx(z) = Fx(a) — Fx(b) de donde se deduce el resultado. v/
Nota. Se puede probar que [, dFx(z) = P (X € A) cualquiera sea A boreliano en
R (donde nuevamente el significado de esta integral es el de Lebesgue).

Proposicion 5.27. Si X es discreta cuyo recorrido es A = {x1,29,...} y g :la,b] —
R es continua, entonces

b
/wmawz S g@)px().

z€(a,bjNA

Demostracion.

Fx(x) = Y. .<caPx(i) = 32 px(2i) 1, yoo) (7). Definimos para cada n, A, =
{21, 20, sxn} y Fu(z) = Y0 px(2:) 1, +00)(x). Dado € > 0, existe ng tal que para
cada n > ng se cumple que P (X € A,) > 1 — ¢/n. Por lo tanto para cada z € R
se tiene que 0 < Fx(z) — F,,(x) < e/n (para n > ng). Como g es continua, entonces
lg(x)| < k para todo z € [a,b] y por lo tanto

W< [ ot - R < 2w o o

n—>+oo

l%ua&<

g(x)dF,(r) = ZPX 23) 1z, 100 ( ZPX T)d1,; yoo) (T) =
[ [ ( 0) = Lnmted [
> gla)px(w).

i@ z;€(a,bNAn

/wmawz/gmmmnjﬁww&m—&mh

$ mmeH/ymw&mwﬂm»

i : z;€(a,blNAy

Tomando limite cuando n — +o00 se obtiene el resultado. v

Proposicion 5.28. Si X es absolutamente continua con densidad fx y g : [a,b] — R
es continua, entonces
b b
| s@ibs@) = [ g(o)fx(@)da
Demostracion.

Es corolario inmediato del teorema 1.11. v

o6



Chapter 5. Integral de Riemann-Stieltjes.

5.5 Integrales de Riemann-Stieltjes multiples.

Si (X,Y) es un vector aleatorio y Fxy : R* — R su funcion de distribucion.
Supongamos que g : [a,b] x [c,d] — R, definivemos [, . 10 q 92, ¥)dFxy (2, y).
Si Fxy : R? = R es una funcion de distribucion conjunta y g : [a,b] x [¢,d] — R.
Dada Px = {a = z¢, %1, %2, ..., Tn_1, T, = b} es una particion de [a,b] con puntos in-
termedios ¢; € [z;_1,2;] i = 1,2,,....,n, Py = {c=%0,Y1,Y2, s Ym—1,Ym = d} es una
particion de [¢, d] con puntos intermedios ¢, € [y;_1,v:] i = 1,2,,...,m, definimos las
sumas parciales de Riemann-Stieltjes, sobre Px x Py como S (Px X Py,g,Fxy) =
> im1 2oy 9(ci, &)pij siendo

pij = P((X,Y) € (w1, m] X (yj-1,95]) =

Fxy(xi,y;) — Fxy(ic1,y;) — Fxy(zi,yj-1) + Fxy(®ic1,yj-1)-

Definimos la norma de la particion como || P|| =max{||Px||, ||Py||} . Como en el caso

univariado diremos que HIljiﬁrn OS (P, g, Fxy) = 1Isiysolosidadoe > 0, existe 6 > 0 tal
ﬁ

que para toda P particion de [a, b] x [¢, d] (con sus correspondientes puntos intermedios
¢ y ;) con ||P|| <6, secumple que |S(P,g, Fxy)—1I| <e.

Definicién 5.29. Integral doble de Riemann-Stieltjes.

Dadas g : [a,b] X [¢,d] = R, Fxy : R* = R funcion de distribucion de un vector

aleatorio (X,Y)si existe H}’i\\m S(P,g,F) =1, diremos que la integral de Riemann-
—0

Stieltjes de g respecto de Fxy en [a,b] X [c,d] existe y vale I.

b
/ ng:// 9(x,y)dFxy(x,y)
a [a,b] % [c,d]

Es valido el mismo teorema de las tres equivalencias para la existencia de la integral,
probadas en el caso univariado, con demostraciones andlogas. De manera andloga se
prueban también el siguiente teorema y las propiedades que siguen.

Teorema.

Si F' es distribucion, y g : [a,b] x [¢,d] — R es continua, entonces existe [, 1 . » 9dF.
Propiedades.

Las siguientes propiedades, pueden ser demostradas de manera similar al caso uni-
variado.

Notacion:

1. Si g,h : [a,b] X [c,d] = R F = Fyxy son tales que existen las integrales

fﬁa7b]x[c7d} gdF'y ff[wb]x[qd] hdF entonces también existe ff[a’b]x[c,d] (g + ph) dF
cualesquiera sean «, § € R y ademas

// (ozg+/8h)dF:oz// gdF + 3 / hdF.
[a,b] x[e,d] [a,b] x[c,d] [a,b] x[e,d]
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Chapter 5. Integral de Riemann-Stieltjes.

2. Si F, G son distribuciones, h : [a,b] X [¢,d] — R, son tales que existen las inte-
grales [ [, ca PAE'Y [[iapxieq RAG entonces también existe [ [, ;. . hd (@ F + BG)
cualesquiera sean «, § € Ry ademas

// hd(aF+5G)=a// hdF+B// hdG.
[a,b] x[c,d] [a,b] X [e,d] [a,b] X [c,d]

3. Si F es distribucion, g : [a,b] X [c,d] — R son tales que g > 0, y existe
ff[a’b]x[c’d] gdF, entonces ff[a’b]x[c’d] gdF > 0.

4. Si F es distribucion, g,h : [a,b] X [¢,d] — R son tales que g > h, y existen
ff[a,b]x[c,d} gar'y ff[a,b}x[c,d] hdF' entonces [ f[a,b}x[c,d] gar = ff[a,b]x[c,d} hdF.

X [e,d]

5.5.1 Aplicaciones a la teoria de la probabilidad.

1. Si Fxy es la funcion de distribucion de una vector aleatorio (X,Y), entonces
// dFxy(z,y) =Pa< X <b, c<Y <d)..
[a,b] x[c,d]

2. Si (X,Y) es discreto cuyo recorrido es A = {(z;,y;)},; v 9 : [a,0] x [c,d] = R
es continua, entonces

//[ x| 1g(x’y)dFXvY(ﬂ?>y)= Z g(z,v)pxy(z,y)
a,blx[c,d

(z,y)€(a,b] X (c,d]NA

3. Si (X,Y) es absolutamente continuo con funciéon de densidad fxy y ¢ : [a,b] x
[c,d] — R es continua, entonces

/ / 9(e,y)dFxy(2,y) = / / oz, )y (2, y)dady
[a,b] X [c,d] [a,b] X [c,d]

5.5.2 Integrales miiltiples impropias.

Definicién 5.30. Dadas g : R" — Ry Fl, x, . x, distribucién conjunta del

vector (X1, X, ..., Xp,)

,,,,,

// g(Il,LCQ,...,l’n)dFXl,)Q ..... Xn(xl,xz,...,xn) =
n

lim // g(xl,xg,...,xn)dFXh& ,,,,, X"(l'l,ZEQ,---,xn)
a; — —00 [a1,b1]%[az,b2] X .. X [an,bn]

para todo 7
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Chapter 6

Valor esperado.

6.1 Definicion.

Un concepto esencial en teoria de la probabilidad y estadistica es el concepto de
esperanza o valor esperado de una variable aleatoria, el mismo ser& definido de tal
modo que quede un promedio ponderado de los valores que puede tomar la variable.
También se vera mas adelante, mediante la llamada ley de los grandes niimeros que el
valor esperado puede verse también como un valor al cual converge (en cierto sentido)
el promedio de una muestra de observaciones tomadas al azar, cuando el tamano de la
muestra (cantidad de observaciones) tiende a infinito. Todo esto va dicho de manera
muy informal, pero sera precisado mas adelante.

Supongamos que tenemos un conjunto formado por 100 personas de las cuales 90
tienen una altura de 170 cms, 5 miden 167 cms y los restantes 5 miden 172 cms.
La altura promedio de este conjunto de personas, la calculamos, sumando la al-
tura de las 100 personas, y lo dividimos entre 100 que es el total de personas, asi
obtenemos que la altura promedio es 2XTHXOTEOXITE — 169 95, Si sorteamos un
individuo al azar y definimos X = “altura del individuo sorteado", tendriamos que
Rec(X) = {167,170,172} y su funciéon de probabilidad seria px (167) = % =0, 05;
px (170) = % =0,9y px (172) = % = 0,05 por lo tanto, la altura promedio la
podemos escribir como 167 x 0,05 4+ 170 x 0,9 + 172 x 0,05 = 167 x px (167) +
170 x px (170) + 172 X px (172). A este valor le llamaremos esperanza (o valor es-
perado de X) y lo simbolizaremos como E (X). Razonando como en este ejemplo,
dada una variable aleatoria X discreta, su valor esperado deberia ser definido como

> apx(x), y de ahi, parece natural definirlo para el caso absolutamente con-
z€Rec(X)

. “+o00 L . .
tlngo €o1mo ffoq fo(x)dx Atn nos quedaria por definir el valor esperado para una
variable aleatoria mixta.

Definicién 6.1. Dado (€2, A, P) un espacio de probabilidad y X : Q@ — R variable
aleatoria tal que [ |z|dFy(x) < +oc. Definimos

E(X) := /_ ™ Py ()

[e.9]
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Chapter 6. Valor esperado.

y le llamaremos esperanza de X o valor esperado de X.
Diremos también que existe E (X) cuando se cumple que f |z| dFx(x) < +o00.

Definicién 6.2. Dado un (Q,A, P) espacio de probabilidad, si A € A es tal que
P(A) =1, diremos que el suceso A ocurre casi seguramente (c.s.).

Observacion 6.3. Si A C R es un boreliano tal que P(X € A) =1 (es decir si A
ocurre c.s.) y existe E(X), entonces E(X) = [, xdFx(x), ya que sobre A° la integral
vale 0.

Observacion 6.4. Si X es discreta, observando que para cada x € R se cumple que
px(z) = Fx(z)—Fx(z7), entonces existe E(X) siy s6lo si ), po(x) [2[px(2) < 400

y ademds
E(X)= > apx(x)

z€Rec(X)

Observacion 6.5. Si X es absolutamente continua, como Fi(x) = fX( ) en todo
punto x de continuidad de fx, entonces existe E(X) si y sdlo si f |z| fx(x)de <
400 y ademds
+oo
E(X) = / rfx(x)dz.

Observacion 6.6. La convergencia absoluta de la integral que define el valor esper-
ado, se realiza para evitar problemas de convergencia debido a la reordenacion de
términos en el caso de la serie, o reordenacion en los intervalos en el caso absoluta-
mente continuo.

Cuando X > 0 casi seguramente resulta Fx(z) = 0 para todo = < 0, por lo tanto
f_ xdFx(z fo xdFx(z) > 0 lo cual motiva la siguiente definicion.

Definicion 6.7. Si X > 0 casi seguramente, y f |z|dFx (z) = 400, diremos que
E(X) = +ooc.

6.2 Ejemplos.

Ejemplo 6.8. Si X ~Ber(p) entonces E(X) = p ya que E(X) = 0.P(X = 0) +
LP(X=1)=p.

Ejemplo 6.9. Si X ~Bin(n,p) entonces E(X) = np. E(X) =>"_2P(X ==z) =
Yo o xClip*(1 —p)"* = np. Se deja como ejercicio, verificar la anterior igualdad.

Ejemplo 6.10. Si X ~ N (y1,0?) entonces E(X) = [ x\/erTeﬁ Pdw = p. Se
deja como ejercicio, verificar la anterior igualdad.
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0 si y<1/2
Ejemplo 6.11. Como habiamos observado anteriormente, Fy(y) =< y si 1/2<y <1 |
1 si y>1
Fy tiene un tnico salto en 1/2, y ademas es derivable en [1/2,1] con F}.(y) =1, por
lo tanto, obtenemos

1

(Fy(1/2) — Fy(1/27)) +/ ydy = g.

1/2

+0o0

E(Y) = / ydFy (y) =

o0

1
2

6.3 Propiedades.

En las siguientes propiedades se considera dado un espacio de probabilidad (€2, A, P) .

Teorema 6.12. 51 X : Q — R es variable aleatoria tal que X >0 c.s. (es decir que
P(X >0)=1) y existe E(X), entonces E (X) > 0.

Demostracion.
Como X > 0, entonces se tiene que Fx(x) = 0 para todo z < 0. Entonces, se cumple
que
400 “+o0
Oz]E(X):/ xdFX(x):/ zdFx(z) > 0.V
—00 0

Teorema 6.13. S0 X : Q@ — R es tal que X = a c.s. (es decir que P(X =a) =1)
(X es constante), entonces existe E (X) y ademds E (X) = a. Es decir, E (a) = a.

Demostracion.
Observando que X = a es una variable discreta donde P (X = a) = 1, entonces

E(a) =aP (X =a) =a.

Teorema 6.14. Si X : Q — R es variable aleatoria tal que X >0 c.s. y E(X) =0,
entonces X = 0. c.s.

Demostracion.
Como X > 0, se deduce se tiene que Fy(x) = 0 para todo x < 0. Entonces, cua-
lesquiera sean 0 < o < (3, se cumple que

O:E(X):/_+ooxdFX(x):/0+ooxdFX(x) z/ja;dFX(x) >

o0

a(Fx(B) — Fx(a)).

Entonces a (Fx(5) — Fx(a)) = 0, por lo que se deduce que Fx(5) = Fx(a) para
todos «, § > 0. Entonces, Fx(x) es constante para z > 0, lo cual sumado al hecho de
que debe tener limite 1 cuando x tiende a 400, entonces se obtuvo que Fx(z) = 1
para todo x > 0, lo cual sumado al hecho de que Fx(z) = 0 para todo xz < 0, y
como Fx es continua por derecha en 0, entonces Fx(0) = 1, y entonces se obtiene
que P(X=0)=1. vV
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Corolario 6.15. Si X, Y son variables aleatorias tales que X >Y c.s., existen E(X)
y E(Y), y ademds E(X) = E(Y) entonces X =Y c.s.

Demostracion.
Basta observar que X —Y >0cs. y que E(X —Y) =E(X) —E(Y) = 0, luego por
el teorema anterior se tiene que X —Y =0c.s. v

Teorema 6.16. Si X : 0 — R es variable aleatoria, g : R — R es una funcion
boreliana (g (A) € B para todo A € B) tal que existe E (g(X)), entonces

B (o(x) = | " g()dEy (@)

—00

Demostracion.

Haremos la demostraciéon suponiendo que g es monétona y biyectiva. El caso general
se prueba a partir de teoria de la medida.

Supongamos que g es creciente y biyectiva, el caso decreciente es analogo.

Fyx)(y) =P(g(X)<y) =P (X <g'(y) = Fx(g ' (¥)).

E[Q(X)}Z/_ Oodeg<X>(y)=/ Oodex(g”(y))

o0 —00
si ahora hacemos el cambio de variable y = g¢(z), entonces la tltima integral nos
queda

| swrx@v

o

Observacion 6.17. A partir de esta propiedad, se deduce que existe E (X)) si y sdlo
st E(|X]) < +o0.

Ejemplo 6.18. Si Y =max{X,1/2} donde X ~ U (0, 1), entonces

1

+oo 1 1/2
E(Y):/ max{x,l/Q}fX(x)dx:/ max{x,1/2}dx:/ 1/2dx—i—/ xdr =5/8.
o 0 0 1/2
Corolario 6.19. Si X : Q — R es variable aleatoria tal que existe E (X)), entonces
cualquiera sea o € R,

eziste E(aX) y ademds E (aX) = oF (X).

Demostracion.
La existencia de E (aX) se deduce de la linealidad de la integral de Riemann Stieltjes
va que [ |ax|dFx(x) = |a| [1 |z dFx ().
Ahora consideramos g : R — R tal que g(x) = ax, entonces g es boreliana y por lo
tanto
+o0 +o00
E(aX):/ owchX(x):a/ zdFx(z) = aE (X).v

[e.9] —00
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Teorema 6.20. 5i E (] X|) < 400, entonces
E(X)| <E(|X]).

X>|=] [ wireio)| < [ lelarsn) =(x) ¢

Teorema 6.21. Si X, Y : Q — R son variables aleatorias y g : R? — R es boreliana
tal que existe E[g (X,Y)] entonces

E(g(X,Y)) = /_:O /_:og (z,y) dFxy (2, y).

Demostracion.

Demostracion.
Se prueba utilizando teoria de la medida.

Teorema 6.22. Si X,Y : Q — R son variables aleatorias tales que existen E (X) y
E (Y), entonces existe E(X +Y) y ademds

EX+Y)=EX)+E(Y).

Demostracion.

+o00 +o0
X4V = [ [ e sldRrn <

+oo  ptoo +oo  ptoo
/ / lz| dFx y (2, y) / / ly| dFxy(z,y) =

E(X|)+E(]Y]) < 400

lo cual prueba que existe E (X +Y).

Definiendo ahora las funciones g, g1, g2 : R? — R tales que g(z,y) =z +y, g1(z,y) =
z, go(x,y) = y, entonces g = g1 + ga, y por lo tanto usando la linealidad de la integral
de Riemann Stieltjes, obtenemos

e+ = [ [T iRt -

+00 +00 +oo 400
/ / rdFxy(x,y) +/ / ydFxy(z,y) =

E(X)+E(Y).v

Ejemplo 6.23. Si X ~Bin(n,p) entonces E (X) = np. Esto se debe a que definimos
para cada ¢ = 1,2, 3, ...,n las variables

X, = (1) si hay ex1t(;ilzovez -estma entonces cada X; distribuye como una
Ber(p) y ademas se cumple que X = X7+ Xo+...+ X,,, luego, aplicando la aditividad

de la esperanza nos queda que
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Teorema 6.24. Si X,Y : Q — R son variables aleatorias tales que X <Y c.s. y
eristen E(X) y E(Y), entonces E(X) < E(Y).

Demostracion.
Como Y — X > 0, entonces

0<E(Y -X)=E(Y)-E(X).v

Teorema 6.25. 5@ X,Y : Q — R son variables aleatorias independientes, tales que
eziste E(X) y E(Y), entonces existe E (XY) y ademds E(XY)=E(X)E(Y).

Demostracion.
Debido a la independencia de las variables, Fx y(x,y) = Fx(z)Fy(y) para todos z, y.
Entonces

)= [ [ eldrcrta = [ [ bl e o) =

/_Oofx\de(x)/ m’y’dFY(y)ZE(!X])EQYD<+OO.

o0 —00

(e.9]

o) = [ [ Tatbxrten = [ [ warsie o) =

/_+OO xdFx(z) /_+00 ydFy(y) =E(X)E(Y).v

o0 (e 9]

Observacion 6.26. El corolario 6.19 junto al teorema 6.22, nos indican que si defin-
1mos el conjunto

V ={X : Q — R variable aleatoria, tal que existe E (X)}

entonces V' tiene estructura de espacio vectorial, ya que es un subespacio del conjunto
de wvariables aleatorias definidas en ). Ademds, st definimos T : V — R tal que
T(X) =E(X), entonces T es una transformacion lineal.

Teorema 6.27. Desigualdad de Jensen.
Dados un (Q,A, P) espacio de probabilidad, X wariable aleatoria y p : R — R una
funcion convezxa tales que existen el valor esperado de X y de ¢ (X). Entonces

p (E(X)) <E[p(X)].

Ademds, si p es estrictamente convera y X no es constante, entonces la desigualdad
es estricta.
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Demostracion.

Dado que ¢ es convexa, se cumple que existe una recta que pasa por el punto
(E(X),p(E(X))) tal que el grafico de ¢ esta por encima de la misma. Entonces, se
tiene que ¢ (X) > ¢ (E (X)) 4+ a (X — E (X)) y por lo tanto, tomando esperanzas de
ambos lados de la desigualdad obtenemos que ¢ (E (X)) < E[p (X)].

Por otro lado, definiendo g(t) = ¢ (E (X)) 4+ a(t —E (X)), al ser ¢ estrictamente
convexa, se cumple que ¢(t) > ¢(t) para todo ¢, y ademés, si p(t) = g(t) entonces
t = E(X). Sise diera ¢ (E(X)) = E[p(X)] entonces se tendria que E (¢(X)) =
E (g(X)), siendo ¢(X) > g(X) por lo que se deduce que ¢(X) = g(X) con probabil-
idad 1, de donde se deduce que debe ser X = E(X), o sea que X seria constante, lo
cual concluye la prueba. v/

Ejemplo 6.28. Dado que ¢(x) = €” es convexa, se tiene que si existen E (X) y
E (eX) entonces eX) < E (eX) . Ademas, si X no es constante, la desigualdad es
estricta.

6.4 Teoremas de convergencia.

Supongamos que tenemos una sucesion de variables aleatorias { X}, y una variable
aleatoria X definidas en cierto espacio de probabilidad, tales que 1ir+n Xp(w) = X(w)
n—-+0oo

para todo w € 2. Dado que tenemos convergencia de las X,, a la X en todo punto, es
natural preguntarse si sera cierto que lir+n E(X,) =E(X). Veremos en el siguiente
n—-+0oo

ejemplo que con la sola convergencia en todo punto w de X,(w) a X(w), no es
suficiente para asegurar que lirf E(X,) =E(X).
n—-+0oo

Ejemplo 6.29. Supongamos que X ~ U (0, 1), definimos la sucesion X, = nl 1/n) (X).
Vemos que 1ir+n X, (w) = 0 para todo w € €, sin embargo, E (X,,)) =nP (0 < X <1/n) =
n—-+0o0

1 para todo n y por lo tanto, en este caso X = 0 y no se cumple que lim E (X,) =
n——+o0o

E(X).

En lo que sigue veremos dos teoremas de vital importancia en teoria de probabilidad y

medida, que bajo cierto conjunto de hipotesis nos permiten aseguran la convergencia
de las esperanzas de las X,, a la esperanza de X.

6.4.1 Teorema de convergencia monétona.

Teorema 6.30. Teorema de convergencia mondtona.
Dados (Q,A, P) un espacio de probabilidad, una sucesion de variables aleatorias
{ X} ey ¥ una variable aleatoria X tales que existe E(X), X, (w) > 0, Xy, (w) T X(w)
para todo w € Q), entonces existe E(X,,) para todo n y ademds

lim E(X,) =E(X).

n—-+00
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Demostracion.

En primer lugar observamos que como 0 < X, < X, entonces existe E(X,,) para
todo n. Ademas, dado que X,, < X, ;; para todo n entonces, E (X,) < E(X,41)
por lo que la sucesion {E (X,,)}, .y es creciente y por lo tanto tiene limite. Por otro
lado, como X,, < X para todo n, entonces E (X,,) < E(X) para todo n, por lo que
lim E(X,) <E(X).

Entonces sera suficiente probar que lim E (X)) > E (X). Para lograrlo, veremos que
n——+o0o
dado € > 0, se cumplird que lim E(X,) > E(X) —e. Fijado ¢ > 0, aproximaremos
n—-+oo

X por una variable discreta Y tal que | X — Y| <e.
Definimos los sucesos B,, = {ne < X < (n+ 1)e} para n = 0,1,2,... y definimos
. ne sine < X(w) < (n+1)e
= —e < <
la variable Y (w) { 0 s X (w) = 0 . Vemos que X —¢ <Y < X
por lo que E (X) —e < E(Y) < E(X). Para obtener el resultado, probaremos que
lim E(X,)>E(Y).

n—-+00

Definimos los sucesos A, = {X; >Y}. Si w € Ag entonces Xi(w) > Y (w) pero
Xir1(w) > Xg(w) por lo que Xpyq(w) > Y(w), luego w € Agyq por lo que los
A son una sucesion creciente de sucesos. Ademads, para todo w € 2, se cumple
que w € B, para algin n, y como Xi(w) — X(w) entonces existe un ko tal que
X (w) > ne =Y (w), entonces US> Ay, = Q.

Por lo tanto, dejando n fijo, los sucesos A,NB,, variando k, crecen a B,,. Por otro lado,
observamos que las variables Y'1,4, son discretas, tomando los valores 0, ¢, 2¢, 3¢, ...
por lo que para cualquier m se tiene que

—+00

+oo m
E(Y1y,)= Zn€P<Y1Ak =ne) = ZnEP(Ak NB,) > ZnsP(Ak N B,).

n=0 n=0 n=0

lim E(Y1,,) > klim Yo gneP(AyN B,) =Y neP(B,) para todo m, en-
—400

k—4o00

tonces klirf E(Y1a,) > Y neP(B,) = E(Y). Ademas Y14, < X entonces
—+00

E(Y1,4,) <E(Xy) porlo que klim E (Xx) > E (Y) lo cual concluye la demostracion.
—+00
v

Observacion 6.31. El teorema sigue siendo vdlido si las hipdtesis X,, > 0 y X,, <
Xna1 para todo n, se cumplen casi seguramente.

Observacion 6.32. El teorema sigue valiendo en el caso en que E(X) = +00, queda
como ejercicio realizar la verificacion de la demostracion para este caso.

6.4.2 Teorema de convergencia dominada.

Teorema 6.33. Teorema de convergencia dominada.

Dados (Q,A, P) un espacio de probabilidad, una sucesion de variables aleatorias

{Xutnen ¥ dos variables aleatorias X e Y tales que que liT Xp(w) = X(w) y
n—-+0oo

| Xy (w)| <Y (w) para todos n y w. Ademds existe E(Y).
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Entonces existen las esperanzas de X,, para todo n y la de X y ademds
lim E(X,) =E(X).
n——+00

Demostracion.

En primer lugar vemos que como | X,,| <Y para todo n, entonces existe la esperanza

de las X,,, ademas tomando limites en la desigualdad, obtenemos que |X| <Y, por

lo que también existe la esperanza de X.

Definimos la sucesiéon Y,, = ]ir>1£Xk entonces Y, T X (ya que las Y, tienden a supY,, =
= n

sup ]ir>1£ X, que es el limite inferior de la sucesion X,,). Ademéas observamos que 0 <

n =
Y,+Y 1T X+Y, porlo que aplicando el teorema de convergencia mondtona, obtenemos

aue lim E(Y, +Y) =E(X +Y) =E(X)+E(Y).

n—-+00
Luego, lirf E(Y,) = E(X). Analogamente, definiendo Z,, = supXj, vemos que
n——+oo k>n
Znd X ycomoademas 0 <Y — Z, 7Y — X, aplicando nuevamente el teorema de
convergencia mondtona y utilizando la linealidad del valor esperado, obtenemos que
lir}rq E(Z,) =E(X).
n—-—+0o0
Para concluir la demostracion, basta observar ahora que para todo n y todo w, se
cumple que Y, (w) < X, (w) < Z,(w) por lo que E(Y,,) < E(X,) < E(Z,) y como
lirf E(Y,) =E(X)y lirf E (Z,) = E (X) se obtiene que lir+n E(X,) =E(X).Vv
n—-—+0oo n—-—+0o0 n—-+0oo

Observacion 6.34. Como en el teorema de convergencia mondtona, se tiene que

basta tomar como hipdtesis que liT X, =X y | Xy <Y se cumplan casi sequra-
n——+0oo

mente.
Corolario 6.35. Si liT Xp(w) = X(w) y | Xn(w)| < k(cte) para todos n y w,
n—-+0oo

entonces vale el teorema ya que k tiene esperanza finita.

6.4.3 Aplicaciones.

Teorema 6.36. Si f, : [a,b] — R son funciones integrables Riemann en |a,b] para
todon € N, g: [a,b] = R es integrable Riemann y f : [a,b] = R lz’T folz) = f(z) y
n——+0o0

|fn(2)] < g(x) para todo = € [a,b]. Entonces

Demostracion.

Consideramos X ~ U (0,1). Definimos entonces las variables Y, = f,(X) e Y =

f(X). Entonces Y, 3 Y, |V, | < g (X), existe E (g (X)) = ;& fabg(x)dx < 400, luego

por el teorema de convergencia dominada, se tiene que 1ir+n E (Yn) =E(Y), ahora
n—-+0o0

vemos que E (Y, ) E(f, (X :%f fa(z)dry E(Y) =E(f (X — fbf

entonces hm f folz)dx = bL f f(z)dz, de donde se deduce el resultado v
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Teorema 6.37. Dada la sucesion doblemente indizada (sucesion de sucesiones) {a%k)}
n,keN

C R. Supongamos que existe una Sucesion {b(k)}keN tal que b*) > 0, para todo k,

Z+°° bk = L < +00 aglk) < b para todos n, k. i lim agﬂ) =a® | entonces

n—-+0o

“+o0o +00
; (k) — (k)

Demostracion.
Definimos el espacio de probabilidad (N, 2¥, P) donde P ({k}) = b(k>
o)

Definimos la sucesion de variables aleatorias X,, : N — R tales que X, (k) = ey

X : N— R tal que X (k) = ‘;((,C)) Entonces X,, ¥ X (ya que X, (k) — X (k) para
todo k € N). Ademaés

a,(zk) bk)
Pl X, = 2 | = P({k}) = 7
Anéalogamente,

p(x=15) =P ="

Ademas | X, (k)| < 1 para todo k. Entonces, aplicando el teorema de convergencia
dominada, se deduce que liril E(X,) =E(X).
n—-+00

= ay a\ a1

y analogamente,

R () (k) IXg®p® 1 IR
a a a
B0 =3 P (X W) Y i =
Entonces obtuvimos que 11111 I Z = L Zool a® de donde se deduce el re-
sultado. v/

+o00
1 .1 n z\" -2z
Como aplicacion, se deja como ejercicio hallar lim > —; n1—1>r4I-100 Jo(1+5)" e *dy

n—+00
y lim fo (1——) e*2dx.

n—-+4o0o
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Espacios LP.

7.1 Definicién y propiedades.

Definicién 7.1. Espacios L”.
Dado un espacio de probabilidad (2,4, P), y p > 0, se define el conjunto

L = {X : Q — R variable aleatoria tal que E (| X|") < +00)}.

Teorema 7.2. 5i 0 < p < q entonces LT C LP.

Demostracion.
Si X € L9, entonces

E(IXP") =E (X[ Lixi<y) + E (X[ 1gxs1) < 1T+HE (X 1gxs1) <
1+ E(|X]%) < +o00.v

Diremos que X admite momento de orden p si y solo si E (| X|’) < +oo o sea, siy
solo si X € LP.

Del teorema anterior deducimos que si X admite momento de orden p, entonces
admite momentos de cualquier orden menor que p. Por ejemplo, decir que X admite
momento de orden 3, implica que admite momentos de cualquier orden menor que 3.

Teorema 7.3. 51 X,Y € LP entonces aX + Y € LP para todos o, € R. FEs
decir que LP es un espacio vectorial (ya que es subespacio del conjunto de todas las
variables aleatorias, que forman un espacio vectorial).

Demostracion.

Si X € L? entonces cualquiera sea o € R, se tiene que E (JaX ") = |a|PE (| X|") < 400
por lo que aX € LP.

Ahora, si X,Y € L? observamos que | X + Y| < | X|+|Y]| < 2max{|X]|, |Y|} entonces
| X + Y|P < 2Pmax{|X|",|Y|"}, por lo tanto se tiene que

E(|X +Y]") < 2’max{E|X[" E([Y|") < +00} .v

Observacién 7.4. Si X,Y € L%, entonces XY € L', ya que
XY = % [(X + Y)2 — X% - Yﬂ, es combinacion lineal de variables que € L.
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Teorema 7.5. Desigualdad de Cauchy-Schwartz.
Si X,Y € L2,
[E(XY)]? <E(X*)E(Y?).

Ademds se da el igual si y solo si existe \g € R tal que

P(X=XY)=1(0 P(Y =)X)=1).

Demostracion.

0<E(X —AY)’=NE (Y?) - 20AE(XY) + E (X?) para todo A € R.

Entonces, si Y no es la funciéon nula casi seguramente, podemos asegurar que nos
quedo6 un polinomio de segundo grado. Como dicho polinomio es > 0 para todo valor
de X, no puede tener dos raices reales y distintas, por lo que su discriminante debe ser
< 0. Entonces 4 [E (XY)]> — 4E (X?)E (Y?) < 0, de donde se deduce la desigualdad.

Ademés, si fuera [E(XY)]* = E(X2)E (Y?2), entonces existe un valor de A donde se
E(XY)
E(V)

tiene que 0 = E (X — )\OY)2, por lo que se tiene que X = \gY casi seguramente.

Si fuera Y = 0 casi seguramente, entonces también se cumple la igualdad, y ademas
Y = 0X, lo cual concluye la prueba. v/

La desigualdad de Cauchy Schwartz recién probada, responde a la conocida desigual-
dad respecto a espacios vectoriales con producto interno. Para ello definimos la fun-
cion (, ) : L*x L? — R tal que (X,Y) = E(XY), entonces, ( , ) es un seudo producto
interno, es decir que es una funcién bilineal simétrica, tal que (X, X) = E(X?) > 0
pero no cumple la condicion (X, X) = 0 si y solo si X = 0, ya que en este caso si
(X, X) = E(X?) = 0, entonces X = 0 ¢.s. por lo que puede haber infinitas (de-
pendiendo del espacio de probabilidad) funciones que cumplan (X, X) = 0. Este
problema se puede solucionar si identificamos todas las variables aleatorias que son 0
casi seguramente. Para ello se define la relacién ~ tal que X ~Y siy sélosi X =Y
c.s.

Se deja como ejercicio chequear que ~ es una relacion de equivalencia, y que si
definimos { , ) : L?/ ~ xL?/ ~— R tal que {[X],[Y]) = E(XY) donde X ¢ Y
son representantes de [X] y [Y] respectivamente, entonces la funcion (, ) estd bien
definida y define un producto interno en L?/ ~ .

anula el polinomio, dicho valor es \y = , v por lo tanto para dicho valor A\, se

7.2 Varianza de una variable aleatoria.

Junto con el valor esperado de una variable aleatoria, en la mayoria de las aplicaciones
es necesario tener algtin tipo de medida sobre la dispersion que hay entre los valores
que puede tomar la variable, y su valor esperado. La definicién de varianza apunta
en esa direccion.
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Definicién 7.6. Varianza de una variable aleatoria.
Si X € L?, entonces se define la varianza de X, como el valor

V(X)=E[(X -E(X))"].

Observacion 7.7. Como se ve, si le llamamos p = E(X), entonces la varianza es
el valor esperado de la variable (X — ,u)2 que mide la diferencia entre los valores que
puede tomar X y su valor esperado, elevado al cuadrado.

La presencia del cuadrado es para que las diferencias entre X y su valor esperado sean
positivas, ya que sin el cuadrado, la esperanza de (X —E (X)) es 0. Por ejemplo, si
X es una variable aleatoria discreta tal que Rec(X) = {x1,xs,...,x,} con probabili-
dades px(z;) = 1/n para todo 1 = 1,2,3,....,n, entonces E(X) = > apx(z) =

xE€Rec(X)

stmabettn — ;. Luego, V(X) =E [(X — p)*] =

(w1 = p)® + (22 = ) + o + (20 — p)?

Y. (@—p)px(e) =

z€Rec(X)

que representa el promedio de las diferencias al cuadrado que existen entre los valores
que toma la variable X y su valor esperado.

En las aplicaciones, al calcular la esperanza de (X — E (X))27 se pierde la unidad de
medida de la variable X, la cual queda expresada en unidades al cuadrado. Para
salvar este problema se suele considerar la raiz cuadrada de la varianza a la que se le
llama desviacion tipica o estandar de la variable.

Definicion 7.8. Desviacién tipica. Si X € L? entonces la desviacion tipica de X

se define como
ox — V(X)

Propiedades.

Teorema 7.9. 5i X € L?, entonces V (X) = E (X?)—E? (X). Aqui se sobreentiende
que E* (X) = [E(X)]".

Demostracion.
Llamémosle p = E (X) . Entonces

V(X)=E[(X —p)?] =E (X? - 2uX + 1) =
E(X?) —2uE (X) +p® =E (X?) —2u*> + 1 = E (X?) —
Teorema 7.10. Si X € L?, entonces V (aX +b) = a®*V (X).

R4

Demostracion.
V(aX +b) =E [(aX +b)*] — [E(aX +D)]?
desarrollando ambos cuadrados y simplificando nos queda igual a

@ (E(X?) —E* (X)) =’V (X) .V
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Teorema 7.11. Si X € L?, entonces V(X) =0 si y sélo si X = E (X) casi sequra-
mente.

Demostracion.

<) Si X =E(X) = p, entonces V(X) = E (p?) — E? () = p® — p? = 0.

=) Si V(X) = 0, entonces E [X—IE(X)Z] = 0y como (X —E(X))* > 0 casi
seguramente y tiene esperanza 0, entonces debe ser (X —E (X))2 > 0 c.s., por lo que
debe ser X = E (X)) casi seguramente. v’

Ejemplo 7.12. Si X ~ Ber(p), entonces ya vimos que E(X) = p. Ademéas E(X?) =p
con lo cual obtenemos V(X) = p — p* = p(1 — p).

Ejemplo 7.13. Si X ~ N(u,0?) , entonces ya vimos que E(X) = u. Ahora, si
integramos por partes

+oo 1 +00 . )
E(X?) = / 22 fx(x)dx = / r2e27 1) dg
(X9) - fx(z) 5o )

nos da u? + o2, por lo tanto V(X) = 2.

Veremos en lo que sigue, algunas desigualdades que son muy ttiles en la teoria y en
la practica, conocidas como desigualdades de Markov y de Chebyshev.

Teorema 7.14. Dadas X wvartable aleatoria, g : R — R mondtona creciente, tal que
g(X)e L', g>0yaecR tal que g(a) > 0, entonces

P(X>0) € —sE(g (X)),

Demostracion.
Consideramos el conjunto A = {X > a}, entonces, dado que g > 0, obtenemos que

E(g (X)) =E(g(X)1a) +E(g(X)1ac) 2 E(g(X)1a).

Puesto que g (X )14 > g (a) 14, ya que g es mondtona creciente y por definicion del
conjunto A, vemos que

E(g(X)14) 2 E(g(a)1a) = g(a)E (14) = g(a) P (A) = g(a) P (X > a) .V

Observacion 7.15. Surge de la demostracion, que vale la misma acotacion si la
probabilidad que se considera es P(X > a).

Corolario 7.16. Desigualdad de Markov. Si X € L” (p >0) y a > 0, entonces
1
P(X|>a) < —E(X]").
aP
Demostracion.

Basta tomar g(z) = 2P para x > 0y g(x) = 0 para z < 0 y aplicar la desigualdad
anterior a la variable Y = | X].
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Corolario 7.17. Desigualdad de Chebyshev. Si X € L? y a > 0, entonces

P(X ~E(X)| > a) < 5V (X).

Demostracion.
Basta usar la desigualdad del corolario anterior, para el caso en que p = 2 y para la
variable Y = X —E (X) .v/

Observacion 7.18. Como se ve, la desigualdad de Markov nos proporciona una cota
para la funcion de distribucion de una variable aleatoria, si se conoce inicamente el
momento de algun orden de la variable, por ejemplo, el momento de orden uno.

Observacion 7.19. La desigualdad de Chebyshev es equivalente a
1
P(X-E(X) <a)>1-—V(X).
a

y por lo tanto, nos proporciona una cota inferior para la probabilidad de que la variable
tome wvalores en un entorno de su valor esperado, conociendo unicamente el valor
esperado y la varianza de la variable.

Observacion 7.20. Las desigualdades de Markov y de Chebyshev, son cotas univer-
sales, es decir se cumplen para cualquier tipo de variable aleatoria (con la sdla hipdte-
sis de que admitan momentos de algin orden), por lo que suelen dar cotas groseras de
las probabilidades. En cada situacion particular, conociendo mds informacion sobre
la variable aleatoria X, se suelen consequir cotas mds finas.

7.3 Covarianza y coeficiente de correlacion.

La covarianza y el coeficiente de correlacién que definiremos en lo que sigue, sirven
como medidas del grado de asociacion que hay entre dos variables aleatorias X e
Y, ambos conceptos estan relacionados como veremos con la independencia entre las
variables.

Definicién 7.21. Covarianza entre dos variables aleatorias.
Si X,Y € L?, entonces definimos COV (X,Y) =E[(X —E (X)) (Y —E(Y))].

Propiedades.
1. Si X,Y € L2, entonces COV (X,Y) =E(XY) — E(X)E(Y).
2. Si X,Y € L? entonces COV (X,Y) = COV (Y, X).
3. Si X € L?, entonces COV (X, X) =V (X).
4. Si X,Y € L? entonces COV (aX 4+ b,Y) = aCOV (X, Y) para todos a,b € R.
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5. Si X,Y,Z € L?, entonces COV (X +Y,Z) =COV (X,Y) +COV (Y, Z).
6. Si X,Y € L? y son independientes, entonces COV (X,Y) = 0.
7. Si X1, Xs, ..., X, € L?, entonces
Y (Z Xi> =) V(X;)+2) COV(X;,X;).
i=1 i=1 i<j
Observacion 7.22. COV(X,Y) = 0 no implica necesariamente que X e Y sean
independientes. Se deja como ejercicio construir un contraejemplo.

Observacion 7.23. Si X, X, ..., X,, € L? son independientes, entonces

\Y (ZX) = V(X).
=1 =1
Observaciéon 7.24. Si X, Y € L?, entonces
V(X +Y) =V(X)+V(Y)+2C0V (X,Y).

Las demostraciones son simplemente operativas y se dejan como ejercicio. Haremos
igualmente la demostracion de la propiedad 7.

o($55) o (£0.3 ) - $ E oy

i=1 j=1

y usando que COV (X;, X;) = COV (X;,X;) y que COV (X;, X;) = V(X;), obten-

€1mos
icmf (X, X)) + i Y COV(X;, X)) = iv (X:) +2) COV(X,;, X;).v
i=1 i=1 j#i i=1 j<i

Ejemplo 7.25. Si X ~ Bin(n,p) entonces vimos que X = X; + X5+ ... + X, donde
las X; son Ber(p) e independientes, por lo tanto

V(X) = V(X1 + Xo 4 .. 4+ X)) = V(X)) + V(X3) + ... + V(X,,) = np(1 — p).

Definiciéon 7.26. Coeficiente de correlacién entre dos variables aleatorias.
Si X,Y € L? son no constantes, entonces definimos p (X,Y) = %.

Propiedades.
En las propiedades que siguen se consideran X,Y € L? no constantes.

1. -1<p(X,Y)<1.

2. p(X,Y) =1siy solo siexisten a,b € R, a > 0, tales que Y = aX + b.

74



Chapter 7. Espacios LP.

3. p(X,Y) = —1siysolosiexisten a,b € R, a <0, tales que Y = aX +b.
4. Si X,Y son independientes, entonces p (X,Y) = 0.

Demostracion.
Aplicando la desigualdad de Cauchy Schwartz, tenemos que

ICOV (X, Y)| = [E[(X —E(X)) (Y —E(Y))]] <

\/E (X —E(X)’E(Y —E(Y))?*=V/V(X)V(Y).

lo cual es equivalente a decir que |p (X,Y)| < 1. Ademas sabemos que [p (X,Y)| =1
si y solo si existe A € R tal que X —E(X) = A (Y —E(Y)) donde A # 0 ya que X
no es constante. Por lo tanto |p (X,Y)| = 1 si y solo si existen a # 0 y b tales que
Y = aX + b. Ahora, aplicando las propiedades de varianza y covarianza, obtenemos
que p(X,Y) =p(X,aX +b) = jap de donde se deduce que p(X,Y) es 1siy solo si
a>0,y —1siysoélosia<0. Quedan probadas asi las primeras 3 propiedades. La
ultima propiedad es evidente ya que p (X,Y) = 0 si y solo si COV (X,Y) =0. v

7.4 Variables 1.1.d.

Definicién 7.27. Se dice que la sucesion de variables aleatorias X, Xo, ..., X,,, ....
son v.a.i.i.d, cuando dichas variables son independientes y todas tienen igual funcién
de distribucion, es decir cuando son independientes y ademas Fx, = Fx, = ... = Fx,,
para todo n.

Cuando n es fijo, se dice también que Xi, X, ..., X, son una M.A.S.c/rep de X
de tamanio n (muestra aleatoria simple con reposicion). Lo cual significa que las
variables son i.i.d con distribuciéon como la de cierta variable X que se toma como
representativa.

Supongamos que tenemos X, Xo, ..., X,, v.a.i.i.d cuya distribucién es como la de
cierta X € L?. Llamémosle en este caso p y o2 a la esperanza y la varianza de X
respectivamente. Es decir que E(X) = py V(X) = o2

Se define la media muestral como la siguiente variable aleatoria: X, :
La misma es fundamental desde el punto de vista estadistico, ya que si X, X», ..., X,
representan n observaciones obtenidas de forma independiente de una cierta variable
aleatoria, lo que se llama también una muestra aleatoria simple de tamano n, entonces
X, nos da el promedio de las observaciones obtenidas de la muestra.

Veremos ahora que si X € L?, entonces E (X,,) = py V(X,,) = o?/n.
Efectivamente, usando la linealidad de la esperanza obtenemos que

E (X,) :E(X1+X2+...+Xn> _EX)+EXy) 4+ +EX)  np

n
Ahora, aplicando propiedades de varianza, obtenemos que

V(%) =V <X1 + X0+ ... +Xn>

- .

n n

1
==V(Xi+Xo+..+ X, =

n n?
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V(X1)+V(Xy)+...+V(X,) no* o3
n? n

Una aplicacién estadistica.

Supongamos que deseamos estimar el porcentaje de fumadores en una poblacion.

Para obtener el resultado, se encuestaran de manera independiente, n individuos

de la poblacion y se calculard el porcentaje de fumadores en la muestra. Podemos

pensar entonces que tenemos n variables aleatorias X, Xs, ..., X,,, definidas como

X, = 1 sila i-ésima persona encuestada fuma Entonces las variables son in-
0 si no

dependientes con distribucion Ber(p), donde p es el porcentaje de fumadores en la

poblaciéon. p es desconocido, que estimaremos mediante el porcentaje de fumadores

en la muestra, el cual es X,, = w va que el numerador cuenta el total de

fumadores (éxitos).

Supongamos que queremos respondernos a la siguiente pregunta: ;a cudntos individ-

uos hay que encuestar si deseamos que el porcentaje de la muestra no difiera del real

en mas de un 1% con una probabilidad mayor al 95%7?

Por lo tanto queremos hallar n tal que P (|7n — p} <0, 01) > 0,95.

Observamos que las variables, al ser Bernoulli estan en L? y ya vimos que tienen valor

esperado p y varianza p(1 — p).

Por otro lado, ya vimos que el valor esperado de X,, coincide con el de cada X;, y la

varianza de X, es 02/n = p(1 —p)/n. O sea que en el caso de las variables Bernoulli,

tenemos que E (Yn) =pyV (Yn) =p(1—p)/n.

Aplicando el corolario 7.16 (desigualdad de Chebyshev) a la variable X, llegamos a

que

p(1 —p)

0,012 n0,012

Puesto que p(1 — p) < 1/4 para todo valor de p, obtenemos que

- pl—p _, 1
PAXn—pl =0.00) 21 =55 2 1= o5 o

P(|X,—-p[<0,01)>1- V(X,)=1-

Entonces eligiendo n tal que 1 — > 0,95, el mismo nos asegurara que

1
410,012
P (‘Yn — p‘ <0, 01) > 0,95. En este caso el menor valor de n que nos asegura esta
desigualdad es 50.000.
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Chapter 8

Convergencia en probabilidad, casi
segura y en distribucion.

Consideremos una sucesion de variables aleatorias {X,}, . v una variable aleatoria
X definidas sobre un mismo espacio de probabilidad. Dado que las X,, y la X son
funciones de €2 en R, hay varias nociones de convergencia de una sucesion de funciones
a una funcién, como la convergencia puntual, la uniforme, la convergencia cuadratica
o en el espacio LP por ejemplo. En teoria de probabilidad, dado que las funciones
son aleatorias, es decir que toman valores reales de manera aleatoria, es necesario
definir nuevos conceptos de convergencia que involucren el calculo de la probabilidad
de que las X,, esten proximas a X en algtn sentido. Definiremos tres conceptos de
convergencia que son vitales en teoria de la probabilidad y en estadistica matematica,
que son la convergencia en probabilidad, la convergencia casi segura y la convergencia
en distribucion.

8.1 Convergencia en probabilidad y casi segura.

Definicién 8.1. Convergencia en probabilidad.
Dadas una sucesi6on de variables aleatorias {X,},.y v una variable aleatoria X
definidas sobre cierto (Q,A, P) espacio de probabilidad, se dice que la sucesion
{Xn},en converge en probabilidad a X si y sélo si, para todo ¢ > 0 se cumple
que

lim P (| X, — X|<¢e)=1.

n—-4o0o

Notacion: X, = X.

Observacion 8.2. Equivalentemente, tenemos que X, B X s y solo si para todo

e > 0 se cumple que
lim P(|X,—X|>¢)=0.

n—-+00

Informalmente, la convergencia en probabilidad nos dice que una vez que fijamos el
valor de € > 0 arbitrariamente pequeno, pero fijo, la probabilidad de que X, tome
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un valor perteneciente al intervalo (X — e, X + ¢) se acerca a uno en la medida de
que n se tome suficientemente grande.

Definicién 8.3. Convergencia casi segura.

Dadas una sucesi6n de variables aleatorias {X,}, .y v una variable aleatoria X
definidas sobre cierto (Q, A, P) espacio de probabilidad se dice que la sucesion { X, }
converge casi seguramente a X (o en casi todo punto) si y solo si se cumple que

neN

P(lim Xn:X):l.

n—-400
., C.S.
Notacion: X,, = X.

Observacion 8.4. Dado que el limite de variables aleatorias es variable aleatoria, se
verifica que {limX,, = X} es un suceso.

Teorema 8.5. X, °% X si y sdlo si kﬁTooP (N2 {1 Xn — X[ < }) = 1 para todo
e > 0.

Demostracion.

Siw € Qes tal que ngrwan(w) = X (w) entonces, para todo € > 0, existe un k tal que
para todo n > k se cumple que | X;(w) — X (w)| < €. Observando que es suficiente en
la definicion de limite considerar ¢ € Q" entonces tenemos que P (ngrfooXn =X ) =

1 si y solo si
+00 +00

Pl A UNIX - X|<e} | =1

c€Qt k=1 n=k

Como la interseccion en el conjunto de ¢ € QT es numerable, y tiene probabilidad 1,
entonces la ultima condicién es equivalente a

+o00 400
P (U ﬂ {1X, = X| <€}> =1 para todo ¢ € Q™.

k=1 n=~k

Por otro lado, los conjuntos By, = (%, {|X,, — X| < ¢} forman una sucesion creciente
de sucesos, entonces, la propiedad de continuidad de las probabilidades nos dice que
P (U2 By) = lim P(B 1

(UiSS Be) Jim P (By), por lo que

P <U ({1X, - X| < 5}) = lim P (ﬂ {1X, - X| < g}> .

k=1n=k

Llegamos asi a que

+oo
X, %% X siy solo si lim P (ﬂ {1X, - X| < z—:}) = 1 para todo € € Q.
k——+oo ek
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Finalmente, dado que en la defincién de limite es equivalente a trabajar con € > 0y
observando la demostracion, se deduce que X,, <3 X si y solo si
lim P (N5 {|X, — X| <¢e}) =1 para todo £ > 0. v’

k—+o0

Observacion 8.6. La interseccién sobre los e € QF se realiza para que podamos
asequrar que los conjuntos con los que trabajamos pertenezcan a la o-dlgebra, de otro
modo si trabajamos con los € > 0, la interseccion es no numerable y no podemos
asequrar que la misma pertenezca a la o-dlgebra.

Teorema 8.7. Dados un (Q, A, P) espacio de probabilidad, una sucesion de variables
aleatorias { Xy}, o ¥ una variable aleatoria X.

Si X, <3 Xentonces X, £ x.

Demostracién.
Como X,, 23 X, entonces fijado € > 0, entonces para todo k € N se cumple que

o0
({IXn — X <e} c{|Xp — X| <}
n=k

entonces

+o0o
P (ﬂ {(1X, - X| < g}> < P(|X,—X| <e¢)
n=k

por lo que tomando limite cuando k tiende a +oco se deduce el resultado. v
Veremos en el siguiente ejemplo que la nocion de convergencia casi segura es estric-
tamente mas fuerte que la de convergencia en probabilidad.

Ejemplo 8.8. Tomemos un espacio de probabilidad en el cual definimos una vari-
able Y ~ U (0,1). Consideramos la sucesion de intervalos I, = (2%, k;;}) para
m = 1,2,3,...y k = 0,1,2,3,...,2™ — 1. Definimos I,, ordenando los I,,; dando
primero el valor de m y luego, para dicho m, variamos en los distintos valores de
k=0,1,2,3,...,2™ — 1. Es decir, para m = 1, tenemos k = 0, 1 por lo que definimos
L =1Ly= (0, %) sl =11 = (%, 1) . Luego, para m = 2, tenemos k = 0,1,2,3 con
lo que definimos I3, Iy, I5 e Is como sigue: I3 = [y = (0, }l); Iy = I, = (%, %),
Is =15 = (1 3) elsg=1Iy3= (%, 1) . Asi continuamos sucesivamente.

274
Definimos ahora la sucesion X,, = 1 (Y). Las longitudes de los intervalos I,
tienden a cero por lo que se podria esperar que exista algin tipo de convergencia de

las X, a cero. Dado & > 0, se tiene que P (|X,| >¢) = { P(YOE I,) :i z i 1

como P (Y € I,,) =longitud de I,, — 0, entonces tenemos que X, £o.

Por otro lado, vemos que cualquier nimero € (0, 1) pertenece a infinitos de los in-
tervalos [,, y también no pertenece a infinitos de los intervalos I,,. Entonces dado
cualquier w € €, se tendra que Y (w) € (0,1) y por lo tanto no existe lim X, (w).

n—-4o00

Entonces { lim X, = O} = & lo cual prueba que X, no converge casi seguramente
n——+0o00

a Ccero.
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Algebra de limites en las convergencias en probabilidad y casi segura.

En las siguientes propiedades se consideran dadas las sucesiones de variables aleatorias
{Xo}en s {Yntnen ¥ las variables aleatorias X e Y definidas sobre cierto (2, A4, P)
espacio de probabilidad. Se deja como ejercicio su demostracion.

1. Unicidad. Si X,, & X, X,, 5 Y entonces X =Y c.s.
2. Unicidad. Si X, ¥ X, X,, Y entonces X =Y c.s.

3. 51X, R X, Y, 2 ¥ entonces aX, + 5Y, Bax+ BY para todos «, 5 € R.
4. 81 X, 3 X, Y, BY entonces aX,, + Y, =¥ aX + BY para todos «, 3 € R.

5. Si X, & X y g: R — R es continua, entonces g (Xn) 5y (X).

c

6. Si X, <3 X y g: R — R es continua, entonces g (X,) <3 g(X).

7.8 X, 5 X, Y, 5 Y entonces X,Y, 5 XV.

8. 81X, 5 X,Y, 5 Y yP(Y #0) =1, entonces X,,Y, = XV.

9. Si X, 3X, Y, ¥Y y P(Y #0) =1, entonces X,,Y,, =3 XY,
10. Si X, ¥ X, Y, Y entonces X,.Y, =3 XV.

11. Si X, 5 0, existe k € R tal que P(|Y,| > k) = 0 para todo n, entonces
P
XY, = 0.

12. Si X,, ¥ 0, existe k € R tal que P(|Y,| > k) = 0 para todo n, entonces
XY, =% 0.

8.2 Leyes de los grandes ntimeros.

Teorema 8.9. Ley débil de los grandes nimeros.
Dado un (Q,A, P) espacio de probabilidad. Si las variables aleatorias {X,}, . son
i.i.d con distribucion como la de cierta X € L* y le llamamos p = E(X) y 0% =
V(X).
Entonces

X, 5o
Demostracion.
Ya vimos sobre el final del capitulo anterior cuando las varaibles son ii.d. que
E (Yn) =uyV (Yn) = 0?/n para todo n. Entonces aplicando la desigualdad
de Chebyshev, obtenemos que, para todo € > 0,

por lo que X, ER TR

80



Chapter 8. Convergencia en probabilidad, casi segura y en distribucion.

Observacion 8.10. Como se ve repasando la definicion, la misma demostracion
funciona cambiando las hipdtesis de i.i.d por las de que todas las variables, tengan
1guales esperanza y varianza, y ademds sean no correlacionadas.

Teorema 8.11. Ley fuerte de los grandes numeros.

Dado un (Q,A, P) espacio de probabilidad. Si las variables aleatorias {X,}, . son
i.i.d con distribucion como la de cierta X € L* y le llamamos p=E (X).

Entonces

Xn — .

Demostracion.

Basta probar el teorema para el caso en que p = 0, ya que una vez que lo tenemos

probado en este caso, para deducir el caso general, definimos para cadan, Y,, = X,,—pu,

entonces la sucesion {Y,,}, . es i.i.d con distribuciéon como la de Y = X — p, entonces,

Y, 3 E(Y) =0, pero Y, = X, — u, por lo tanto X,, =% p.

Suponemos entonces que p = 0.

Para probar que X, <% 0, segun el teorema 8.4 debemos probar que, dado £ > 0,

se cumple que kl_i)rg@P( ZS,; {!Yn‘ < 5}) = 1, lo cual es equivalente a probar que
lim P (U5 {|X.| >¢}) =o0.

k——+o00

Dado que P ( e {‘7n| >e}) < P (‘Yn’ > ¢) se deduce que para obtener el
resultado es suficiente con probar que Z:ﬁ P (|7n‘ > 8) < +00.

La idea sera entonces acotar P (}Yn‘ > 5) superiormente por una sucesion cuya serie
sea convergente.

Como X € L*, usaremos la desigualdad de Markov con p = 4, por lo que

P([%.] > <) < B (%),

Por lo tanto sera suficiente probar que Z:Z E <7i> < +00.

E(X,) =

n

E(Xi+Xo+ ...+ X)) (Xi+ X0+ ..+ X)) (X1 +Xo+ ..+ X)) (XKn + X0+ ...+ X))
Desarrolando esta suma, y aplicando linealidad del valor esperado, obtenemos que
E(Xi+Xo+ ..+ X)) (X1 +Xo+ ..+ X)) (X1 +Xo+ ..+ X,) (X1 + X0+ ...+ X,)] =
SEMXH+ Y E(XIX)+ Y E(XIX?)

i=1 ij i) ij i)

+ ) E(XIXX) + > E (X, X; X X))
igk ¢ iti#k, itk Lkl s it jARAL G ik, i
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Como las variables son i.i.d, tenemos que dentro de cada una de las sumatorias
anteriores, los sumandos son todos iguales entre si, entonces nos queda igual a

nE (X7)+8C3E (X7 X5)+CyCyE (X7 X3)+6C5CYE (X7 XoX3) +4ICTE (X1 XoX3Xy) .

Ahora usando que las variables son i.i.d y recordando que en estos casos, la es-
peranza de un producto se factoriza como el producto de esperanzas, observamos
que E(X{X5) = E(X7)E(Xy) = 0, E(X{XoX3) = E(X?)E(X,)E(Xs) = 0y
E (X1 XoX3X,) =E (X)) E(Xy) E(X3)E(Xy) =0.

Entonces
E (X)) = nl4 (nE (X2) + 3n(n — 1)E (X2) E (X2))
por lo que
+00 4 +00 1
;E (Xn) ~ ;ﬁ < +00.v

Trabajando con desigualdades mas finas, lo cual lleva mas trabajo, es posible de-
mostrar que vale el mismo teorema so6lo pidiendo que X € L'. Por lo tanto cuando
sea necesaria aplicar la ley, lo haremos simplemente verificando que X € L.

Si las variables { X}, . son i.i.d con distribucién como la de cierta X ¢ L', entonces,
también tenemos una version de la ley fuerte.

Teorema 8.12. Dado un (Q,.A, P) espacio de probabilidad. Si las variables aleato-
rias {Xn},en son 4.i.d con distribucion como la de cierta X tal que E (|X|) = +oo,
entonces

limsup }Xn’ = 400 ¢.S.

Demostracion.
Como E (] X]|) = 400, entonces E (‘X|> = +oo para todo k = 1,2,3,... Entonces

n=1

tep (% > n) = +o0, para todo k =1,2,3, ...
Como las variables son idénticamente distribuidas, tenemos que

+oo

| X| |X| |X|
EP— EP EP = todo k=1,2,3,...
2 (k +00 para todo , 2,90,

Fijado k, se tiene que los sucesos A = { )i"|

> k} son independientes, luego, por

el lema de Borel-Cantelli se tiene que

P (ocurren infinitos Ag“)) =1 para todo k =1,2,3, ...

Entonces, si definimos B, = “ocurren infinitos A%k)”, tenemos que P (By) = 1 para
todo k= 1,2,3, ... y como interseccion numerable de sucesos de probabilidad 1, tiene
probabilidad 1, obtenemos que P (ﬂ,jfi By) =1.
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N k . .
Observamos ademas que B = ﬂ,‘:g By = “ocurre Aﬁl ) para infinitos valores de n, para

todo k" = {{@} €S no acotada} . Entonces P ({@} es no acotada) =
neN

n neN

Ya que existe probabilidad 1 de que la sucesion {@} sea no acotada, para
neN

terminar la prueba, definimos S,, = X; + X5 + ... + X,,, y bastara con probar que si
n n

Xn BV Sn
{u} es no acotada, entonces {‘Xn| = u} es no acotada.
neN neN

. . Sn ‘. . Sn—
Efectivamente, si fuera {%} acotada, entonces también lo seria {ln—l‘} ya
neN neN

‘X'n‘ — |Sn_5n71‘
n n

Sn— Sp_1| n—
Sua] — BSecaln=l - opgonces,
n n—-1 n

STL Sn— ’,
< 15al n‘ + Bl = 1L serfa acotada, por lo
tanto
{_\)inl} es acotada lo cual es absurdo. v
neN

8.2.1 Aplicaciones.

La cantidad de aplicaciones de la ley fuerte es enorme, veremos en lo que sigue, a
modo de ejemplo, algunos corolarios de la ley a modo de aplicaciéon de la misma.

Corolario 8.13. Si las variables aleatorias { X, },, o s0n i.1.d con distribucion Ber(p),
entonces

X, Sp.

Demostracion.

Es obvia ya que las variables Ber(p) estan en L' y son tales que E (X) = p. v/
Frecuentemente, en estadistica, se tiene un muestreo de alguna variable aleatoria cuya
funciéon de distribucion es desconocida. Se desea “estimar” a la funcién Fxy dada una
muestra aleatoria simple X, Xs, ..., X,,.

Supongamos entonces que tenemos X1, Xs, ..., X,,, variables aleatorias i.i.d con dis-
tribucion como la de X. Se define a la distribuciéon empirica asociada a la muestra, a
la funcion F : R — R tal que Fi(z) = 237" | 1o (Xi).

Observamos que 1(_s 2] (X1) ; L(—oo] (X2) , --s 1(—o0,e] (X5) son independientes (porque
las X; lo son) con distribucion Ber(p = Fx(z)).

Observamos que F : R — R es una funciéon de distribuciéon escalonada, con saltos
en los X; y donde cada salto es de longitud 1/n (en el caso en que las X; sean todas
distintas).

Corolario 8.14. Aplicacion estadistica: estimacion de una funcion de dis-
tribucion desconocida.
*
EY converge puntualmente a Fx.
Demostracion.

Aplicamos la ley fuerte de los grandes nimeros, se cumple que fijado x € R, entonces
Fr(z) S E (Lcoog (X)) = Fx(z).v
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Corolario 8.15. Cdlculo de integrales mediante niumeros aleatorios.
Dadas f : [a,b] = R continua, y {X,}, oy i.d con distribucion U (a,b) . Entonces

il P

n
i=1 a

Demostracion.

Si definimos para cada n las variables Y,, = (b —a)f (X,,) , entonces, tendremos que
{Y,},cn son iid en L' ya que f es continua. Entonces, por la ley fuerte de los
grandes nimeros tendremos que

Y, BEY)=E[b—a)f (X, b—a/f dm—/f Ydz.v
Corolario 8.16. Numeros normales.

Dado un nimero x € (0,1) podemos escribirlo en su erpresidn binaria como x =
+o00o

Y 5= donde x; € {0,1} para todo i = 1,2,3,... Si truncamos el nimero r a sus
n=1

primeras n cifras en su expansion binaria (sumamos hasta n), observamos que T, =
W es el porcentaje de veces que aparece el 1, entre los primeros n términos.
El nimero x se dice normal respecto a la base 2, si T, — 1/2.

Probaremos que casi todo punto € (0,1) es normal respecto a la base 2 (es decir que si
se elige un nimero aleatorio en (0,1) con distribucion uniforme, entonces el conjunto

de numeros normales tiene probabilidad 1).

Demostracion.
o0

Dado = € (0, 1), escribimos z = Y £z donde x; € {0, 1} para todo i = 1,2,3,.

on
n=1
Observamos que x,, = 0 en una unién de 2" ! intervalos de longitud (1/2)" y x, =1
en la union de los restantes 2"~! intervalos de longitud (1/2)". Consideramos el
siguiente espacio de probabilidad. © = (0,1), sigma = Bo1) y P definida mediante
la distribucién uniforme.

Definimos la sucesion de variables aleatorias X, : (0,1) — R tales que X,,(z) = x,,.
Entonces, la probabilidad de que X,, tome el valor 1 es la suma de las longitudes de
los 2! intervalos disjuntos de longitud (1/2)" lo que es igual a 1/2. Esto prueba que

X, ~Ber(p = 1/2) para todo n. Ademas las variables son independientes ya que

P (X, = 1, X, = 29,y X = £1) = 217 P (X = 1) P(Xo, = £3) . P (X, = 24)
cualesquiera sean k, £1,¢9, ..., € {0,1} vy ny < ng < ... < ny.

Hemos probado entonces que la sucesion { X}, son variables i.i.d con distribucion
Ber(p = 1/2) por lo tanto, la ley fuerte de los grandes nimeros nos asegura que
X, B p= 1/2 lo cual significa que casi todo nimero real perteneciente al intervalo
(0,1) es normal respecto a la base 2.v/

De similar forma, se prueba que si se define niimero normal respecto a la la base k,
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cuando el porcentaje de apariciones de cualquier j € {0,1,2,...,k — 1} converge a 1/k,
entonces casi todo numero € (0, 1) es normal respecto a la base k. Por ejemplo, en el
caso en que k = 10, tenemos que casi todo punto es normal respecto a su expansiéon
decimal lo cual significa que el promedio de apariciones de los digitos 0,1,2,...,9 en
su expansion decimal tiende a 1/10.

8.3 Convergencia en distribucion.

Apuntamos en lo que sigue a otro concepto de convergencia, de gran utilidad que es la
convergencia en distribucion. La idea, de la misma es que cuando n tienda a infinito,
la funcién de distribucién de las X, converja a la funcion de distribucion puntualmente
en algin conjunto. En el siguiente ejemplo, veremos que la convergencia puntual de
F,(z) a F(z) es muy restrictiva si la pedimos para todo x.

Ejemplo 8.17. Si {c,}, .y C R es una sucesion decreciente tal que ¢, — ¢y definimos
para cada n las variables X,, = ¢, vy X = ¢, deseariamos tener una definicion de
convergencia en distribucion tal que X,, converja a X. Las funciones de distribuciéon
de estas variables son
0 si xz<egc, 0 si z<c¢

FX"<x)_{ 1 si z>¢, yFX(x)—{ 1 si x>c¢
Como se ve, Fy, (¢) = 0 no tiende a Fx(c) = 1, mientras que Fx, () — Fx(x) para
todo = # c.
Como se observa, c es el inico punto de discontinuidad de Flx.

. Cuantos puntos de discontinuidad puede tener una cierta funcién de distribucion?
Si F': R — R es una funcion de distribucion, veremos que admite a lo sumo una
cantidad numerable de discontinuidades.

Para demostrarlo, observamos que

—+00
{z € R : F es discontinua en x} = U {reR: F(z)— F(z™) > 1/n}

n=1
ademés, para cada n, el conjunto {z € R: F(z) — F(x~) > 1/n} tiene a lo sumo n
elementos, puesto que dado que F' es creciente y acotada entre 0 y 1, la suma de los
saltos de distintos puntos de discontinuidad no puede exceder a 1. Por lo tanto el
conjunto de puntos de discontinuidad de F' es numerable por ser unién numerable de
conjuntos finitos.
Se deja como ejercicio verificar que si F': R — R es mondtona entonces el conjunto
de sus puntos de discontinuidad es a lo sumo numerable.

Definicién 8.18. Convergencia en distribucién.
Dadas {X,},y variables aleatorias definidas en (Qn, A, Pn) espacios de probabili-
dad, y X variable aleatoria definida en cierto (Q, A, P) espacio de probabilidad. Se
dice que la sucesion {X,},  converge en distribucion a X si y sélo si

lim Fx, (z) = Fx(x) para todo = punto de continuidad de Fx.

n—-+00
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Notacion: X, 4 X

También se dice que la sucesion {X,,},  converge débilmente a X, o también que
Fx  converge débilmente a Fx.

Observacion 8.19. Como se ve en la definicion, no es necesario que las variables X,
y X esten todas definidas en el mismo espacio de probabilidad, ya que lo que importa,

es que la convergencia se de entre sus funciones de distribucion que son funciones de
R en R.

Veremos en el siguiente teorema que cuando trabajamos sobre un mismo espacio de
probabilidad, la nocion de convergencia en distribucion es aiin méas débil que la nocion
de convergencia en probabilidad.

Teorema 8.20. Dadas una sucesion de variables aleatorias {X,}, .y ¥ una variable
aleatoria X definidas sobre cierto (Q,A, P) espacio de probabilidad.

Si X, £ X entonces X, 4.

Demostracion.
Dado x punto de continuidad de Fx. Fijamos ¢ > 0y le llamamos A, = {X —e < X,, < X +¢}.
Entonces

Fx,(z)=P(X, <z)=P{X, <az}NA,.)+P({X,<a}nA,).
Con respecto al primer sumando, tenemos que
P{X,<az}NA,)<P{H{X -e<a}nA,) <P(X—e<z)=Fx(z+e).
Entonces tenemos que
Fx,(x) < Fx(z+e)+ P ({X, <a}nA.).

Tomando limite en n, el segundo sumando tiende a cero (ya que P (Afw) tiende a
cero), por lo que obtenemos la desigualdad Fx, (z) < Fx(z + ¢) valida para todo
e > 0. Luego, tomamos limite cuando ¢ — 0% y usando que Fyx es continua por
derecha, nos queda

limsupFy, (z) < Fx(x).

n—+oo

Para obtener una desigualdad en el otro sentido razonaremos en forma similar.

PUX, <2}NA,)>PHX <z—c}NA,.).

Entonces

Fx,(#) > P{X <z —c}NA,)+P({X, <a}nA).
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Si ahora tomamos limite en n, obtenemos que para todo € > 0,

liminf Fy, (z) > Fx(z —¢).
n—-+00
Ahora usando que z es punto de continuidad de F'y,tomamos limite cuando ¢ — 0"
y obtenemos que liminf Fx (z) > Fx(z). Hemos probado entonces que
n—-+00

n—-+00
Ahora veremos en el siguiente ejemplo que la convergencia en probabilidad es estric-
tamente mas fuerte que la convergencia en distribucion.

Ejemplo 8.21. Definimos una sucesién de variables X, X7, X, ..., X,,, ... i.i.d con

distribucion N (0,1). Entonces X, < X ya que Fx, = Fx para todo n. Sin embargo
la sucesion { X, }, .y no converge en probabilidad a X ya que X,,—X tiene distribucion
N (0,2) para todo n (ya que es combinacion lineal de normales independientes), y
por lo tanto

P(’Xn—X]SE):P(—ean—ng):q)(%)_q)(_%>

esta probabilidad, no depende de n y es menor estricto que 1 por lo que no hay
convergencia en probabilidad.
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Chapter 9

Funciones caracteristicas.

En este capitulo definiremos un concepto que nos permitird seguir desarrollando el
concepto de convergencia en distribuciéon, de hecho veremos mas caracterizaciones
para esta nocion de convergencia, y finalizaremos con un teorema esencial en la teorfa
y practica: el teorema central del limite.

Definicion 9.1. Funcién caracteristica. Dado un (€2, A, P) espacio de probabil-
idad y X : Q — R variable aleatoria, se define la funcién caracteristica de X como
¢x : R — C tal que px(t) =E (¢"X).

Observacién 9.2. Dado que ™™ = cos(tX) + isen(tX), se tiene que

E (¢™Y) = /_ OoeitxdFX(x) = / b (cos(tx) +isen(tr)) dFx(v) =

[e.9] —00

+00 +oo
/ cos(tz)dFx(x) + z/ sen(tx)dFx(x) = E (cos(tX)) + iE (sen(tX)) .
Observacion 9.3. La funcion caracteristica de X siempre existe ya que ‘e”X| =1
para todo t.

Ejemplo 9.4. Si X ~Poisson(\), entonces

) +oo +00 ‘ +o0 ‘ 67)‘/\:”
SOX(t) —F (eti> _ /_Oo eztmdFX(x) _ ; zt:ﬂpx(x) _ ;eztmT _

Como se verd mas adelante, la funciéon caracteristica, juega un papel esencial en la
teoria de la convergencia en distribucion, convergencia clave en estadistica.

88



Chapter 9. Funciones caracteristicas.

9.1 Propiedades.

En todas las siguientes propiedades, se supone dado un espacio de probabilidad
(Q, A, P) y en él, una variable aleatoria X : 2 — R.

Proposicion 9.5.
lox ()] <1 para todo t € R.

Demostracion.
lox(t)| = |E (e"*)| <E(|e"*]) =E(1) = 1.v

Proposicién 9.6.
25'¢ (O) =1.

Demostracion.
Obvia.v’

Proposicion 9.7.
Yaxp(t) = e™px(at) para todo t € R.V

Demostracion.
SDaX+b(t> — (eit(aX—l-b)) —E (eitaXeitb) — eitb]E (eiatX) — €itb(,0X (&t)

Proposicién 9.8. Si X e Y son independientes, entonces
Ox4v(t) = ox()ey (t) para todo t € R,
Demostracion.
oxsy(t) =B (") = E (MXe™) "EPE () E () = px(t)py (1) .V
Proposicion 9.9. ox es uniformemente continua.
Demostracion.
px(t) = @x(s) =E (") —E (e*F) = E (" — *¥) = E (" (7% —1)).
Si definimos g(h) = E (|e™* — 1|), entonces
lpx(t) = px(s)] = [E (e#X (79X —1))| S E (Je"¥ (¥ —1)]) =

E (|e"9% —1]) = g(t — ).

Por lo tanto, bastard con ver que g es continua en cero, es decir que g(h) tiende a
cero cuando h — 0.

Observamos que ‘e"hx — 1’ <2 e L', y como e’

X —1 — 0 c.s, entonces por el
h—0

teorema de convergencia dominada, se tiene que limE (eihX — 1) =0.v
h—0

89



Chapter 9. Funciones caracteristicas.

Proposicién 9.10. Si X € L* para cierto k € N, k > 1. Entonces px € C* y
ademds |
SOS?) (t) = i*E (X*e"™Y) para todo t € R.

Demostracién.
La prueba se realiza por inducciéon. Probémoslo para k = 1.

px(t+h) —px () E(eHY) —E (™)

h h
E (ez‘(t—i-h)X _ eitX) g <6itX (emx _ 1)) |
h h
Ahora, observamos que }ILIL% eihz_l = 4z, por lo tanto enx(e;hXﬂ) =X iXe"X cuando
h — 0.
Ademés, w = 6”1;_1‘ = | [y e"ds| < |[)|e"*|ds| = || para todos

eitX (eihX 71)

x,h € R. Entonces -

< |X| € L', por lo tanto, usando el teorema de

convergencia dominada se deduce que

. X (,ihX 1 '
h—0 h h—0 h

Se deja como ejercicio demostrar el paso inductivo y asi completar la demostracion.

v

Observacién 9.11. Si Si X € L* para cierto k € N, la proposicion anterior nos
asequra que podemos derivar respecto a la variable t debajo del signo de la esperanza
k wveces.

Observacion 9.12. Si X € L* para cierto k € N, k > 1, entonces go()?)(O) = E (X7)
para todo j = 1,2,3,....k. En particular si X € L* para todo k € N, entonces
px € C™ y ademds quedan determinados todos los momentos de la variable X a
partir de px.

Observacién 9.13. Se deduce de la demostracion que en el caso en que X € L* para
cierto k, entonces px es uniformemente continua.

Ejemplo 9.14. Si X ~ N (u,0?), entonces

SOX(t) — eit,u,—t202/2‘

Para demostrarlo, en primer lugar probaremos que si X ~ N (0,1), probaremos que
ox(t) = e /2. Para lograrlo, demostraremos que si definimos la funcién h como
h(t) == e"’2px(t), entonces h(t) = 1 para todo t.
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Como h(0) = 1, bastara probar que h/(t) = 0 para todo t. En efecto, dado que pode-
mos derivar debajo del signo de esperanza en la funcion caracteristica, obtenemos
W (t) = te" °E (e¥)+e"/2E (iXe'*X). Entonces, resta probar que E ((¢ +iX) ™) =
0.

+o0
E((t+ZX) ti _\/_/ t—l—ZZIf ztx x/2d / t+ZZL’ itr— 1’/2dx_

. itxf:rz/Q 400
—ie T =0.

Ahora, para demostrar el caso en que X ~ N (u,0?), escribimos X = 0Z + p donde
Z ~ N (0,1). Entonces,

Yx (t) - QOJZ.A,_“(t) = eiw(ﬂz(dt) — eitu—t202/2'

9.2 Formula de inversion.

En esta seccion probaremos una féormula que nos pemite obtener F'xy si conocemos
vx, de aqui se deducird que la funcién caracteristica de una variable aleatoria, “car-
acteriza” a la funcion de distribucion, es decir que Fx = Fy siy solo si px = py.

Teorema 9.15. Foérmula de tnversion.

Dado un (Q, A, P) espacio de probabilidad y X : 2 — R variable aleatoria, entonces

1 h e~y _ p—itz

Fx(z) =1lim lim lim — _ t)dt para todo x,
X( ) 2| y——0oh—+o0 2T /—h it ng( ) P

donde los limites en y y en z se realizan sobre puntos de continuidad de Flx.

Demostracion.

En primer lugar fijamos y < z puntos de continuidad de Fly.

Definimos

h _—ity  _—itz h ‘oo ity _ ,—itz
I(h) = / (Dt — / ( / #e’mdFX(x)) dt.
_h it —h —00 it

y_ —itz

es continua, ya que hn(l)T =

efzty _
it

ztx

Dado que la funcion integrando f(t, z) =
y — z, por lo tanto |f(¢,z)| < ¢ para todo (t,z) € [—h, h] x R y entonces
f_hh <fj;o |f(t,x)| dFX(:E)) dt < 2he, por lo que podemos intercambiar el orden de

integracion (Fubini), obteniendo que I(h) = [ ( " Mdt) dFx(z).

o0 —h it
Ahora, observando que cos(al) g impar y m es par para todo a € R, nos queda
que
400 h h
t(x — t(x —
I(h) :/ (2/ wdt—Q/ Mdt) dFx (x) = E (g (X))
—00 0 0
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siendo gh _ 2fh sent(z—y) dt — fh sent (z—2) sent(@—2) 1
Tomaremos limite Cuando h — +oc0y veremos que podemos aplicar el teorema de
convergencia dominada.
/2 si a>0
Utilizando el valor de la integral de Dirichlet f+oo Se"(at Lt = 0 si a=0,
—7m/2 si a<0
entonces el limite puntual de g, es

hgrilmgh(x) = 27T1{y<m<z} + Wl{ggzy} + Wl{x:z}.

Observando que ‘foh %(at)dt‘ < sup ’foh Set"tdt‘ = M, entonces

" sent(x — b sent(x —
|gh(x)|:’2/ wdt_g/ Mdtlgw
0 0

entonces por el teorema de convergencia dominada se obtiene que

lim I(h) = hETooE (9n (X)) =E (2n1ycx<zy + Tlix—y) + mlix—s})

h—+o00

y como ¥, z son puntos de continuidad de F'yx entonces

lim I(h) =27P(y < X < z) =27 (Fx(z) — Fx(y)).

h—+o00

Entonces
1 1 h —ity _ —itz
Fx(z) — Fx(y) = — lim I(h) = — lim [ &

t)dt.
27 h—+00 2T h—+oo |y 1t ex(l)

Si tomamos limite cuando y — —oo (siendo y punto de continuidad de Flx) en la
anterior igualdad, obtenemos
1 h e—ity _ e—itz
Fx(z) = — lim lim ———px(t)dt para todo z punto de continuidad de Fy.
27T y— —0oh—r 400 _h it
Para concluir, basta fijar cualquier x+ € R y tomar limite en la anterior igualdad
cuando z — 7 tomando z puntos de continuidad de Fx (esto es posible debido a
que por ser Fy una funciéon mondtona, la cantidad de puntos de discontinuidad es
numerable).
Entonces nos queda
1 h e—ity _ e—itz
Fx(z) = — lim lim lim ————px(t)dt para todo = € R,
2T z—aty——ooh—+oo | _p 1t
donde el limite en las variables y, z se hacen sobre puntos de continuidad de Fx.v'

Corolario 9.16. Dado un (Q, A, P) espacio de probabilidad y X,Y : Q — R variables
aleatorias. Entonces
Fx = Fy siy solo si px = py.
Demostracion.
Es consecuencia inmediata de la féormula de inversion.v’
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9.3 Caracterizacion de la convergencia en distribu-
cion.

En el siguiente teorema, probaremos que la convergencia en distribucion es equivalente
a la convergencia puntual de las funciones caracteristicas.

Teorema 9.17. Si para cada n, X,, : Q@ — R es variable aleatoria sobre (S0, Ay, P,)
y X : Q — R es variable aleatoria sobre (2, A, P). Entonces son equivalentes:

(a) X, % X.

(b) E(g(X,)) — E(g9(X)) para toda g : R — R continua y acotada.

—+00
(c) ox,(t) — @x(t) para todo t € R.

n
n—-+o0o
Demostracién.

(a) = (b)
Para simplificar la escritura, le llamamos F), a la funcién de distribucion de las X,

y I a la funciéon de distribuciéon de X. Tomemos g : R — R continua y acotada, tal
que |g(x)| < ¢ para todo x € R, entonces para cualesquiera a < b, tenemos

—+o0 +o0
E (9 (X,)) — E(g ()] = \ [ oar - | ng‘ <
+o0 b b b b +o00
’/ ngn—/ ngn+/ ngn—/ ng‘—i-/ ng—/ ng’ — [+ T+ 1.

Fijemos un ¢ > 0 arbitrario.

a +o0 a +oo @ +oo
Iy = ‘/ ng+/ ng' < '/ ng’+/ ng’ S/ IgldF+/ g dF <
—oo b —oc0 b —00 b

/a ch—|—/b+ooch:c(F(a)+1—F(b)).

—0o0

Dado que ¢(F (a)+1— F (b)) — 0 cuando a — —oo0 y b — +00, elegimos a su-
ficientemente pequeno y b suficientemente grande tal que ¢ (F (a) +1— F (b)) < e.
Por conveniencia tomaremos a, b puntos de continuidad, ya que lo necesitaremos para
acotar [; e I,.

Acotamos de manera similar I; y obtenemos

“+00 b
Ilz‘/ ngn—/ gdF,

Para los a y b obtenidos, dado que son puntos de continuidad de F' , se deduce que
c(F,(a)+1—F, (b)) = c¢(F(a)4+1—F (b)) < e, por lo tanto existe k& € N tal
n—-—+0oo

que ¢ (F, (a) + 1 — F, (b)) < 2¢ para todo n > k. Por ahora obtenemos I + I3 < 3¢
para todo n > k.

<c(F,(a)+1—F,(b).

93



Chapter 9. Funciones caracteristicas.

Para culminar la demostracion, probaremos que I, < 3¢ para todo n suficientemente
grande.

Como g es continua en [a, b], entonces es absolutamente continua, por lo que podemos
elegir una particion de [a,b], a = xg < 21 < 19 < ... < xy = b tal que z1, 29, ..., Ty_1
sean puntos de continuidad de Fx y |g(x) — g(z;)| < € para todo = € [x;, z;41] para
todo:=0,1,2,...., N — 1.

b b N-1 Tig1 Tit1
L= / gdF, _/ ng‘ -3 (/ o(z)dF, () —/ g(w)dF(:z:))‘
i (gl2) =) (Fu i) — Fale)) < [ g()dF (o) <
(g('r”L) + 5) (Fn (xi—i-l) - Fn(x”L)) d:ef M'm
e (g(w) =) (F zien) = F@)) < [ gla)dF(s) <
(g(x;) + &) (F (wi1) — Flx;)) & M,
Entonces

Ti41 Ti+4+1
My — M; < / g(x)dF,(z) — / g(x)dF (z) < M,; —m;

y sumando en todos los intervalos, obtenemos que

> (ms— M) < [ g@aFu(e) — [ ge)dF@) < Y (M =),

Ahora, observamos que como los x; son puntos de continuidad de F'x, se obtiene que
My — m;y M, — M; para todoi=0,1,2,...., N — 1, por lo que

i: (M — M;) njoo : (mi — M;) =
—2¢ Z_ (F (zi11) — F(x;)) = —2e (F(b) — F(a)) > —2¢
Y N-1 N-1
(M —m;) n_j_oo : (M; —m;) =
2e Z_ (F (zi41) — F(x;)) =2 (F(b) — F(a)) < 2¢
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Entonces a partir de cierto n suficientemente grande, se tiene que

30 < / o(2)dF,(z) — / g(2)dF(z) < 3¢

lo que prueba que I; < 3¢ concluyendo asi la prueba.

(b) = (c)

Fijado t € R, consideramos las funciones ¢;(x) = sen (tz) y g2(x) = cos(tx) ambas

son continuas y acotadas, por lo que E (g, (X,,)) = E (sen(tX,)) Tl E(g: (X)) =

E (sen(tX)), y E (g2 (X)) = E (cos(tX,)) = E(g(X)) =E (co (tX)) . Entonces
n—-—+0oo

E (e"™) — E(e'™) y como t es arbitrario, entonces ¢y, (t) N wx(t) para
—r1+00

n—-4o0o

todo t € R.

(c) = (a)

Nuevamente, por simplicidad, le llamamos F, a la funcién de distribucién de X,
y F a la funcion de distribucién de X. Para demostrar que F), a4 F', bastara con
probar que existe una subsucesion tal que F,; % F. Esto se debe a que una vez
probado que F,, AR , si {F,},,cn DO convergiera débilmente a ', entonces, existiria

xo punto de continuidad de F tal que F,(zo) - F(z0), entonces como {F,(20)},cy €5
una sucesion acotada, existe una subsucesion {F,, },  tal que F,, (20) 7 apara
—+00

cierto a # F'(z¢). Entonces extraemos una subsucesion de {F},, },.y, que converge

débilmente a I, F,, A F Entonces, dado que z( es punto de continuidad de F', se
J
tendria que F,, (x0) e F(zg), pero {Fnkj (xo)}jeN es subsucesion de {F,, (20)},cn
y por lo tanto F,,, (zg) — a # F(xo), lo cual es absurdo.
J J—+oo
d
nen tal que F o — F.
Consideramos una numeracion de los racionales, Q = {qi},cy- Para cada k, existe
una subsucesion de {F,(qx)},cy que es convergente, llamémosle g a dicho limite.
Mediante el procedimiento de la diagonal, podemos asegurar que existe una sucesion
de naturales n; < ny < ... < n; < ... tal que F, (@) — g(qx) para todo k.
J—>+oo

En lo que sigue, construiremos una subsucesion { F,,, }jeN de {F,}

q(q si x=¢q
Definimos la funcion G : R — R tal que G(z) = { lirrg k;( ) si oz ¢(§
qlr qeQ

primer lugar debemos ver que G esta bien definida, es decir que existe el limite para
el caso en que x es irracional. Para ello, observamos que G restringida a Q, es
monotona creciente, esto se debe a que si ¢ < ¢’ entonces F,,;(q) < Fy,;(¢') para todo
J, luego, se toma limite en j. De aqui se deduce que G es mondtona creciente. Podria

no ser continua por derecha, pero veamos en lo que sigue, que F,, () — G(z) en
Jj—+0o

todo punto de continuidad de G.

En efecto, si z es punto de continuidad de G, entonces, dado £ > 0, existen dos

racionales ¢ y ¢ tales que ¢ < z < ¢’ con G(¢') — e < G(x) < G(q) + ¢, entonces
G(z) —e < G(q) = lim F, (q) <liminf F, (z) <

j—+oo
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limsup Fp,,(z) < lim F, (¢) = G(¢') < G(z) +¢

j—+oo
de donde se deduce que lim F), () = G(). En los puntos donde G no sea continua,
J—+oo

la podemos redefinir de modo que quede continua por derecha (esto es posible porque
G es creciente).

Probaremos que ésta funcion G redefinida de modo que quede continua por derecha,
es una funciéon de distribucién, para lo cual bastara ver que tiene limites 0y 1 a —oo
y 400 respectivamente.

Como Px,, = Px en todo punto, entonces, por el teorema de convergencia dominada

dado que < 1 para todo s, obtenemos

PXn; (s)

t t
/ X, (s)ds — / vx(s)ds para todo t.
0 0

J—+o00

Por otro lado, observamos que

t t +oo Fubini +oo t
/ ox(s)ds = / (/ e tdF (u)) ds uzml/ (/ e”“d3> dF(u) =
0 0 —o0 —00 0
+oo i —1
dF
[ (5 e
Ademas, observando que la demostracion de que (a) = (b) sigue valiendo si la con-
vergencia débil, es definida sobre funciones acotadas, si definimos ¢g; : R — R tal que

gt( ) = ¢ Z; entonces, dado que para todo ¢, g; es continua y acotada, se tiene que
E (g ) . E (g X)), es decir
400 etut _ 1 +oo etut _ 1
/ ( , > dF, (u) — ( ) dG(u) para todo t.
—0 (2% Jj—=too J_ o U

Entonces obtuvimos

/0 o (s)ds = /0 t ( /_ :O e (u)> ds — /O t ( /_ :o g (u)) ds

para todo t. Luego
1 t 1 +o00 eiut_l
- ds = - dG
P [exs=1 [ (5 ) aotw

y tomando limite cuando ¢t — 0 se obtiene que 1 = ¢ (0) = fj;o dG(u) = G (+00) —
G (—o0) y como ademdas G es creciente y acotada entre 0 y 1, entonces necesaria-
mente G (+00) = 1y G(—o00) = 0. Se concluye entonces que G es una funcion de
distribucioén.

Ahora, como tenemos que Fy,; A (G, sabemos que existe un espacio de probabilidad
y en él una variable aleatoria Y tal que G = Fy. Como (a) implica (c), se deduce que
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vx, (1) = vy (t) para todo t, pero por hipotesis px, (1) = vx(t) para todo t,
n——+0oo n——+0oo

por lo tanto px = ¢y, lo cual implica que Fx = Fy, es decir F' = G.

Queda probado hasta ahora que existe una subsucesion de {F,,}, . tal que F},, iy

. d . .
Para concluir la prueba debemos ver que F,, — F. Ahora, si {I,}, y no convergiera
en distribucion a F', entonces existiria a € R punto de continuidad de F'y una sub-
sucesion {Fnj}jeN tal que F), (a) Pl F(a). Podemos suponer que {Fnj(a)}jeN es
convergente ya que de lo contrario como es una sucesion acotada en R, admiitiria
una subsucesion convergente y trabajariamos con dicha subsucesion si fuera nece-

sario. Suponemos entonces que lim F, (a) = b # F(a). Por lo recién probado,
J—+00

existe una subsucesion de {Fn]. }jeN que converge en distribucion a cierta funcion de
distribucion G. Observamos ademés que debe ser G = F ya que por hipotesis, las
funciones caracteristicas asociadas a esta subsucesion convergen a la funcion carac-
teristica asociada a F.

Entonces como a es punto de continuidad de F, esta subsucesion evaluada en a,

deberia converger a F'(a), pero por ser subsucesion de {Fnj(a)}jeN converge a b. v’

9.4 Teorema Central del Limite.

El teorema central del limite es un equivalente en importancia a la ley de los grandes
nimeros en lo que respecta al limite en distribucion de la sucesiéon X,,.

Teorema 9.18. Si{X,},., es una sucesion de v.a.i.i.d con distribucion Fx, X € L?,
E(X)=p, V(X)=0? Entonces

Vi (Xn =) 4

- N(0,1).
Demostracién.
Suponemos en un primer caso que u =0y o = 1.
Recordando que la funcion caracteristica de N (0,1) es ¢ (t) = e /2 para todo

t € R, y usando el teorema que caracteriza la convergencia en distribuciéon mediante
la convergencia de las funciones caracteristicas para todo ¢, bastara probar que

o mx, ) — e 2 vieR.

n—+oo
Usando que p,x (t) = px (at) y luego que las X; son independientes e idénticamente
distribuidas, se obtiene

oz, (1) = ESER SIS N (t) = Pxi4 X044 X, (t/V/1) = HSOXi (t/vn) = [ex (t/v/n)]"

Ahora si tenemos en cuenta que ¢ admite dos derivadas continuas (ya que X € L?)

desarrollamos por Taylor alrededor de cero y obtenemos

oy (c)t
2

2
ox (t) = ox (0) + o (0)t + donde |c| < [¢]
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Pero px (0) =1, ¢'x (0) = iE (X) =0, ¢% (0) = —E (X?) = —1, entonces queda

t‘ ' = g((ct ") 2 " ”1n<l+wt2>
xall) = | Px 14 220y ! '
\/ﬁX"( ) [90 (\/ﬁ)} { 2n €

Ahora, teniendo en cuenta que % es continua y que |¢;,| < || /v/n, se deduce que
17 1" _

Pxlein) = #x(0)=~—1.

Entonces

1
(ct,n) "
. . nln<1+¢x — t2> . px(ctn) 0 2
lim ¢ ()= lim e : = lim e" o © =t/
n—-+o0o n—-+o0o n—-+0o
lo que concluye la prueba en el caso y =0y o = 1.
El caso general se deduce definiendo las variables Y,, := X"—U_H Entonces {Y,,}, -, es

una sucesion de v.a.i.i.d con distribucion Fy, Y € L?, E(Y) =0,V (Y) = 1. Entonces
se tiene que \/nY, = /n @ 4N (0,1) lo que concluye la prueba. v/

Observacién 9.19. Si X1, Xo, ... son variables i.i.d en L? con esperanza u y varianza
o2, el teorema central del limite nos dice que

lim P<@(7n—ﬂ)§x) = (z).

n—-+o0o g

Entonces, si n es suficientemente grande, podemos realizar la siguiente aprozximacion
\/ﬁ — - o aprox
Pl — (X, — <z|=P|l X, <pu+—zx| = Oz
(4 (%00 < <t o) o )

luego, si le [lamamost = /H—\/Lﬁx, entonces Fx (t) ~ @ (VTE (t— ,u)> que es la funcion

de distribucion de una variable N (u,0%/n), por lo tanto si n es suficientemente
grande, entonces podemos aprozimar la distribucion de X,, por N (u,0%/n) .

Observacion 9.20. A partir de la observacion anterior deducimos que, st n es su-

ficientemente grande, podemos aprozimar la distribucion de X1 + Xo + ... + X, por
N (np,no?).

Ejemplo 9.21. Si X ~Bin(n, p) y n es suficientemente grande, entonces X es aproxi-
madamente N (np, np(1 — p)) ya que podemos escribir X como X = X;+Xo+...4+ X,
donde X, X, ..., X, son i.i.d ~Ber(p).

Ejemplo 9.22. Si tiramos 100 veces una moneda, calcularemos de manera aproxi-
mada mediante le empleo del teormea central del limite la probabilidad de obtener
entre 40 y 60 caras.

Para el calculo, definimos X = "cantidad de caras en los 100 lanzamientos", entonces
X ~Bin(n = 100,p = 1/2). Deseamos hallar P (40 < X < 60). Dado que np =50 y
np(1 — p) = 25, tenemos que la distribucion de X es aproximadamente N (50;25) y
por lo tanto P (40 < X <60) = & (60—?0) ) (40—?0) = 0,954 50. El valor exacto en
este caso es 0,9648.

98



Chapter 9. Funciones caracteristicas.

Como aplicacion, podemos volver a calcular n, de forma aproximada, tal que

P (‘Yn — p‘ <0, 01) > 0,95 para el caso en que X1, Xo, ..., X,, son i.i.d ~Ber(p). Esto
va fue resuelto como aplicaciéon de la desigualdad de Chebyshev, ahora podremos
dar otra solucién, aproximada, mediante el empleo del teorema central del limite.
Aproximando la distribucién de X, por N (p,p(1 — p)/n) obtenemos

P(|X,—-p/<0,01)=P(p—0,01 <X, <p+0,01) =

q)< 0,01y/n )_(D(—o,m\/ﬁ) :2®< 0,01y/n )_1
p(1—p) p(1—p) p(1—p)

y usando que p(1 — p) < 1/4 obtenemos

2P <M> —1>29(0,02y/n) — 1

p(1—p)

por lo que bastara con hallar n tal que 2® (0,02/n) — 1 > 0,95 lo cual se cumple si
y s6lo si 0,02y/n > ®71(0,975) = 1,96, es decir que basta con tomar n > (%)2 =
9604.

Observacion 9.23. El hecho de que aplicando el teorema central del limite, resulte
un valor de n (aunque aproximado) notoriamente mds pequeno que el obtenido por
aplicacion de la desigualdad de Chebyshev, se debe a que como ya fue dicho en su
momento, la desigualdad de Chebysehv es una desigualdad universal, aplicable a toda
variable aleatoria en L? y por lo tanto es natural esperar que en ciertas situaciones
nos de acotaciones groseras de la probabilidad buscada.
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Estimacion puntual.

10.1 Estadisticos y estimadores.

Cuando X, X, ..., X,, son variables i.i.d con distribucion como la de cierta X, se dice
que X1, Xs, ..., X,, es una M.A.S (muestra aleatoria simple) de tamano n de X.

En estadistica aplicada, es frecuente encontrarse con nimeros xi, s, ..., T, producto
de un muestreo sobre alguna caracteristica de cierta poblaciéon, por ejemplo, ingreso
de los hogares de cierta ciudad, didametro de las células de cierta poblacion observada
al microscopio, altura o peso de ciertos animales, etc. En todas estas situaciones,
la variable a estudiar, no se conoce su distribucién, por lo que interesa manipular
la informaciéon que nos brinda la muestra zq, s, ..., x, para poder estimar diversos
parametros de interés.

Definicion 10.1. Si X1, X, ..., X, es una M.A.S de cierta X para un determinado n,
se le llama estadistico a la funcion T (X, Xo, ..., X,,) : © — R* para cierto k, donde
T : R® — R” es una funcioén boreliana que no depende de parametros desconocidos.

Se pide que la funcion T sea boreliana para que T (X7, Xo, ..., X,,) sea variable aleato-
ria, y se pide que no dependa de pardmetros desconocidos porque dada una muestra
realizada (u observada) xq, xa, ..., T, el valor T (21, x, ..., x,,) pueda ser utilizado para
estimar pardmetros desconocidos por ejemplo.

Definicién 10.2. Si X;, Xs, ..., X, es una M.A.S de cierta X con distribucion Fx(x,0)
con § € © C R*. Al conjunto © se le denomina espacio pramétrico.

Cuando tenemos Xi, Xo, ..., X,, una M.A.S de cierta X con distribucion Fx(z,0) con
0 € © C R¥, es decir que la distribucion de la variable de estudio (X) es com-
pletamente conocida salvo por un parametro 6, se dice que estamos en estadistica
paramétrica, mientras que si la distribucion de X es totalmente desconocida, esta-
mos en presencia de estadistica no paramétrica.
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Definicién 10.3. Estimador.
Si X1, Xs, ..., X, es una M.A.S de cierta X con distribucion Fy(z,6) con § € © C RF,

se dice que 0 :Q — O es un estimador de 0 si y soOlo si é\(Xl,Xg,...,Xn) es un
estadistico que es usado para “estimar” el verdadero valor de 6.

En general para abreviar, le llamaremos 0 a /9\(X1, Xo,y oo, Xin) .

Observamos que ) depende de n y es importante tener un estimador que cumpla
propiedades de convergencia al verdadero valor de 6 cuando el tamano de muestra
n — +0o0.

Definicién 10.4. Estimador consistente.
Si X1, Xs,..., X, es una M.A.S de cierta X con distribucion Fy(z,0) con § € © C R¥,
se dice que § = 6 (X1, Xs, ..., X,,) es un estimador débilmente consistente si y solo si

950 y se dice que es fuertemente consistente si y solo si 0% 0.

Definicién 10.5. Estimador insesgado.
Si X1, Xs,..., X, es una M.A.S de cierta X con distribucion Fy(x,0) con § € © C R¥,

se dice que 0 — §(X1,X2, ..., X)) es un estimador insesgado si y sblo si E @\) =0y

asintoticamente insesgado si y solo si lim E (5) =4.

n—-+o0o
Si X1, Xs,...,X, es una M.A.S de cierta X € L', por la ley fuerte de los grandes
ntimeros, sabemos que X,, “¥ 1 = E (X) lo cual nos dice que fi = X, es un estimador
fuertemente consistente de u, ademas, sabemos que E (Yn) = u lo que prueba que el
estimador es ademas insesgado.
Por otro lado, si X € L2, el estimador natural de o2 es la varianza muestral, es decir

n
 \2 . . .. . c.S.
S2=L1%(X;—X,)", se deja como ejercicio verificar que S2 =3 62, lo cual prueba
i=1
que 02 = S? es un estimador fuertemente consistente de o2, ademas se deja como

ejercicio también verificar que E (S2) = %262 lo que prueba que es asintticamente
insesgado.

T
— \2 . .
Se observa que - 52 = L > (Xi — X n) es un estimador fuertemente consistente
n—1-"n n—1 < |
1=

y ademaés insesgado de o2.

10.2 Meétodos de estimacion.

Ya vimos que podemos estimar de manera fuertemente consistente e insesgada, a la
esperanza y la varianza de una variable aletoria. Ahora ;jcémo se estima otro tipo de
parametros? Seria importante tener métodos que nos permitan obtener estimadores,
por lo que veremos los dos mas populares, el método de los momentos y el de maxima
verosimilitud.
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10.2.1 Meétodo de los momentos.

Si X1, X5, ..., X, es una M.A.S de cierta X € L* con distribucién Fx(x,0) con 0 €
© C R” entonces se plantean las siguientes k ecuaciones
( E(X)=X,
E(X?) =135 X7
=1 Observamos que las k igualdades se pueden ver como un

E(X*) = 12 x}
=1

siste;na de k ecuaciones con k incognitas, donde las incognitas son 6y, 6-, ..., 0, que
aparecen del lado izquierdo en las igualdades, ya que al depender la distribucion de
X de los parametros 0y,60s, ..., 0, entonces sus momentos E (X),E (X?),...,E (Xk)
quedan en funcion de 61,0, ..., 0. L R

Si estas k ecuaciones con k incognitas, admitieran una solucién, 0, s, ..., 0y, esta

n n
solucion quedard en funcion de X, 25" X2, ..., L 3~ XF quedando asf los llamados
= i=1

=1
estimadores por momentos de 61,60, ..., 0.
Se observa que éste método esta basado en la ley de los grandes niimeros ya que
n

la misma nos afirma que X, converge casi seguramente a E (X), - > X? converge
i=1

n
casi seguramente a E (X?)...2 3~ X converge casi seguramente a E (X*) por lo que
i=1
parece natural pensar que si este sistema admite solucioén, la misma se deberia esperar
que sea fuertemente consistente.

Ejemplo 10.6. Si X;, X5, ..., X, es una M.A.S de cierta X ~ U (0,b) entonces para
hallar el estimador por el método de los momentos, dado que hay un sélo parametro
a estimar, planteamos una ecuaciéon con una incégnita: E (X) = X,,, la misma nos
queda g = X, por lo que el estimador por momentos de b nos queda b= 2X,,.
Como se observa en este caso, el estimador queda fuertemente consistente ya que

- C.S. b 5 C.S. b
X, ZE(X)= 5 por lo que 2X,, = 25 =b.

Ademas es insegado ya que
= — — b
E(b) =E(2X,) = 2 (X,) = 25 =b.

Bajo ciertas hipotesis de regularidad, se puede probar que el estimador de un parametro
0 = (01,05, ...,0;) por momentos, en caso de existir es fuertemente consistente y as-
intoticamente insesgado.

10.2.2 Método de maxima verosimilitud.

Si Xy, X5, ..., X, es una M.A.S de cierta X discreta con funcion de probabilidad
px(z,0) ( o absolutamente continua con funcién de densidad fx(z,0)) se define la
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n
funcion de verosimilitud de la muestra a la funcion L (z1, 2o, ..., 2,,0) = [] px (24, 6)
i=1

o L(xy,29,...;2,,0) = [] fx(x;,0) segin el caso.
i=1

El método de méxima verosimilitud, consiste en resolver el siguiente problema de
optimizacién:

dada X, Xs, ..., X,, M.A.S de cierta X con distribucion Fx(z,6) con § € © C R¥ el
estimador maximo verosimil de 6 es la solucion al problema (si existe)

6 = arg max L (X1, Xo, ..., X, 0).
0co

Es decir que para hallar el estimador maximo verosimil de @, se debe maximizar la
funcion L (X1, Xs, ..., X,,, 0) como funcion de 6 (generalmente se la llama L (0) para
recordar que miramos la funcion de veosimilitud como funcion de 6) y luego el valor
de 0 donde se obtiene dicho maximo (que depende de la muestra) es el estimador
buscado.
Dado que la funcion logaritmo es creciente, el valor de 6 donde se maximiza L (0)
es el mismo que el valor de 6 donde se maximiza h (0) =log L (0) (el logaritmo es
neperiano) muchas veces es mas sencillo maximizar h.
Supongamos que luego de realizado el muestreo, obtuvimos la muestra (z1, xa, ..., )
es decir que (x1, 29, ..., z,) es la realizacion de una M.A.S (X;, Xy, ..., X,,) . Supong-
amos ademés que X es discreta con funcion de probabilidad px(z,6), entonces

n n

L (1,2, ooz, 0) = [[ px(2:,0) = [[ P(X = 20,0) & [] P(X; = 2,,0) =7
=1

=1 i=1

e

P(Xl = xl,Xg = T9, 7Xn = Q]n,9> = P((Xl,XQ, 7Xn) = (I‘l,xz, ,l’n)) .

Es decir que la funcion de verosimilitud es la probabilidad (en funcion de 6) de que la
muestra (X, Xo, ..., X,,) sea (z1,x2,...,x,), que es la muestra realmente observada.
Entonces, dado que es intuitivo, aunque no necesariamente cierto, pensar de que si
se observo la muestra (z1, s, ..., x,) , entonces la misma, deberia tener una probabil-
idad alta de ocurrir, por lo tanto como método se busca aquel valor de € donde se
maximice esta probabilidad.

Podria no existir el estimador maximo verosimil en algunas situaciones, pero vale la
pena observar que si bien la funcién L podria no tener maximo, al menos en el caso
discreto es acotada superiormente, por lo que admite supremo.

Ejemplo 10.7. Si Xy, Xs, ..., X;,, M.A.S de X ~Ber(p), hallaremos el estimador max-
imo verosimil de p.

n

h(p) = D _log px(zip) = 3 log p™ (1=p)" ™ =} _[wilogp + (1 — ;) log (1 - p)] =

=1 =1
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zn:xilogp + (n - 2”:%> log (1—p).
i=1 =1

Luego,
i=1 P i=1 Ji-wp

Entonces h'(p) = 0 si y solo si p =

S

n
> x; = T. Dado que para cada i se tiene que
e

K3
z; € {0,1}, entonces X,, € {0,1} para todo n, entonces analizando el signo de A’
vemos que h se maximiza para p = X,,.

Ejemplo 10.8. Si X, Xy, ..., X,, MLA.S de X ~ U (0,b), hallaremos el estimador
méaximo verosimil de b.

- - 1/b si 0<a; <b /" si 0<xy,29,...,0, <b
L(b)=||fx(xz,9)=||{ /b si :{ /o s b2 .
i=1

L 0 si no 0 si no
1=

Dado que L es una funcion decreciente cuando b > z1, s, ..., x, (es decir cuando
b >max{xy, zs,....,x,}) y 0 cuando no, se deduce que la funcion L se optimiza para

b =max {X1, X, ..., X,.}.

Bajo ciertas condiciones de regularidad, es posible demostrar que existe el estimador
méximo verosimil y es fuertemente consistente, también es posible demostrar la con-
vergencia en distribucién a una variable normal.
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Intervalos de confianza.

11.1 Definicion.

Dada una Xy, X5, ..., X,, muestra aleatoria simple de X cuya funcién de distribucion
es Fx(z,0) siendo # € © C R, en lugar de estimar el parametro 6 dando un valor
numérico a partir de los datos de la muestra, daremos una region (en general un
intervalo) con “probabilidad tan alta como se desee” de que el verdadero parametro
pertenezca a dicha region (intervalo).

Definiciéon 11.1. Si X;, X5, ..., X, es una muestra aleatoria simple de X cuya fun-
cion de distribucion es Fix(z, ) siendo € © C R.

Dado « € (0,1), supongamos que a (X, Xo, ..., X,,) v (X1, Xo, ..., X,,) son dos es-
tadisticos tales que P (0 € [a (X1, Xo, ..., X,,) ;b0 (X1, Xo, ..., X3)]) = 1 — «, diremos
entonces que I = [a (X1, X, ..., X,,) ;b (X1, Xs, ..., X;,)] es un intervalo de confianza
de nivel 1 — « para el parametro 6.

Observacion 11.2. Observamos que en la practica el valor de a (o equivalentemente
el nivel de confianza 1 — «) estd determinado por el investigador, por lo que es un
valor fijo.

Observacion 11.3. Observemos también que una vez que la muestra X1, Xo, ..., X,

es realizada en los nimeros xy, Ta, ..., Tp, el intervalo I = [a(xy, T, ..., Tp); b(x1, T2, ..., T4)]
no es aleatorio y por lo tanto, la probabilidad de que 8 € I es 0 o 1 segun el pardmetro
0el ob¢lI, entonces vale observar que el intervalo

I = [a(Xy, Xo, ..., X5); b(X1, Xo, ..., X,)] es aleatorio, mientras que el intervalo I =
[a(x1, Tay .y ); b(21, Ta, ..oy )] €8 fijo, para distinguir una situacion de otra, se le
suele llamar a éste ultimo, intervalo de confianza mientras que al otro se le suele
denominar intervalo aleatorio. En lo que sigue, seremos informales en la escritura y
les llamaremos a ambos intervalos de confianza, a pesar de que debemos tener clara
su diferencia.
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11.2 Construccion de intervalos de confianza en al-
gunos casos particulares.

En esta seccion, construiremos intervalos de confianza en algunos casos particulares.
Si X1, X, ..., X,, es una muestra de X ~ N (i, 0?). Supongamos que conocemos o2.
Construiremos un intervalo de confianza para el pardmetro desconocido .

Sabemos por la ley fuerte de los grandes niimeros que X,, <3 41, por lo que es razonable
formar un intervalo de la forma [Yn — kX, + k] siempre y cuando podamos hallar
k de modo que P (u € [yn — kX, + k}) = 1 — a cumpliendo ademés que k no
dependa de parametros desconocidos.

Recordamos que X, ~ N (i, 0%/n) por ser combinacion lineal de normales. Entonces

+E) =

Plpe[Xn—kX,+k])=P(p-k<X
o (o) e (A M) -
o () () g (B) Ly,

luego @ (@) = 1— «/2 por lo que %ﬁ = &1 (1 —«/2) de donde obtenemos

| A

k = L\/}f‘mg. Dado que en este caso el valor de o2 se supone conocido, tenemos
que k no depende de parametros desconocidos.
Si ademds para cada p € (0,1) le llamamos z, = @' (p) tendremos entonces el

intervalo de confianza para este caso como sigue

[— 0Z1-a/2 <> O0Z1—a/2
y —

Voo n

En el caso en que X;, Xy, ..., X,, es una muestra aleatoria simple de X ~ N (u,0?)
donde o2 es desconocido, si bien la igualdad calculada es valida, carece de valor ya
que en este caso a (X, Xs, ..., X,,) = X,, — %%/2 no es un estadistico (tampoco lo
es b) por lo que no es véalido como intevalo de confianza. Para obtener un intervalo
en estos caso introducimos dos nuevas familias de variables aleatorias.

Definicién 11.4. Se dice que X tiene una distribucion t—student con n grados de
libertad cuando tiene la siguiente densidad:

r (=) 1
Virl (3) (1 4 22y

fx(z) =

Notacion: X ~ t,.

Se observa que si X ~ t,, entonces E (X) = 0 paran > 1 (si n < 1, entonces no existe
la esperanza) y se puede verificar que V (X) = -5 para n > 2 (si n < 2, no admite
momentos de orden 2).
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Definicién 11.5. Se dice que X tiene una distribucion x? con n grados de libertad
cuando tiene la siguiente densidad:

1

_ n/2-1,-v/29
T (nj2) © 0

fx(z)
Notacion: X ~ x2.
Se puede verificar que si X ~ X2, entonces E (X) =ny V(X) = 2n.
Para obtener un intervalo de confianza para p en estos casos, nos serviremos del
siguiente teorema (que no demostraremos).

m(yn_ﬂ)
Sn

T (n—1) (t—student con n — 1 grados de libertad) siendo S? = 13~ (X; —YR)Z la
i=1

~Y

Teorema 11.6. Si X1, Xs, ..., X,, es una muestra de X ~ N (u, 0?) entonces

varianza muestral.

Entonces, veamos que en este caso podemos determinar k, no dependiendo de paramet-
ros desconocidos, de modo que el intervalo de confianza de nivel 1 — « sea de la forma

[Yn — kS, X, + k’Sn] . Para abreviar, le llamamos T a la variable W En-
tonces

P(u€ [Xn—kSp; Xp + kS,]) = P (| X0 — p| <kS,) =
P(W gk:\/n—l) —P(T|<vVn—T1k) =P (~kvn—1<T < ky/n—1) =

Fr(kvn—1) — Fp(—kyv/n —1) = 2Fp(kv/n — 1) — lya que por simetria de la
distribucion de Student, se tiene que Fr(—kv/n —1) = 1 — Fr(ky/n — 1). Entonces

-1
2Fr(kv/n —1) = 1 = 1 — a de donde obtenemos k = % que no depende de

parametros desconocidos. Nuevamente si le llamamos t, (n) = F~! (p) parap € (0,1)

y F' funcion de distribucion correspondiente a una variable t—Student con n grados
—1 _

de libertad, tenemos que k = Er (711:?/2) = tl_‘\’ﬁ% =) por lo que nos queda el intervalo

de confianza en la forma

Yn . Sntl—a/Q (TL - ]-)

Sntl_a/g (n — 1)
vn—1
Para completar el caso de la variable normal, construiremos en lo que sigue un in-

tervalo de confianza para o?. Para ello nos serviremos del siguiente teorema (que no
demostraremos).

X, +

n—1

Teorema 11.7. Si X, X, ..., X,, es una muestra de X ~ N (u,0?) entonces "Ui;% ~

X (n—1) (x* conn—1 grados de libertad) siendo S? =+ 3 (X; — 7n>2 la varianza
i=1

muestral.
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Dado que S? 2% 2 podriamos nuevamente intentar buscar un intervalo en la forma
[S? — k; S + k] pero la idea no funciona, por lo tanto veremos si podemos encontrar
valores a y b tales que el intervalo quede en la forma [a.52; bS?] . Planteamos entonces la
ecuacion 1 —a = P (02 € [aS?;bS?]) y hallaremos a y b tales que P (02 < aS?) = /2
vy P (0% > bS?) = a/2. Para simplificar le llamaremos y? a la distribucion de 7;‘9;2'

Entonces

o’ nS? n n
P(02<a52)—P<Si>;>—P<—>—)—1—FX2<E)—0z/2

o2 a

n

por lo que = = FX}l (1 — «a/2) de donde obtenemos a = y huevamente,

n
F(1-a/2)
llamandole X?)(n) = F~!(p) siendo la funcion de distribucion asociada a una vari-
able x? (n) y observando que en este caso la variable con la cual estamos distribuye

x> (n — 1) obtenemos a = E—E Trabajando analogamente con la otra igualdad
—a/2

se obtiene que b = W y por lo tanto el intervalo de confianza para o2 de nivel
/2

1 — a nos queda
nS? ' nS?
X%—a/Q (n—1) Xi/g (n—1)

En numerosas situaciones, se tiene una muestra X, Xs, ..., X,, de cierta X descono-
cida. Si el tamafio de muestra es grande, y suponemos que X € L? y deseamos estimar
p = E (X) mediante un intervalo de confianza, entonces podemos aplicar el teorema
central del limite y realizar algunos célculos similares a los realizados, obteniéndose
asi intervalos de confianza de nivel aproximadamente iguales a 1 — a.
Efectivamente, debido al teorema central del limite podemos afirmar que (en el caso n
suficientemente grande) la distribucion de X,, es aproximadamente N (u, 02 /n). Por
lo tanto, P (u € [Yn — kX, + k]) =

s one Fa(2) o (1)

@(@)—@(*gﬁ) —2@(k\/_)—1:1—04,

por lo que obtendriamos que el intervalo I = [Yn — Uzl\/i“/z X, + Uzl\/f/ﬂ es tal que

P(pel)=1-— «. Ahora, como el intervalo depende de un parametro desconocido
(), no nos sirve como intervalo de confianza, pero recordando que n es grande,
podemos sustituir ¢ por un estimador consistente del mismo, por ejemplo S,, = /S?
obteniéndose de esa forma el intervalo

~ Snzlfa/Q ~ Snzlfa/Q
Xn——F=Xn+—F=—
Vi T

que es, ahora si, un intervalo de confianza de un nivel aproximadamente igual a 1 —a.
Como caso particular podemos obtener un intervalo de confianza aproximado para p
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cuando X ~Ber(p) en el caso en que n es grande. Efectivamente, cuando X ~Ber(p)
entonces p = E (X) = p, ademés, como X; = X2, entonces S2 = 15" X2 — X, =

X, — 7721 =X, (1 — Yn), obteniéndose asi un intervalo de confianza para p

Yn B \/ 711 (1 - Yn)zl—a/2;yn N \/ 7n (1 - 7n)zl—a/Q
r i

cuyo nivel es aproximadamente 1 — a.

11.3 Resumen.

Recordemos que dado p € (0,1) usamos las siguientes notaciones para F~! (p) : z, si
F es la funcion de distribucion de una variable N (0,1); ¢, (n) si F' es la distribcuion
de una variable t,, (t—student con n grados de libertad) y x3 cuando F es la fucnion
de distribucion de una variable 2 dada X, Xy, ..., X,, muestra de X, hemos obtenido
intervalos de confianza para los siguientes casos.

Nota 1.

En las proximas formulas, utilizaremos la siguiente notacion para ambos estimadores
de la varianza muestral.

Observacion.

nS? = (n — 1)s2 por lo que todas las formulas pueden ser escritas con S2 o con s2
indistintamente. En lo que sigue lo escribiremos de las dos formas a pesar de que
una de ellas queda redundante de acuerdo a esta observacion. Las igualdades en los
intervalos 1 (b) y 3 estan basadas en esta observacion.

Nota 2.

El intervalo 1 (c¢) es un intervalo aproximado (por aplicacion del teorema central del
limite). Al ser aproximado requiere un n grande, por lo que puede usarse indistinta-
mente S, 0 s, (ya que ambos son estimadores consistentes de o) y dividir entre \/n o
entre v/n — 1 (ya que v/n — 1/y/n — 1) dando ahora intervalos ligeramente distintos
pero ambos validos puesto que son intervalos aproximados. Lo anterior también es
aplicable para el intervalo para proporciones (intervalo del punto 2).
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1. Intervalo de confianza para p = E (X) al nivel 1 — a.

(a) Si X ~ N (u,0?) con o2 conocido,

~ 0Z1—a/2 ==
y — ——

Xy
vaoot
(b) Si X ~ N (u,0?) con ¢ desconocido,

|:7 _ Sntl—a/2 (7’L — 1)7 Sntl—a/2 (n — ]_):| _
" vn—1 e vn—1

Sntlfa/g (n — 1) ) 7 X Sntlfa/g (’I’L — ].)‘|

Vn T Vvn

(¢) Si X € L? y n es suficientemente grande, un intervalo aproximado es

~ Snzlfoz/2 ~ Snzlfoz/Q
X, — 2nfle2 x| Onfloaj2)
{ NN

2. Intervalo de confianza para p al nivel 1 — « cuando X ~Ber(p) y n es suficien-
temente grande, un intervalo aproximado es

yn B \/ 7n (1 - Yn)zla/Z;yn + \/ 7n (1 - 777,)'21704/2
Vn Vi

02’1—&/2}

vn

.

3. Intervalo de confianza para o2 en el caso en que X ~ N (u,0?).

nS? . nS2 B (n—1)s2 (n—1)s2
N '

X (M =1)" X5 (n = Xiap (M =1)" X5 (n = 1)
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