Propiedades de funciones

Inyectividad y sobreyectividad relacionadas a la composicion de funciones
Sean f : A — By g:B— C dos funciones. Probar que:

Si go f es inyectiva, entonces f es inyectiva.

Supongamos que existen x,y € A, tales que f(x) = f(y). Para probar la inyectividad de f bastaria ver que
necesariamente x = y. Sabiendo que f(x) = f(y) se sigue que (g o f)(x) = (g o f)(v). Ahora haciendo uso de
la hipétesis que g o f es inyectiva y como las imagenes de x e y por dicha funcién son la misma se sigue
inmediatamente que x = y.

No puede afirmarse nada respecto a la inyectividad de g.

Si go f es sobreyectiva, entonces g es sobreyectiva.

Sea z € C. Como g o f es sobreyectiva debe existir un elemento de A, llamémosle x, tal que (g o f)(x) = z.
Entonces f(x) es un elemento de B tal que su imagen por g es z. Como z es genérico (podria ser cualquier
elemento de C) se sigue la sobreyectividad de g.

No puede afirmarse nada respecto a la sobreyectividad de f.

Operaciones de conjuntos relacionadas a la imagen de funciones

Sean A,B dos conjuntos no vacios y f : A — B una funcion. Probar que para cualquier par de subconjuntos
A1,Ay CAcon A; = se tiene que:

a) f(AjUAy) = f(A1)U f(Az)

Veamos que todo elemento de f(A; UA,) se encuentra en f(A)U f(A;) y visceversa.

Para probarlo en la primera direccién, considérese y € f(A; UA;). Existe x € Ay U A, tal que f(x) =y, por
tanto x pertenece o a A; o a A,. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que x € A;. Entonces y = f(x) €
(A1) C f(A) U f(A).

Para probarlo en la otra direccién, considérese y € f(A;)U f(A,). Como se encuentra en la unién, se en-
cuentra en alguno de ellos. Supongamos, de nuevo sin pérdida de generalidad, que y € f(A;). Entonces existe
x €A tal que f(x) =y. Perosi x € A; también x € A; UA,, y entonces y = f(x) € f(A; UA,).

b) f(A1NAz) C f(A1)N f(A2)

Seay € f(A; NAj), debe existir x € A N A, tal que f(x) =y. Como x se encuentra en Ay, se tiene y = f(x) €
f(A;). Similarmente, como x se encuentra en A,, se tiene y = f(x) € f(A;). Ya que p se encuentra en ambos
A1y A, por definicién también estd en la interseccién. Hemos probado que todo elemento de f(A; NA;) se
encuentra en f(A;)N f(A,), de donde el primer conjunto esta contenido en el segundo.

No puede afirmarse nada respecto a la otra inclusién. Piénsese, por ejemplo, en los casos en que Ay y A,
son disjuntos pero sus imdgenes no lo son.

c) Si f es inyectiva entonces f(A; NAy) = f(A1)N f(Ay)

Gracias a la inyectividad ahora podra probarse la inclusién en el otro sentido. Sea y € f(A1)N f(A;). Como
v € f(A;), existe x; € A; tal que f(x;) = y. De la misma manera, existe x, € A, tal que f(x;) = y. Entonces
f(x1) = f(x;), pero, siendo f inyectiva, esto solo es posible si x; = x,. Ya que son el mismo elemento, pasemos
a llamarle sencillamente x. x se encuentra tanto en A; como en A;, de donde x € A} N A,. Entonces y = f(x) €
f(A1NAj), que es lo que buscdbamos probar.



