Calculo Diferencial e Integral en Varias Variables
Solucién Examen Diciembre 2022

19 de diciembre de 2022

RESPUESTAS AL MULTIPLE OPCION

Las versiones del examen se identifican por el primer ejercicio del multiple opcion.
Version 1: El primer ejercicio es “Sea y(z) la solucién a la ecuacién diferencial . ..”
Version 2: El primer ejercicio es “Considere la integral impropia y la serie que siguen: ...
Las respuestas correctas en cada versiéon son:
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Version | MO 1 | MO 2 | MO 3 | MO 4 | MO 5 | MO 6
1 B D A C A E
2 A B D D B C

Resolucién de ejercicios

1. Sea y(z) la solucién a la ecuacién diferencial y” —y' — 2y = 1 — 2z, con condiciones iniciales
y(0) = —1, ¥/(0) = 4. Entonces, y(2) es igual a:

(A) y(2) =e*+e2-1 (B) y(2) =¢e* —e 2 +1 C) y2)=e*+e* -2
(D) y(2) =e*+e2—-4 (E) y(2) =e* +272 -1

Se trata de una ecuacion diferencial lineal de segundo orden y coeficientes constantes, por
lo que debemos calcular su solucién homogénea y una soluciéon particular para obtener todo el
conjunto de soluciones.

Para hallar la solucién de la homogénea planteamos el polinomio caracteristico, A> — A — 2,
que tiene raices A = 2 y A = —1. La solucién de la homogénea es entonces yz(x) = Ae?* + Be™®.

Para hallar una solucién particular, buscamos una de la forma yp(x) = ax + 5. De aqui
tenemos que yp(z) = o y que y}(x) = 0. Sustituyendo en la ecuacién:

O—a—2(azr+p)=1-2z

de donde a=1y g =—1.
La solucién general de la ecuacion diferencial es entonces

y(x) = ym(x) +yp(z) = Ae** + Be ™" + o — 1.
Imponiendo las condiciones iniciales tenemos:

y(0)=A4+B-1=-1
y(0)=24—-B+1=4

de donde A =1y B = —1, y entonces la solucién al problema de condiciones iniciales es

ylr)=e* —e "+ -1,



Evaluando en x = 2 obtenemos
y(2)=et—e? 4+ 1.

2. Considere la integral impropia y la serie que siguen:

+o0 e—x2 too 1
/0 2 dx Z sin <2n>

n=0
Entonces:
(A) Ambas son divergentes.
(B) La serie es divergente y la integral es convergente.
(C) Ambas son convergentes.
(D) La integral es divergente y la serie es absolutamente convergente.
(E) La integral es divergente, la serie es condicionalmente convergente.

La integral es impropia en 0 y en 400, por lo que debemos separarla e dos:

_p2 2 .2
+o00 e~ 1 e~ +o00 e~
5 dr = 5 dx + 5 dz
0 T o 1 €z
. 2 . .
Observando la primera, vemos que el factor e™ tiende a uno cuando z tiende a cero, por
lo que se comporta como una constante a todos los efectos, y entonces la primera integral es

equivalente a
|
0 A

que es divergente, por lo que toda la integral es divergente.
1 1

Para la serie, observemos que sin(x) ~ z cuando x — 0, por lo que sin (27) ~ 5 cuando
n — o0o. Ademds, para estos valores el seno es una funcién positiva (para argumentos positivos
pequenos), por lo que }Sin (2%)} = sin (2%) ~ 2%

La serie de término general 5 es una geométrica convergente, por lo que la serie original es

absolutamente convergente.

3. Sean f:R? - Ry g:R? — R? dos funciones de clase C', que cumplen:
o glu,v) = (u® +v3,e"" —v)

o V£(1,0)=(1,-1)

0
e Para el vector ¥ = (1, 1), se tiene 8—{(1,6) =4
v

o f(z,e)=2%+1.

La matriz Jacobiana de la funcién f o g en el punto (1,0) es:
(A) (4+4e,-2) (B) (44 2e,—2e¢) (C) (2+ 2e,0)
(D) (2e,-1) (E) (2—2e,1)



Por la regla de la cadena, podemos calcular Jyo4(1,0) = J¢(g(1,0)) - J4(1,0). Necesitamos
entonces la Jacobiana de g en el (1,0), y la Jacobiana (o gradiente) de f en g(1,0) = (1,¢).
La Jacobiana de g la podemos calcular directamente ya que tenemos la expresién de la

funcién:
2u 302 2 0
Jg(u,v) = ( et 1 > = J,(1,0) = < 9 —1 )

Por otro lado, para calcular las derivadas de f en el (1, e), podemos observar que como f(x,e) =
22 4 1, entonces la derivada respecto a z es f,(,e) = 2z, de donde f,(1,¢e) = 2.

Ademés, como %(l,e) = fz(1,e) -1+ fy(1,e) - 1 =4, tenemos que fy,(1,e) = 2.

Por lo tanto,

Jfog(lvo) = Jf(g(170)> ' Jg(l,O) = (272) : < 226 _01 > = (4+4ea _2)'

4. Sea A C C el conjunto de los nimeros z € C que verifican:

A =1-iV3
z+z>0

Solo una de las siguientes afirmaciones sobre el conjunto A es correcta. Indique cudl:

A

B

(A) A es simétrico respecto al eje real.
(B)
(C) A tiene exactamente dos elementos distintos.
(D)
)

A es simétrico respecto al eje imaginario.

D

(E) Todos los elementos de A estan en la circunferencia de centro 0 y radio 1.

A tiene exactamente cuatro elementos distintos.

El complejo 1 —i+/3 tiene médulo 2 y argumento —7 /3, por lo que si z = pe’® es un complejo
que cumple 2% = 1 — iy/3, su médulo y su argumento deben cumplir:

p4:2 ,02\4&
4¢:—g+2kﬂ' = Y= 7T ]{ZTI'
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Entonces tenemos 4 complejos distintos que cumplen z* = 1 — iv/3, que se muestran en la
figura (notar que w/12 radianes es igual a 15°):

Im(z) |
’ g \\\
; el = 2
! \
! I >
\ =15 Re(z
\\  Re(z)
\ /
\ N /
\ N 7/
N /
\\\‘:‘— —/////




Si ademds queremos que cumplan que z+z > 0, basta observar que esa condicion es equivalente
a Re(z) > 0, por lo que hay exactamente 2 complejos distintos que cumplen ambas condiciones.

5. Sea B C R? el conjunto definido como:
B={(z,y) € R* : cos(z) =0, sin(y) = —1}
Considere las siguientes afirmaciones sobre el conjunto B:
(I) int(B) = 0.
(IT) B es cerrado.
(III) Todos los elementos de B son puntos de acumulacién de B°.

Entonces:

A

Todas las afirmaciones son verdaderas.

B) Solamente las afirmaciones (I) y (II) son verdaderas.

(A)

(B)

(C) Solamente la afirmacién (II) es verdadera.

(D) Solamente las afirmaciones (I) y (III) son verdaderas.
)

(E) Todas las afirmaciones son falsas.

El conjunto estd formado por todos los puntos (z,y) € R? tales que z = sthkrey=
—5 + 2mm. Por lo tanto, en cualquier bola reducida de centro (g +km, 5+ 2m71') hay puntos
que no son de la forma (% +km, 5+ 2m7r) (es decir, puntos que no pertenecen a B). Entonces
int(B) = () y todo punto de B es punto de acumulacién de su complemento. Ademads si tomamos
un punto en B¢ es facil ver que existe una bola centrada en ese punto totalmente contenida
en B¢ (basta tomar un radio menor al punto de B més cercano), por lo que B¢ es abierto (y
entonces B es cerrado).

6. Sea f : R? — R definida como f(z,y) =y y D C R? el conjunto definido como:
D={(z,y) eR®:2* +y* <22,y >z}

La integral de f en D es igual a:

m)%@fz B)K@f:l @)[Lf:¢w
o) [[ 1= CHINE:

Observemos que z2 + 2 = 2z es la ecuacién de una circunferencia de centro (1,0) y radio 1,
por lo que el dominio de integracién es el conjunto de puntos del interior de esa circunferencia
que ademas cumplen y > x. Graficamente, ese conjunto es:

Al ol



22 +yt =22

Haciendo un cambio de variable a polares (z = pcosf, y = psinf), la condicién z? + y? <
2z se transforma en p?> < 2pcosf = p < 2cosf, mientras que la condicién y > z resulta

psinf > pcosf = sinf > cosf = tanf > 1 = 6 > %. Observar ademés que como p > 0,

para que pueda cumplirse que 0 < p < 2 cos  necesariamente debe pasar que cosf > 0 = 0 €

[0,7/2] U [3m/2,27]. Uniendo ambas condiciones en ¢, tenemos que 7 < ¢ < 7. Observar que

esa condicién es razonable dado el dibujo anterior: los puntos en D tienen dngulos entre 7 y 7.
Recordando que el jacobiano del cambio de variable a polares es p, la integral que queremos
calcular es:

s 2 cos 6 T8 st . , ) ) -
// f:/2 de/ pQSinedp:/Q &‘p Sin9d9:/2 MSIHQdG:_M
D Exd 0 x 3 lp=0 . 3 3 .
* 4
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DESARROLLO

1. (26 puntos) Sea f : R? — R una funcién y a = (9, y0) un punto del plano.

a) Definir continuidad de f en el punto a.
Ver teorico, definicién 5.5 en las notas del curso.
b) Sea a, una sucesién de elementos de R2. Definir lim a,, = a.
n—o0
Ver tedrico, definicién 4.24 en las notas del curso.
¢) Demostrar que si f es continua en a, y una sucesién a, cumple lim a, = a, entonces
n—oo
lim f(an) = f(a).
n—oo
Ver tedrico, demostracién del Teorema 5.9 en las notas del curso (solamente se pide el
directo de esa demostracién).

d) Sea f: R? — R definida como

s
2
s
4



Utilice el resultado del {tem anterior para estudiar la continuidad de f en el origen.

Si tomamos un sucesién de la forma (z,,y,) = (%, #), entonces observamos por un lado
que lim (xy,yn) = (0,0). Por otro lado, tenemos que:
n—oo

()° (

S|=

hm f(wn,yn) = 7}1_520 ((%)z (%)2)2 + (711)6 - JE{}O (%)6 =1
Como tenemos que f(0,0) = 0, entonces f no es continua en el origen.
2. (26 puntos) Sea f : R? — R una funcién.
a) Definir diferenciabilidad de f en un punto a = (zo,yo) € R2.
Ver tedrico, definicion 6.11 o 6.12 en las notas del curso.
Sea ahora f : R? — R definida como:
x> y+ :cy
(z,y) # (0,0)
flr,y) =q 22442+ \/3:2 + 12
si (z,y) = (0,0)
b) Calcular las derivadas parciales de f en el (0,0).
Calculemos f,(0,0) a partir de la definicién:
h,0) — £(0,0 h3-0+h-03 0
f2(0,0) = lim f(h,0) = 1(0,0) = lim i = lim =0.
h—0 h h—=0 h2 + 02+ +h24+02 h=0 h2 + [h| + |h]

La cuenta para f,(0,0) es andloga, por lo que f;(0,0) = f,(0,0) = 0.
c¢) Estudiar la diferenciabilidad de la funcién en el origen.

Teniendo calculadas las derivadas parciales, para ver si f es diferenciable debemos despejar
el resto y verificar si se cumple la condicién de la definicién. Esto es:

r(Az, Ay) = f(0+ Az,0 4+ Ay) — f2(0,0)Az — f,(0,0)Ay — £(0,0).

Como tanto las derivadas parciales como la funcién en el origen se anulan, el resto coincide
con la funcién. Debemos calcular entonces:

r(Ax, Ay) _ Az Ay + AzAy?

lim _— " = lim
(Az,Ay)—(0,0) [[(Az, Ay)||  (A2,89)=(0,0) (Az2 4+ Ay + /D22 + Ay?)\/Ax? + Ay?

Pasando a coordenadas polares, el limite queda

4 ;
lim P cos(0) sin(0)

= 07
p=0  (p? +p)p

pues cos(f) sin(f) esta acotado, y el factor en funcién de p tiende a cero. Por lo tanto la
funcién es diferenciable en el origen.




