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FRI - Fundamentos de Robdtica Industrial

DINAMICA

Modelo dinamico - Robot rigido monoarticular

Principalmente existen 2 procedimientos para determinar el modelo dindmico de un robot.
1. El método de Newton-Euler, que se basa en la aplicacion de la primera y la segunda ley de
Newton.
2. Laformulacién Lagrangiana, que se basa en consideraciones energéticas.

Consideremos el siguiente ejemplo:
e unrobotrigido,
articuladoen A,
peso m uniformemente distribuido,
distancia al centrode masalL,
par articular T
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DINAMICA
Modelo dinamico - Robot rigido monoarticular

formulacion Lagrangiana

L=K-U
doL oL

" %dq, B

L: Funcién Lagrangiana

K: Energia cinética

U: Energia potencial

q;: coordenadas generalizadas

1.: fuerza o par aplicado en el grado de libertad g,
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formulacion Lagrangiana

L=K-U
doL oL

" %dq, B

L: Funcién Lagrangiana

K: Energia cinética

U: Energia potencial

q;: coordenadas generalizadas

1.: fuerza o par aplicado en el grado de libertad g,

K - %192 _ 1y U = Mgh = MgLsen(6)

1
2

DINAMICA

Modelo dinamico - Robot rigido monoarticular

L= %MLQOZ — MgLsen(6)
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formulacion Lagrangiana

L=K-U
. _49L oL
" dtdg I

L: Funcién Lagrangiana

K: Energia cinética

U: Energia potencial

q;: coordenadas generalizadas

1.: fuerza o par aplicado en el grado de libertad g,

PP |

= _J§? ==
K 5 5
OL AL

=5 = —MgLeos(0) - ML*0

M L*? U = Mgh = MgLsen(0)

DINAMICA

Modelo dinamico - Robot rigido monoarticular

-d-% — M2
dt 50

L= %MLQOZ — MgLsen(6)

7= ML%* + MgLcos(6)
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DINAMICA
Modelo dinamico - Robot rigido monoarticular

método de Newton-Euler

d ;
Variacion de Z T = %(Iw) =Iw +w x (lw)

cantidad de

movimiento Z F— %(mv)

W: Velocidad angular
I: Tensor de inercias
T: Torques externos
F: Fuerzas externas
m: masa

v: velocidad
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DINAMICA
Modelo dinamico - Robot rigido monoarticular

método de Newton-Euler

d ;
Variacion de Z T = %(Iw) =Iw +w x (lw)

cantidad de d 4
movimiento F = —(mv
D F=2mv) Ve

W: Velocidad angular
I: Tensor de inercias
T: Torques externos
F: Fuerzas externas
m: masa

v: velocidad
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método de Newton-Euler

d ;
Variacion de Z T = E(Iw) =Iw +w x (lw)

cantidad de d 4
movimiento F = —(mv
D F=2mv) Ve

W: Velocidad angular
I: Tensor de inercias
T: Torques externos
F: Fuerzas externas
m: masa

v: velocidad

T — MgLcos(8) = Iy = 16

DINAMICA

Modelo dinamico - Robot rigido monoarticular
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método de Newton-Euler

d ;
Variacion de Z T = %(Iw) =Iw +w x (lw)

cantidad de d 4
movimiento F = —(mv
D F=2mv) Ve

W: Velocidad angular
I: Tensor de inercias
T: Torques externos
F: Fuerzas externas
m: masa

v: velocidad

T — MgLcos(8) = Iy = 16

7= ML* + MgLcos(0)

DINAMICA

Modelo dinamico - Robot rigido monoarticular
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Recordemos

Independientemente del procedimiento para obtener el modelo dindmico
del robot, para n GDL el modelo se presenta de la siguiente forma:

T =M(q)d+ C(q.4) + G(q)

Donde:
q: vector (n) de coordenadas articulares

T: vector (n) de cargas en cada articulacion
M: Matriz (nxn) de inercias

C: Vector de fuerzas de Coriolis + centrifugas
G: Vector de fuerzas gravitatorias

DINAMICA

Modelo dinamico - Robot rigido monoarticular
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DINAMICA

Modelo dinamico - Momento angular

Momento angular en un Movimiento rigido

¢ ZZ P; X m;Vv;
1
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DINAMICA

Modelo dinamico - Momento angular

Momento angular en un Movimiento rigido
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DINAMICA

Modelo dinamico - Momento angular

Momento angular en un Movimiento rigido

o= mp; X (WXP) = pdV




FRI - Fundamentos de Robdtica Industrial

DINAMICA

Modelo dinamico - Momento angular

Momento angular en un Movimiento rigido

o= /pi X (w X p;)pdV Propiedad: w X P; = —P; X W
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DINAMICA

Modelo dinamico - Momento angular

Momento angular en un Movimiento rigido

o= mp; X (WXP) = pdV

Recordando: el operador del producto cruzado:

a, b, 0 —a, a, b,
Q‘5 - / P; X (_pz X w)pdv axb= |:ay] X |:by] = |:a: 0 —ax] [by‘ = ab
\%

a; b: —Qy ay 0

o= | [ ~popav | _ b
v P X (—p X w) = —ppw
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DINAMICA

Modelo dinamico - Momento angular

Momento angular en un Movimiento rigido

Tensor de inercia
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Modelo dinamico - Momento angular

Momento angular en un Movimiento rigido

DINAMICA

I- / —pbpdV
v
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DINAMICA

Modelo dinamico - Tensor de Inercia

Tensor de Inercia

I- / pppdV
:
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DINAMICA

Modelo dinamico - Tensor de Inercia

Tensor de Inercia
1= / —pbpdV (—pp) = (p"p)T; — pp

I= /V (p"p)Is — pp’ | pdV
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DINAMICA

Modelo dinamico - Tensor de Inercia

Tensor de Inercia
I [ =pppdv (D) = (o"B)T; ~ pp”

I= [ [(p'p)Is — pp' | pdV

Resolviendo por términos:

T
p = lpy] = p'p =
- |
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DINAMICA

Modelo dinamico - Tensor de Inercia

Tensor de Inercia
I [ =pppdv (D) = (o"B)T; ~ pp”

I= [ [(p'p)Is — pp' | pdV

Resolviendo por términos:

T
p = lpy] = p'p =pi+p, +0: = (ppl=
-
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DINAMICA

Modelo dinamico - Tensor de Inercia

Tensor de Inercia
I [ =pppdv (D) = (o"B)T; ~ pp”

I= [ [(p'p)Is — pp' | pdV

Resolviendo por términos:

pl‘
Pp = |py| = PP =0p+tp+p = (pr)13p3+p§+p3(

o O =
o = O

P

—_ O O
v
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DINAMICA

Modelo dinamico - Tensor de Inercia

Tensor de Inercia
I [ =pppdv (D) = (o"B)T; ~ pp”

I= [ [(p'p)Is — pp' | pdV

Resolviendo por términos:

Pa 100
p=|p| = PP =0 +p+0 = EpL=ptp+p[010
| P~ | 001
] 2
Pz P p:zrpy PaP-
ppT = | Py (p;‘r Py pz) = | PzPy p; pypz
| Pz DzP= PyP- P
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DINAMICA

Modelo dinamico - Tensor de Inercia

Tensor de Inercia
I [ =pppdv (D) = (o"B)T; ~ pp”

I= [ [(p'p)Is — pp' | pdV

Resolviendo por términos:

] 100
p=|p| = PP =0 +p+0 = EpL=ptp+p[010
. 001
- Pz P ptz‘]‘;y PPz py +p: _p;rpy — PP
PP = | Py| (P Py Do) = | Puby Py Pib: I= / | Py pitpi —pyps | pdV
| P~ | DaPz PyPz P V

—PaPz —PyPz p% T pi
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DINAMICA

Modelo dinamico - Tensor de Inercia

Tensor de Inercia

Py +PE —Papy —Pub
I= / —papy DA PE —pp: | pdV
V

—DuD: —Pyp: P+ D}
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DINAMICA

Modelo dinamico - Tensor de Inercia

Tensor de Inercia

Py +PE —Papy —Pub
I= / —papy DA PE —pp: | pdV
V

—Dap: —Dyp: Pi+ D}

I T _I Ty _I Tz
I=|\—-Ly Iy —Iy
_I;l‘: _Iyz [::‘
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Modelo dinamico - Tensor de Inercia

Tensor de Inercia

Py +PE —Papy —Pub
I= / | —papy PEADPE —pyp: | pdV
Y\ —pep: —pyp: P:+ D}

I T _I Ty _I Tz
I=|—Ly Ly —Iy
_I;l‘: _Iyz [::‘

u = JI[ (% + 2%)p dwdyd=

w = I (@* + 2%)p dudydz

1;: = I (v* + 2?)p dwdydz
I, = fff xyp drxdydz
L. = [[[ xzp dzxdyd-=
I,.= fffyzp dxdydz

DINAMICA
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Modelo dinamico - Tensor de Inercia

Tensor de Inercia

Py +D2 —Paby  —Pab
I= / | ey P+ PE —pyp: | pdV
Y\ —pwp: —pyp: 07+,

I rr 1 xy — I -
I= —1I Ty 1 7 I yz
_I;r:; _Iy;» [3:

I, = fff(y2 + 22)/) dxdydz
Iy = JIf (2% + 2%)p dadyd= Momentos de Inercia
I,:: = fff(yz + 5172)[7 diL‘dde
L, = [[[ zyp dxdyd=
L. = [[[ wzp dadydz Productos de Inercia
I,.= fff yzp dxdydz

DINAMICA
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Modelo dinamico - Tensor de Inercia

Tensor de Inercia L. = [[] (v* + 2%)p dudyd=
I I _I. fffx + 22)p dadydz
[ IW [ (% + 2*)p dadyd=
—Ily _?y 7 ¥ Ly, = [[] zyp dxdyd=
xz yz  Swz I.. = [[[ xzp dzxdydz

= fff yzp drdydz

Generalizacion del teorema de ejes paralelos (Steiner)

DINAMICA

Momentos de Inercia

Productos de Inercia
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Modelo dinamico - Tensor de Inercia

Tensor de Inercia L. = [[[ (v* + 2%)p dwdydz
L, = [[] (2% + 2%)p dadydz
I, -1, —I., vy
j _}"l I vy _I‘l” I.. = fff(y2 - :1:2)p dxdydz
o [‘l’y ? 7 vz Ly, = [[] zyp dxdyd=
- x2Sy 2z L. = [[[ xzp dzdyd-=

I,.= fff yzp drdydz
Generalizacion del teorema de ejes paralelos (Steiner)

Iy=1Ic+m[(pépe)ls — pep! |

DINAMICA

Momentos de Inercia

Productos de Inercia

{C}
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DINAMICA
Modelo dinamico - Robot rigido multiarticular

Método iterativo de Newton-Euler

Para cada eslabén i, deberemos aplicar las ecuaciones de equilibrio dindmico.
Para escribir el equilibrio dindmico se deben conocer, para cada eslabon:
e  Aceleracion lineal
Velocidad angular
Aceleracién angular
masa
Tensor de inercias
Fuerzas externas (si las hay)

Ecuaciones a resolver:

mv, =F
Lw+wxIlw=N

)
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Modelo dinamico - Robot rigido multiarticular

Método iterativo de Newton-Euler

La formulacién de N-E parte del equilibrio de fuerzas y pares para cada
elementoi.

Un correcto desarrollo de las 2.n ecuaciones, permitird generar una
formulacion recursiva en la que se obtienen la posicion, la velocidad, y la
aceleracion del elemento i en funcion de las del (i-1) (outward propagation).

Para luego obtener las fuerzas y pares actuantes sobre el eslabén i, en
funcion de los elementos (i+1) (inward propagation).

Esto provoca que la solucién que se obtiene a partir de operaciones
vectoriales realizando un recorrido “hacia afuera” (outward/forward) y luego
“hacia adentro” (inward/backward), alcance un orden de complejidad
computacional O(n), lo que indica que el nimero de operaciones es
proporcional ala cantidad de GDL.

DINAMICA
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DINAMICA
Modelo dinamico - Robot rigido multiarticular

Método iterativo de Newton-Euler

n
NE1. Asignar a cada eslabdn un sistema de referencia de acuerdo a las normas de DH. /&

° °*
NE2. Definir las condiciones iniciales: 2 .:<.

Para el sistema {SO}

wp : velocidad angular =[0, 0, 0]" Tipicamente cero, pues la base esta en reposo
@o : aceleracién angular =[0,0, 0]"

vo : velocidad lineal = [0, 0, 0]"

Vo : aceleracién lineal = -[0, 0,-9.8]" El versor z apunta hacia arriba.

o © o ©

Para todos los sistemas {S }

=[0,0,1]"
p = Vector desde el origen de {S,_;} hasta el de {S} en el sistema {S} = [a;, d:sen(Q) , d cos(a)]
= Coordenadas del centro de masas del eslabon i respecto del S|stema {S }
I = Matriz de inercia del eslabén i expresado en un sistema paralelo al {S}y conelorigenenel
centro de masas del eslabon
"‘“lfn:—l

Para el extremo del robot se deben conocer la fuerzay el par ejercidos externamente: { n+ly
n+1

-
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DINAMICA

Modelo dinamico - Robot rigido multiarticular

Método iterativo de Newton-Euler
NE3.  Obtener las matrices de rotacion "R, y sus inversas 'R_,= ("'R)™* = ("'R))T
CQ,‘ —C‘Q‘,'SO; SQ‘,‘SG,‘
i_lRi = |SH; Co;CH; —-Sa;C8;
0 SQ’,’ C(l‘,‘

NE4. Calcular la velocidad angular de todos los sistemas {S }

‘ R ("‘w,_l +2z, q,) si el eslabon 7 es de rotacion
le = |
‘B o, si el eslabon i es de traslacion

NES. Calcular la aceleracién angular de todos los sistemas {Si}

1 % 1 . : % W .z
- i (' o, +2, q,)+' ®,_; XZ,q sieleslabon i es de rotacion
®, =

i

i =1 . g e .z
R "o, si el eslabon 7 es de traslacion
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Modelo dinamico - Robot rigido multiarticular

Método iterativo de Newton-Euler

NE6. Calcular la aceleracién lineal de todos los sistemas {Si}

e i i i i i—1 - . > .y
‘o, x'p,+'o, x(‘m, X 'p,)+'R, 1"V, sieleslabon i es de rotacion

i . g i : . o 7
‘R, (L(, q,+' V,-,.)+ ‘@, x'p,+2'0, X 'Rz, q;+ ', X('m,- X 'P;) si el eslabon i es de trasl

NE7. Calcular la aceleracién lineal del centro de gravedad de todos los eslabones i

‘a, ='®, x's; +'®, x('u), x’s,.)+’v,.

DINAMICA
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DINAMICA
Modelo dinamico - Robot rigido multiarticular

Método iterativo de Newton-Euler

NES. Obtener la fuerza ejercida sobre el eslabéni:

ip _ i i+1 i
fi = Ri+l fi+1 +mi ai
NE9. Calcular el par ejercido sobre cada eslabén i.

b iRM[mn_ +('”R,'p,)><'”f

i i+ i+l

i i i iy i i R |
}+( p; + s,)xm, a+'l'o + wix( I w,.)

NE10. Calcular lafuerza o par aplicado a la articulacién i

n; i—1%0 si el eslabon 7 es de rotacion Repetir para todos los eslabones
T, =9 . Ti en sentido “hacia adentro”
f: ’Ri—lz() si el eslabon i es de traslacién (i=n...1)
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DINAMICA
Modelo dinamico - Robot rigido multiarticular

Ejemplo - Método iterativo de Newton-Euler

NE1. Asignar acadaeslabdn unsistema de referencia de acuerdo a las normas de DH.

Articulacion 0, d a o,

1 0 0 0 -90
2 0 d, 0 0

Robot con eslabones rigidos

\4

Tramo recto vertical fijo

Primer articulacién: de rotacién
° Segunda articulacion: de traslacién
° Peso m1 aunadistancia L1

° Peso m,auna distancia d2
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DINAMICA

Modelo dinamico - Robot rigido multiarticular

Util
Ejemplo - Método iterativo de Newton-Euler ArBeulacion 0 4 » "
1 0, 0 0 -90
NE2. Definir las condiciones iniciales: 2 0 d, 0 0

Para el sistema {SO}

velocidad angular = [0, 0, 0]" La base esta en reposo
aceleracién angular = [0, 0,0]"

velocidad lineal = [0, 0, 0]"

aceleracién lineal =-[0, 0,-9.8]

zo = [0,0,1)7

Para todos los sistemas {S, y S, }
1p1=10,0,0"  2py=0,0,do]"

's;=1[0,0,L1] %sy=0,0,0]

0 0 0 0 0 0
'L,=|0 0 0 Li=|0 0 0 pumulada en el CM i
6 2= Pi =deorigen{S }al {S}enelsist. {S}=]a, d,.sen(a[) , d,.cos(a/.)]
000 000 'si =Coord.del CMdeienelsist. {S}
como no se ejercen fuerzas externas en el extremo del robot: iIi = Matrizdeienunsist.// al {si} y conorigenenel CM dei

Jf;’; = 3113 =0
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DINAMICA

Modelo dinamico - Robot rigido multiarticular

Util
Ejemplo - Método iterativo de Newton-Euler Articulacién 0, q a o
) ) ) ) 1 ) 0 0 -90
NE3.  Obtener las matrices de rotacién 'R, y sus inversas R = ("'R))"* = ("'R)T 2 d, 0 0
¢, 0 -5] (1 0 0] (¢, 0 -5,] Ch; —Ca;S0; Sa;S6;
'R,=|S, 0 C '"R,=/0 1 0 ‘R,=|S, 0 IR, = | S6; Ca;C8; —Sa;Ch;
[0 -1 0| [0 0 1] [0 -1 0 | 0 Sa Ca;
¢ 8 0] 1 0 0] (C, § 0]
1 2 2
R,=| 0 0 -1 R,=|0 1 0 R,=| 0 0 -l i ; > ; 5
! : ! ‘ ‘R, ("'m,_l +1z, q,) si el eslabon i es de rotacion
-5, ¢, 0] [0 0 1] -5, ¢, 0 i, =
‘BT si el eslabon i es de traslacién
NE4.  Calcular la velocidad angular de todos los sistemas {S }
_ T
¢, s, 01(fo] o 0 zo = [0,0,1]
‘o, = "Ry ("0, +2,8,)=| 0 0 -1|-[|0[+|0|=|-,
-5, ¢, o]|lo] g 0
1 00 0 0
‘0,="R,'®,=|0 1 0||-6 |=|-6
0 0 1 0 0
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DINAMICA

Modelo dinamico - Robot rigido multiarticular

Util

Ejemplo - Método iterativo de Newton-Euler Articulacién 0, q a o
1 0, 0 0 -90

2 0 d, 0 0

NES5. Calcular la aceleracién angular de todos los sistemas {Si}

R, =|§,

0 -8,
0 ¢
-1 0

‘o, = lR()(()d)u +zuél)+ ‘o, xz(lél = ‘.
;=1 .
¢, s, o](fo] [o]) [0] [o] [O© ‘R, "o, si el eslabén i es de traslacion
=l0o o0 -1|||o|+]o]|]|+|0]|x|0|=|-6
-5, ¢, o](lo] {4 o] [ |0 . G 0 -5 . 10
R,=|S, 0 C R,=|0 1
0 -1 0 00
1 00 0 0
‘o, ="R,’'@,=(0 1 0[]-6, [=]|-6 0
00 1f|o0 0 : ;
- zo = [0,0,1]7 ® = -6 | g
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Ejemplo - Método iterativo de Newton-Euler

NE6.

Calcular la aceleracién lineal de todos los sistemas {Si}

Vool o I 1 I Ip 0
ViF @ X pt ("lx( ®, X Pl)"’ Ry Vo =

DINAMICA

Modelo dinamico - Robot rigido multiarticular

Articulacion 0, d, a @
1 0, 0 0 -90
2 0 d. 0 0

I i i i i i -1 . g
o, x'p; +'o, X( ®,; X P.)‘r R "y rotacion

i—l)+ o, % 'p,+2'0,x Rz, 4+ ', x(‘m, X 'P,-) traslacion

i‘-,i=
0] o] |0 01 o ¢, S offo] o {
=|-6, [x|0[+|-6, |x|[-6 |x|[0||+]| 0 0O -1|[0|=|-¢
0| (o] |0 0| [of] |[-S, ¢, 0]g| O

2y, =R, (z(,[iz + lv,)+ ‘0, xp,+2%0, x(lklz(,dz)+ ‘o, x

10
=lo 1
00
[0
=|-g |+

L,

_o O

_éldl

0

0
0

+

d,

+2

o 0 i
-8 ||+ —él x| 0
Lo]) Lo] [a]
0,d, 0
0 0 (=
0 5

0
+2 —0

9(17— Gd

I d, - 91 d,

1
0
0

0
|
0

“('a
0
0
1

0
0

d,

XJP2)=
0

+ -6, |x
0

0 0
-6, [x]| 0
0 d,

‘R, (Z() q+"v
'p1=1[0,0,0)"
c, 0 =S
‘R,=|S 0 C
0O -1 0
0
'@, = ._9'l ‘@,
0

2

p2=[0,0,ds]" 2o =1[0,0,1]7
1 00 G 0 -8

'R,=[0 1 0 ‘R,=|S, 0 C
00 1 0 -1 0

0 0 0

-él ld)l = —él 2(’)2 = _91

0 0 0
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DINAMICA

Modelo dinamico - Robot rigido multiarticular

Util
Ejemplo - Método iterativo de Newton-Euler Kracantitn 0 q ’ o
1 0, 0 0 90
NE7.  Calcular la aceleracion lineal del CM de todos los eslabones i 2 0 d 0 0
'a, ='@, x's, +'o, ><('(ol X 's1)+ g ‘a, ="'@, x's; +'m, x(’(o, X 's,)+ v,
0 0 0 0 0 0 -6,L,
. . - l — 2 0 —
=|-6, (x| 0 |+|-6, [X||[—6,|%X]| 0 ||[+|-g|=| -g 51 [O’O’Ll] 52 [0’0’0]
0 L 0 0 L 0 -6° % w
; ; %' 0 -6,d, -20,d,
I"I =|-g 3‘.,2 — _g
2a, = 2(io:><:s_,+'(»)zx(zmzxzsz)~4~2v_,= 0 d,-0}d,
0| o] | O 01 fo -6,d,-20,d, | |-6d,-264d, 0 0 0 0
: —él x| 0 [+ _él X _él x[ 0|+ 7§ = -8 l(’)l = _éx ‘m, = —é[ ld)l =|-6, ‘o, = -6,

0| (o]0 0] [0 d, —6d, d, - 67d, 0 0 0 0
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DINAMICA

Modelo dinamico - Robot rigido multiarticular

Util
Ejemplo - Método iterativo de Newton-Euler ArBeulacion 0 q » .
1 0, 0 0 90
NES. Obtener la fuerza ejercida sobre el eslabén i: 2 d, 0 0
ro. w » : e i i i+l i
0 -6,d,-20,d, | |-6,dm,—26,d,m, f.="Ri, f,+m a
2 _2p 3 2. _2 o - e
f,="R;f;,+m,"a, ="R,| 0 |+m, ) g ) ‘u.nz c 0 -, i 60 c, 0 -s
0 | d,-6/4d, dym, — 6> d,m, 'R,=|S, 0 'R,=[0 1 0 ‘R;=|8 0 ¢
0 -1 0 0 0 1 0 -1 0
1 0 0||-6d,m,-26,d,m, -0,l, -6,L, -6,d, — 26,d,
'f,='R, f,+m,'a, =[0 1 0 —gm, +m | -g 'a,=| -g 2q, = ~g
0 0 1] Jynz - 9,3c13m: —67,31I 6L, d, -6,2d,

—-6,d,m, —26,d,m, —6,l,m,
= —g(m, +m,)

? o =
dym, —6,"dym, —6,"I;m,
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DINAMICA

Modelo dinamico - Robot rigido multiarticular

Util
Ejemplo - Método iterativo de Newton-Euler ArBeulacion 0 q » .
1 ) 0 0 -90
NE9.  Calcular el par ejercido sobre cada eslaboni. 2 0 4 0 0
9 " " o 9 " ” ’nf:‘Ri+l[i+lnl+l+(’+lR:Ipl) H‘I"I«*I:I (pi+’sl)xn1/‘al+ililwl+iwlX(iliiw:)
anani[ (R p, p,+ ’s, x:n:'a3+'lz‘(bz+‘wlx('lz-'m2)
o o G 50 G 0 =S 100 G 0 =§
S ‘Riy=|S 0 ¢ 'R,=[0 1 0 ‘R;=|8 0 ¢
=0 1 0 O+|0|[+]|[ O |+]0]||xm, -8 + 0 -1 0 0 0 1 0 -1 0
[0 0 1_ d, -67d,
_ § 000 -6,d, - 20,d, 0
000 0] (fo o o][o0 dymyg WP vl [TV (e mil E [ QPSR §
3 = i e 2 = 5y = -(i)z.—_ —9‘ 0, =|—b
+(0 0 0|8 |+|-6, [x|[0 0 0|6 ||=|(-b,d —26d,d,)m, D i _8%, . N
[0 0 0f | 0 00 0[]0 0
3= 3n3=0 2py = [0,0,dy]" [0,0,0]
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Modelo dinamico - Robot rigido multiarticular

DINAMICA

Ejemplo - Método iterativo de Newton-Euler Articulacion 0 d " .
I 0, 0 0 90
NE9.  Calcular el par ejercido sobre cada eslabén . 2 0 0
i e i+l i+l i i+1 i i iy i i i
i " oy 5 n; = Ri+l[ “i+x+( R, P,‘) f:+|:| ( p;+ si)xmi a+'L'o+ wix( L wi)
n = Rz[ n2+( R, p,)x fz:l ( P+ s)xmI a,+'l'e + ' x I (:)l
i i G 0 =S 100 ¢, 0 -5
1 0 0 o 2 2 0 9d m, — 29d n, °R,=|5, 0 Cc '‘R,=|0 1 0 ‘R,=|5, 0 ¢
= 0 l 0 ‘ (—9,(12' —29|d2dz)"12 + 0 X -enh 0 _l 0 0 0 l 0 '—l O
[0 0 1 0 0 d,m, 9 d m,
6L . .. 0 0
~ " C 0 0 1™ -6, d,m, =20, dym, | s 3 B
o] Jo -6Lm | [0 0 0 00 0][0 Rasl -2 2, Com, o= | 'a =|-6
+|[0]+| 0 |[x| —gm, [+|0 0 0] |-6, [+|-6 |x||0 0 0]||-6 -67L, ity ~ &2 dm, 0 0
o] |L, —6Lm, | [0 0 0] 0 0 00 0||oO
] ) dymyg 'p1 =0,0,0]" 000
dymyg Lmg (dym, + Limy) g 2ny=|(-6ids” ~26,dd, ) m, 'L=(0 0 0
= (—é,(122 - 29,()3112)"12 - —é,Lfm, - (—é,dz2 - 291‘31‘12)"’2 —élLfml 0 =[0,0,L4] 000
0 0 0
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Ejemplo - Método iterativo de Newton-Euler

NE10.

2T 2
F="1

T,="n] 'Ryzp = (—é,d:2 - 2("9,d'2¢12)m2 -6,L°m,

ve = » T
-6,d,m, —20,d,m,

Rz, =

—gm,

.. .
d,m, —6;d,m,

= (é,dz2 + 29,()2(12)n12 % é,L,Zml

(dymy +Lim,)g

0

0

1

Calcular lafuerza o par aplicado a la articulacion i

& 2
1 0 |=dym, —6;d,m,

0

A =1

0

T = (Oldl2 +20,d,d, )m2 +6,L’m,

F,=m

2

3

Y
A

~ )
- m,d,0,”

DINAMICA

Modelo dinamico - Robot rigido multiarticular

Articulacion 0, d, a @
I 0, 0 0 90
2 d, 0 0
inIT iRi—IZO si el eslabon i es de rotacion . g
Ti=. . Zy = [ 1Y ]
'fIT 'R i—1%0 si el eslabon i es de traslacion
C, 0 -=§ 1 00 cC, 0 -§
‘R,=|S 0 C 'R,=[0 1 0 ‘R,=|S, 0 C
0o -1 0 0 0 1 0 -1 0
—é,dzm2 - 29,()2n13 —éldzm2 - 29,(@712 - é, lm,
2f3 = —gm, lf, = -g (ml + mz)
dymy — 6, dym, | dym, — 0> d,m, — 6,2 1,m,
d,m,g [ (a':m2 + Lim, )g
2n2 = (-é,dz2 - 205,('13(11)"12 'n,= (_éndz2 ~20,d,d, )’"2 -6,Lim,
0 0
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El modelo dindmico hasta ahora relaciona las coordenadas articulares con los pares y
fuerzas que estas desarrollan. No obstante, en ocasiones es conveniente tener el
modelo dindmico expresado en el mismo sistema del espacio de la tarea.

El espacio de la tarea es el lugar en donde se desarrolla el trabajo, y por lo tanto es el
ambiente referenciado con un sistema cartesiano fijo, en el cual se lleva a cabo el
objetivo del robot.

En otras palabras, es describir todos los datos ( trayectorias, fuerzas, pares, etc) en el
sistema de coordenadas fijo del entorno de trabajo [X(t), V(t), A(t), T(t)]

DINAMICA

Modelo dinamico en el espacio de la tarea

T(t)

at)
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Modelo dinamico en el espacio de la tarea

Recordando que el vector de velocidades lineales y angulares del extremo del robot
x se relaciona con el vector de velocidades articulares a par¢ de la matriz jacobiana T(t)
J, como sigue: 1

X = [dy, @y, &5, 6u, 0y, 0] x=Jq

a4 =[q1,qo,-.Gn)"

Y también que la potencia es indiferente del referencial que se esté considerando, lo

que significa que: . .
TTx =75

Se obtiene que:

p=JL

DINAMICA
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Modelo dinamico en el espacio de la tarea

Utilizando laigualdad hallada: 7T = JTT y laderivada: Xe= Jq
x=Jq+Jq
G=J'%-J"'Jq (t)
en la ecuacion matricial del modelo dindmico que se presenta en la siguiente forma: T1
™ =M(q)§ + C(q,4) + G(a) a{t)

DINAMICA

T[t)
q{t)
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Modelo dinamico en el espacio de la tarea

Utilizando laigualdad hallada: 7T = JTT y laderivada: Xe= Jq
x=Jq+Jq
G=J"'%-J'Jq
en la ecuacion matricial del modelo dindmico que se presenta en la siguiente forma:

7 =M(q)q + C(q,q) + G(q)

Se puede deducir:

JTT=MJI % -MJI1Jg+C+G

DINAMICA

T[t)
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DINAMICA

Modelo dinamico en el espacio de la tarea

Utilizando laigualdad hallada: 7T = JTT y laderivada: Xe= Jq
x=Jq+Jq
G=J"'%-J'Jq

en la ecuacion matricial del modelo dindmico que se presenta en la siguiente forma:

7 =M(q)q + C(q,q) + G(q)

Se puede deducir:
JTT=MJI % -MJI1Jg+C+G
Despejando T:

T=JT)'™MI % - (IT)'MIJg+IT)'C+(IT)'G
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DINAMICA

Modelo dinamico en el espacio de la tarea

T[t)

Utilizando laigualdad hallada: 7 = JTT y la derivada: x=Jq TB(t)
x=Jq+Jq
G=J"'%-J'Jq

en la ecuacion matricial del modelo dindmico que se presenta en la siguiente forma:

7 =M(q)q + C(q,q) + G(q)

Se puede deducir:
JTT=MJI % -MJI1Jg+C+G
Despejando T:

T=JT)'™MI % - (IT)'MIJg+IT)'C+(IT)'G

T = Mj% + C; + G
M= (JO)MJ!

C;= (JHHC - MJILJg)
G = (Jh)l@

LLegando al Modelo en el espacio de la tarea:
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Simulacion dinamica

Para simular el movimiento de un manipulador, sera imposible en la gran mayoria de los
casos resolver las ecuaciones de movimiento analiticamente, por lo que se debera hacer
uso de alguno de los métodos de integracién numérica existente.

Como método basico se explicara la integracion de Euler (hacia adelante) existiendo
métodos mas sofisticados que son recomendados para obtener resultados mas precisos.

Este método se obtiene a partir de utilizar una expansion en serie de taylor para la
posicion B(t) y la velocidad  #(t) para aproximar O(t + At)’ g(t + At) en
funcion de los datos conocidos en un tiempo t.

Sea entonces At el tiempo entre el instante t y el tiempo en el que quiero conocer la
posicién y la velocidad y asumiendo que conocemos el modelo dindmico del sistema, se
tiene que:

O(t + At)
Ot + At)

sit<tf —» t=t+At

DINAMICA

O(t) + O(t)At
O(t) + O(t)At + %é(t)Atz

sit>=tf

>

FIN
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Simulacion dinamica

Comentarios sobre Euler hacia adelante

Es un método explicito
Su comportamiento es condicionalmente estable, lo que significa que converge
dependiendo de el Time-Step que se utilice (At).

° Se pueden desacoplar las matrices puesto que se tienen todos los datos del
estado (t) para resolver el estado t+At.

° Para métodos incondicionalmente estables (que permiten At mayores) se
necesitan métodos implicitos, lo que complejiza la resolucién xq no se pueden
desacoplar las ecuaciones como en este caso.

. En el implicito, no se poseen todos los datos para resolver t+At, por lo que hay
que resolver el problema matricialmente, todo el “mismo tiempo”.

DINAMICA
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Saben lo que es Google Colab?

Préximas clases:

e Martes: en salas de maquinas UdelaR D
e Jueves: en salas de maquinas UdelaR C



