Capitulo 5

Planejamento Sequencial de
Experimentos para Estimacao de
Parametros Precisos

No Capitulo 4 foram apresentados critérios de otimalidade e foi introduzido o conceito
de planejamento seqliencial de experimentos. Neste capitulo, o planejamento sequencial de
experimentos sera aplicado ao caso especifico em que se pretende melhorar a precisdo dos
parametros estimados e, consequentemente, melhorar as predi¢cGes obtidas com um modelo
matematico em particular. Portanto, no presente capitulo se admite que o analista ja
desenvolveu um modelo para representar um problema experimental particular e que também
conta com um conjunto inicial de estimativas para os parametros do modelo. Isso em nada
restringe a generalidade do estudo aqui proposto, pois estd implicitamente admitido que o
experimentador ja passou pelas fases anteriores de planejamento e experimentacdo, como
discutido no Capitulos 1 a 4.

Nos Capitulos 2 e 3 foram apresentados alguns métodos de planejamento de
experimentos, embora todas as técnicas discutidas tenham sido direcionadas para o estudo de
modelos com estruturas matematicas pré-estabelecidas, como no caso dos modelos lineares nos
parametros descritos pelas Equacdes (2.9), (2.29) e (2.37). Por causa da linearidade, a matriz de
covariancia dos parametros depende apenas das condices experimentais escolhidas (Equacgéo
2.39); ou seja, dos valores estabelecidos para as variaveis independentes. Assim, a escolha
adequada dos valores das variaveis independentes, por meio de planos fatoriais € meio-
fatoriais, permitiu obter parametros néo correlacionados e com a menor incerteza possivel.

E importante enfatizar, no entanto, que a maioria absoluta dos modelos matematicos
usados para descrever o comportamento de processos e/ou experimentos tipicos das areas de
engenharia ndo se enquadra na categoria dos modelos considerados nos Capitulos 2 e 3.
Modelos lineares nos parametros sdo usualmente utilizados apenas para a analise empirica de
experimentos, para desenvolvimento de aplicacdes simples que ndo exigem grau de preciséo
muito elevado do modelo ou como uma primeira ferramenta de modelagem do processo. Um
exemplo claro dessa afirmacdo € o conhecido efeito causado pela temperatura sobre a
velocidade de uma reagdo quimica, expressa de acordo com a equacao de Arrhenius:

K=K, exp(—%j (5.1)

onde a constante de velocidade especifica K é uma funcdo exponencial do inverso da
temperatura. Deve ser observado que a equacgdo de Arrhenius possui dois parametros, Ko e AE,
que apresentam uma relacdo ndo linear com a resposta do modelo; portanto, 0 bem-conhecido
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modelo de Arrhenius, usado em uma grande variedade de aplica¢des da Engenharia Quimica,
ndo é linear nos parametros. Dessa forma, as técnicas apresentadas nos Capitulos 2 e 3 ndo
permitem a estimag&o precisa e independente dos parametros do modelo de Arrhenius. Usando
a nomenclatura proposta no Capitulo 2, o plano experimental fatorial ndo é ortogonal quando o
modelo de Arrhenius é considerado (veja Exemplo 5.1).

Um ponto muito importante a ser considerado € que a matriz de covariancia dos
parametros depende, além dos valores das condi¢bes experimentais, também dos valores dos
parametros, quando modelos ndo-lineares nos pardmetros sdo utilizados. Assim, ndo é possivel
definir a priori quais sdo as condicdes Otimas de experimentacdo, pois no inicio do
planejamento os valores dos pardmetros ainda ndo sédo conhecidos (veja Exemplo 5.1). Uma
alternativa possivel é considerar estimativas iniciais para os parametros (sempre com certo grau
de arbitrariedade, como a partir de uma analise de valores utilizados em problemas similares na
literatura) e realizar o planejamento. A qualidade dos resultados obtidos certamente estara
sujeita a proximidade entre os valores arbitrados inicialmente e os valores reais e
desconhecidos dos parametros. Uma segunda alternativa possivel consiste na realizacdo de um
conjunto inicial de experimentos, utilizando, por exemplo, um plano meio-fatorial minimo de
experimentos (como discutido no Capitulo 3) que permita a estimacdo preliminar e ndo 6tima
dos parametros do modelo. Se o conjunto inicial de experimentos for pequeno, a exatidao e a
precisdo dos parametros obtidos certamente ndo serdo muito boas, mas serdo possivelmente
melhores que os valores arbitrados a partir de uma analise de dados publicados na literatura (a
ndo ser gque ja se tenha um bom conhecimento prévio sobre o sistema em estudo). A partir das
estimativas paramétricas disponiveis, 0s novos experimentos podem entdo ser planejados de
forma sequiencial, usando os critérios especificos de planejamento de experimentos discutidos a
seguir.

A Figura 5.1 apresenta um fluxograma esquematico usado para representar 0
procedimento de planejamento sequencial de experimentos que visa a obtencdo de parametros
precisos. A Figura 5.1 mostra que a técnica de planejamento de experimentos esta intimamente
ligada ao procedimento de estimacdo de parametros, ja que s6 é possivel obter as estimativas
paramétricas e avaliar a qualidade dos parametros estimados apds a etapa de estimacgdo. O
procedimento proposto possui dois critérios especificos de parada. O primeiro critério de
parada, relativo ao sucesso do procedimento, ocorre quando a precisdo dos parametros alcanca
o valor desejado. Caso a precisdo obtida ndo seja satisfatdria, um ou mais experimentos
adicionais devem ser planejados, de acordo com algum critério de planejamento. O segundo
critério de parada, relativo a impossibilidade de alcancar a precisdo desejada, é usado para
interromper a atividade de planejamento quando se verifica que ndo serd possivel obter a
precisdo desejada. Nesse caso, o procedimento deve ser interrompido e 0s objetivos
perseguidos devem ser reavaliados. Por exemplo, pode-se expandir a regido vidvel de
experimentacdo, para incluir pontos experimentais mais adequados a estimacao; aperfeicoar a
precisdo das medidas experimentais, de forma a possibilitar a diminuicdo dos erros
paramétricos; ou simplesmente relaxar a qualidade perseguida, aceitando-se incertezas
paramétricas maiores que as inicialmente imaginadas. Caso seja possivel diminuir os erros
paramétricos na forma pretendida, um novo ou alguns novos experimentos devem ser
realizados e incorporados ao conjunto de experimentos ja realizados, repetindo-se o ciclo de
planejamento experimental.
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Figura 5.1: Fluxograma esquematico de um planejamento seqiiencial de experimentos para
aumentar a precisdo dos parametros de um modelo.

A idéia central deste Capitulo é apresentar a técnica de planejamento sequencial de
experimentos para a estimacdo de parametros precisos, considerando-se a existéncia de um
conjunto inicial de experimentos que possibilita a obtencdo de boas estimativas iniciais dos
valores dos parametros. Os experimentos devem ser planejados para minimizar 0S erros
paramétricos, levando simultaneamente a estimacdo de parametros precisos e a predicdo mais
acurada dos modelos.

5.1 — A Matriz de Covariancia dos Parametros

Conforme amplamente discutido no Volume | desta série de publicagbes, o
procedimento de estimacdo de parametros se inicia com a definicdo da funcédo objetivo, propde
a minimizacao desta funcdo para a obtencdo das estimativas dos parametros e é finalizado com
a analise estatistica dos resultados obtidos. Com relagcdo aos parametros obtidos, uma medida
da qualidade das estimativas € caracterizada pela matriz de covariancia dos parametros. A
diagonal principal da matriz de covariancias apresenta as variancias dos parametros, enquanto
os demais elementos posicionados fora da diagonal principal representam as covariancias entre
pares de parametros. Na Secdo 5.7 do Volume | desta série de publica¢Ges e no Capitulo 4 do
presente volume foi mostrado que a matriz de covariancia dos parametros pode ser usada para
a construcao da regido de confianga dos parametros, conforme mostrado na equagéo abaixo:

(a —d)T V,' (@ —a) =c (5.2)
onde ¢ é uma constante que depende do nivel de significancia exigido (ver Se¢do 5.7 do
Volume | desta série de publicagcdes). A utilizacdo da Equacdo (5.2) para a construcdo da

regido de confianca gera a uma hiper-elipse no espaco dos NP pardmetros.

O célculo da matriz de covariancias dos parametros depende diretamente da fungédo
objetivo usada para a estimagdo dos parametros. Considerando que 0s erros experimentais
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seguem a distribuicdo normal, uma forma geral para o calculo da matriz de covariancias dos
parametros € a definida na Equacdo (4.82) do Volume | desta série de publicacGes, que foi
definida como:

v, =[B"V,'B]" (5.3)

onde Vy é a matriz de covariancias dos erros experimentais, que leva em consideracao os erros
de todas as variaveis dependentes em todos o0s experimentos realizados e B é a matriz de
sensibilidade (derivadas) das respostas do modelo em relagdo aos parametros. A matriz
definida na Equacdo (5.3) é exata se 0 modelo é linear nos pardmetros, mas se o modelo é nédo
linear, ela fornece apenas um resultado aproximado.

Considerando que os experimentos sdo realizados de forma independente, a matriz de
covariancias dos parametros pode ser calculada como:

V, = [NZE: B/V,'B, } (5.4)

i=1
onde Vy; é a matriz de covariancias dos erros experimentais apenas do experimento i.

Nos Capitulos 2 e 3 foi discutida e mostrada a estreita relagdo que existe entre o
planejamento experimental e a matriz de covariancias dos parametros, uma vez que as
condicOes experimentais devem ser escolhidas de maneira a fazer com que os elementos néo
diagonais de V, sejam nulos, eliminando a correlagéo entre os parametros e gerando um

planejamento ortogonal. Além disso, as condicdes experimentais também podem ser escolhidas
de forma que os valores das variancias dos parametros, presentes na diagonal principal de V,,

sejam 0s menores possiveis, permitindo obter assim parametros precisos e ndo-correlacionados.
Entretanto, isto s6 foi possivel nos capitulos anteriores porque 0os modelos considerados tinham
estruturas matematicas pré-estabelecidas: modelos lineares nos parametros e formado por
funcBes impares. Para o caso de modelos ndo-lineares, a definicdo das condicbes experimentais
6timas pode ser mais complicada, conforme ilustram os Exemplos 5.1 e 5.2.

Exemplo 5.1- Considere 0 modelo de uma reacdo irreversivel A - B, de primeira ordem,
realizada em um reator batelada com volume constante. O modelo matematico que descreve
como a fracdo ndo reagida do componente A (y) pode ser proposto na forma:

y:exp(—t exp[a —%D
T

onde a1 = In(ko) e a2 = AE/R séo os pardmetros do modelo que devem ser estimados.

Deve ser admitido que sejam realizados experimentos isotérmicos, mas em diferentes
temperaturas T, variando-se a duracdo do experimento (diferentes tempos t). Admite-se ainda
que os experimentos sejam independentes com distribuicdo normal, mas que o erro (variancia)
experimental de y possa variar com a condi¢cdo experimental. O problema que deve ser
resolvido é o de obtencdo da matriz de covariancias dos parametros.
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Como foi admitido que os experimentos séo realizados de forma independente, a matriz
de covariancias pode entéo ser calculada como

= Ty /-1 B
\Q::{EZBiV%Ii}

i=1

Neste caso particular, em que o modelo tem somente uma resposta, a matriz de covariancias
dos parametros pode ser escrita como:

NE BTB -1
i

i=1 O-i

sendo Bi a matriz das derivadas do modelo em relag&o aos parametros. Para 0 modelo proposto
acima, a matriz de sensibilidades fica na forma:

oy _ _% _ _%
a_al { t exp[ozl T Dexp{ t exp[ox1 T D

BT = =

| ﬂ t—iex a—& exp| —t ex 05—ﬂ
oa, T Pl T P| —Liexp| o T

ou de uma forma simplificada

an(%)
Bl =| yiIn(y)

T.

Deve ser observado que y; é o valor predito pelo modelo na condi¢do experimental i,
que é funcdo dos valores dos parametros. Substituindo a matriz B na equacdo que define a
matriz de covariancias dos parametros, obtém-se:

- -1

T (vin(y) 1 (yin(y)
e L

Assim, para 0 modelo classico de Arrhenius definido anteriormente, a matriz de
covariancias dos parametros depende dos valores dos proprios pardmetros. Resultado similar
foi encontrado no Exemplo 4.26 do Volume | desta série de publica¢fes. Portanto, como
discutido anteriormente, ndo € possivel estimar a priori a matriz de covariancias paramétricas
sem que se disponha de uma estimativa inicial dos parametros do modelo. Essa caracteristica
dos modelos néo lineares é contraditdria e impde um desafio a mais para o experimentador, ja
que so € possivel escolher as condigdes experimentais que permitem a minimizacdo da matriz
de covariancias dos parametros se for possivel estimar a priori os parametros do modelo.
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Contudo, o objetivo principal do planejamento experimental é exatamente revelar os valores
dos parametros do modelo. Portanto, exige-se como informacdo de alimentacdo do
procedimento de planejamento um dado que deve ser a principio obtido como resultado do
proprio planejamento. Sendo assim, quanto maior a quantidade de informacéo disponivel,
melhor o desempenho do planejamento proposto.

Exemplo 5.2- Considerando agora um caso similar ao do Exemplo 5.1, mas admitindo-se que
todos os experimentos sao realizados ha mesma temperatura, chega-se a:

y=exp(—k t)

onde k é a constante cinética da reacdo, cujo valor pretende-se determinar. Admitindo
novamente que 0s erros seguem a distribuicdo normal e que o0s experimentos Sao
independentes, a matriz de covariancias dos parametros pode ser escrita como

V, = 5

i=1 oF

& t? exp(—2kt, )T

Como o modelo tem somente um pardmetro, para aumentar a precisao paramétrica
basta buscar as condi¢cGes experimentais que maximizam o0 termo entre colchetes.
Considerando que apenas um experimento deve ser feito, deve-se buscar o valor de t que
maximiza a expressao

t’ exp(—2kt; )

2
O

Admitindo-se que 0s erros experimentais sdo constantes e ndo dependem do tempo de
experimentacao (o que pode ocorrer quando as incertezas experimentais estdo concentradas na

medida analitica, por exemplo), o valor de o’ ndo precisa ser considerado, pois é uma

constante que multiplica a expressdo. Para encontrar o valor 6timo de t, deriva-se a expressédo e
iguala-se a zero:

%[tz exp(—2kt)} =0

2texp(—2kt)— 2kt* exp(—2kt) =0

Como o termo exponencial s € igual a zero quando t ou k sdo infinitos, solu¢bes que
ndo tém interesse pratico, este termo pode ser eliminado da equacao, resultando em:

t—kt>=0

t(1-kt)=0
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A equacdo anterior € igual a zero quando t é nulo, o que também n&o tem interesse
pratico, ou quando t = 1/k. Assim, o tempo Otimo para se fazer a medicdo experimental é
aquele que resulta em um tempo de reacdo igual a 1/k; ou seja, o tempo 6timo de medigdo
depende do valor do parametro. Se o parametro € desconhecido, ndo é possivel definir o tempo
6timo de experimentacdo. Este resultado ilustra mais uma vez o aumento da complexidade do
planejamento de experimentos quando modelos nao-lineares sdo considerados.

Os Exemplos 5.1 e 5.2 mostram de forma clara que ndo € possivel obter solucGes
simples de planejamento de experimentos, como as obtidas durante a construgdo dos planos
fatoriais e meio-fatoriais, quando os modelos séo néo lineares nos parametros. Nesses casos, as
condicBes 6timas de experimentacdo dependem dos valores dos pardmetros, 0s quais podem
ndo ser conhecidos a priori. Como discutido anteriormente, uma forma de resolver este
problema é realizar um conjunto inicial de experimentos, com condigdes escolhidas de forma
arbitraria (ou segundo um plano fatorial), e obter estimativas iniciais dos parametros a partir
desses experimentos. Essas estimativas podem entéo ser usadas para o planejamento sequencial
Otimo dos experimentos, dando continuidade ao estudo experimental. Esta € a idéia basica do
planejamento sequiencial de experimentos — a partir de um conjunto inicial de experimentos,
novos experimentos sdo planejados até que se alcance o objetivo pretendido, como, por
exemplo, fazer com que 0s erros paramétricos se encontrem dentro de um limite de tolerancia
aceitavel. No entanto, antes de iniciar o planejamento seqliencial propriamente dito, €
conveniente introduzir um conceito muito importante, que é o de matriz de covariancias
posteriores dos parametros, tema central da proxima secao.

5.2 — A Matriz de Covariancias Posteriores dos Parametros

Apbs a realizacdo de um conjunto inicial de experimentos e utilizacdo deste conjunto de
dados para a estimacdo de parametros do modelo pré-estabelecido que representa o processo ou
0 experimento, o pesquisador pode ndo estar satisfeito com os resultados obtidos. Em
particular, o analista pode desejar o aperfeicoamento da precisdo dos parametros e das
predicdes do modelo. Assim, o pesquisador deve planejar novos experimentos com o objetivo
especifico de melhorar a precisdo do modelo (parametros e predicGes). Mas a questdo
fundamental esta relaciona a definicdo das condicBes experimentais que permitem obter 0s
melhores resultados; isto €, a definicdo das condi¢Bes experimentais que permitam a obtencao
dos parametros e predicfes mais precisas. Para isso, é necessario definir como as novas
condicdes experimentais a serem realizadas afetam a precisdo paramétrica, de forma que seja
possivel escolher as melhores condicGes dentro de uma certa regido de experimentacdo. Uma
forma de prever como a precisao dos parametros muda com a adi¢cdo de novos experimentos ao
conjunto de dados é definir a matriz de covariancias posteriores dos parametros.

Para mostrar como a matriz de covariancias posteriores pode ser calculada, considera-se
a principio a matriz de covariancias dos parametros definida na Equacéo (5.4). Dividindo-se o
conjunto de NE experimentos em dois grupos, é possivel escrever:

j=1+k

-1
k NE
V, = ;ijy;lsi +> B}vﬂlsj} (5.5)

Se o primeiro conjunto de k experimentos ja foi realizado, entdo a primeira soma da
Equacdo (5.5) corresponde ao inverso da matriz de covariancias dos parametros baseada nos
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experimentos ja realizados, V,. A segunda soma corresponde aos efeitos previstos com a

adicéo das novas condigdes experimentais, de maneira que a Equacgéo (5.5) pode ser reescrita
como:

NA -1
V, = h“ B/V,'B, +v‘;1} (5.6)

onde NA ¢é o nimero de experimentos adicionais e \7u € a matriz de covariancias posteriores

dos pardmetros. Na Equacdo (5.6), o simbolo ” indica que a matriz é obtida como uma
estimativa da nova matriz a ser caracterizada apés a realizacdo dos novos experimentos, ja que
a Equacdo (5.6) é calculada com base apenas nos experimentos que ja foram realizados.
Observe que as novas condi¢Ges experimentais sdo incorporadas na Equacédo (5.6) através da
matriz B. Além disso, esta matriz € dependente, no caso de modelos ndo lineares, dos valores
dos parametros. Para isso, devem ser usados os valores dos parametros estimados com o
conjunto de experimentos j& realizados. Quando os novos experimentos forem adicionados de
fato ao conjunto total de experimentos, 0s parametros deverao ser re-estimados e a hova matriz
de covariancias dos pardmetros devera ser recalculada, ndo devendo ser igual a matriz de
covariancias posteriores dos parametros devido as provaveis mudancgas nos valores dos novos
parametros estimados. Apesar disso, com 0 aumento do nimero de experimentos, espera-se
que as estimativas dos parametros ndo mudem muito com a inclusdo de novos experimentos,
tornando a Equacdo (5.6) bastante confidvel. De qualquer forma, deve-se ressaltar que a
inclusdo dos novos experimentos deve resultar na reducdo das incertezas paramétricas, mesmo
que o efeito capturado pela Equacdo (5.6) ndo seja completamente representativo do resultado
real final obtido, por conta do desconhecimento dos parametros reais do modelo.

Por conta da discussdo anterior, a matriz de covariancias posteriores dos parametros
pode ser usada para a definicdo das novas condi¢bes de experimentacdo, com o objetivo de
diminuir os erros paramétricos. Apds a realizacdo dos novos experimentos, re-estimacdo dos
parametros e célculo da nova matriz de covariancias, o pesquisador pode optar por planejar
experimentos adicionais, se a precisao paramétrica desejada ainda ndo tiver sido alcancada, ou
por finalizar o procedimento, caso esteja satisfeito com a precisdo alcancada ou tenha
observado que ndo é possivel atingir a precisao inicial estabelecida.

A matriz de covariancias posteriores dos parametros apresentada na Equacgéo (5.6) pode
ser modificada ou simplificada para aplicacfes especificas. Por exemplo, considere que 0s
erros paramétricos baseados no conjunto atual de experimentos sdo muito grandes. Nesse caso,
os elementos da matriz V, sdo muito grandes, de maneira que sua inversa apresenta valores
muito pequenos e que podem ser desprezados. Assim, a matriz de covariancias posteriores dos
parametros pode ser calculada como:

V, = &A“ BiTVyilBi] (5.7)

i=1

E interessante observar que, quando ainda ndo foram realizados experimentos, a matriz
V, nédo é conhecida. Por outro lado, se ndo é conhecido o valor dos pardmetros, pode-se
também dizer que as incertezas paramétricas sdo muito altas, de forma que a matriz de
covariancias posteriores dos parametros pode ser reduzida a Equacdo (5.7). Assim, a Equacéo
(5.7) pode ser usada para o planejamento de um conjunto inicial de experimentos,
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considerando-se 0 modelo ndo linear nos parametros. O problema, no entanto, € que a matriz B
depende dos valores dos parametros quando modelos ndo lineares nos parametros sdo usados,
de maneira que ndo é possivel calcular a matriz de covariancias posteriores definida na
Equacdo (5.7) sem que se tenha uma estimativa dos parametros do modelo. Como ja discutido,
uma alternativa possivel € considerar valores para os pardmetros a partir da andlise de
problemas similares publicados na literatura. Uma outra estratégia possivel é considerar
diversos valores dos pardmetros em uma faixa paramétrica admissivel, baseada em estudos
prévios ou pressupostos tedricos, e calcular um valor médio para a matriz de covariancias
posteriores.

Considerando adicionalmente que a matriz de covariancias dos erros experimentais €
diagonal (isto €, que as medidas experimentais sdo independentes) e que 0s erros experimentais
sdo constantes e iguais a o, a Equagéo (5.7) pode ser reescrita como:

V, =o? {i B?Bi} (5.8)

Em muitos casos, quando ndo se tem conhecimento prévio sobre o comportamento do
erro experimental, a utilizacdo da Equacdo (5.8) pode ser justificada, apesar de essa equacao ter
sido obtida a partir de uma grande série de simplificacdes. Na verdade, a Equacédo (5.8) tem
sido muito utilizada em trabalhos da literatura, a despeito do elevado grau de simplificacdo
introduzido.

5.3 — Os Critérios de Planejamento

Conforme discutido no Capitulo 1, uma das primeiras questdes que devem ser
respondidas antes de se iniciar um planejamento de experimentos diz respeito aos objetivos
perseguidos pelo estudo. Neste capitulo, o objetivo claro e explicito para a realizacdo de
experimentos é a diminuicdo dos erros paramétricos e, consequentemente, o aperfeicoamento
da predicdo do modelo matematico considerado. Embora o objetivo seja unico e bem posto,
diversos critérios de planejamento podem ser propostos para definir as condi¢cbes mais
adequadas para a experimentacdo; portanto, a escolha das condi¢bes experimentais étimas pode
depender do critério de planejamento adotado. No Capitulo 4 foram definidos alguns critérios
de otimalidade, que séo revisados a seguir no contexto do planejamento sequencial de
experimentos.

5.3.1. Critério do VVolume ou do Determinante

O critério do volume é baseado na minimizagdo do volume da hiper-elipse no espaco
dos NP pardametros do modelo. Como ja foi discutido no Capitulo 4, este volume é
proporcional ao produto dos valores caracteristicos (ou autovalores) da matriz de covariancias
dos parametros, que por sua vez é igual ao determinante da matriz de covariancias dos
parametros. Por isso, este critério tambem & chamado de critério do determinante e, de acordo
com os critérios de otimalidade definidos no Capitulo 4, este é um critério D-6timo. Assim, a
aplicacdo deste critério consiste na escolha das condigdes experimentais que minimizam o
volume da regido de confianga dos pardmetros, que corresponde a minimizagdo do
determinante da matriz de covariancias posteriores dos parametros (ou, de forma anéloga, que
maximizam o determinante do inverso da matriz de covariancias posteriores dos parametros).
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Definindo as matrizes:

V,, 0 L 0
- 0 Vv, L 0 -
M MO M (59)
0 0 L V,u
e
Bl
p-| > (510
= ,
BNA
pode-se re-escrever a Equacéo (5.6) na forma:
¥, =[pmp+v, ] (5.11)

De acordo com Bard (1974) (veja a lista de leituras complementares recomendadas),
deve ser observado que:

det(\7(;1) =det (BT B+ V,") = det(V,")det(I+V,BII ') (5.12)
Como det(1+AB)=det(l+BA), pode-se escrever:

det(\?;l) =det(V,")det(1+pV,pTI") (5.13)

det(\?j) = det(V,")det (I )det(TT+BV,B") (5.14)

Como det(V,*)det(TT™*) é necessariamente uma constante positiva, ja que ambas as

matrizes sdo positivas definidas, ao invés de maximizar det(\?j), pode-se também maximizar

a funcdo:
f (X%, Xy ) =det(TT+BV,BT) (5.15)

E importante observar que a matriz IT contém os erros experimentais de todos os
experimentos considerados e que a matriz BV,B" é a matriz de covariancias das incertezas de

predicdo devidas aos erros paramétricos. Assim, a soma IT+BV,B" consiste no erro total de
predicdo, conforme foi definido na Equacéo (4.86) do Volume | desta série de publicacdes.
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Dessa forma, o critério do volume leva necessariamente a realizacdo de experimentos
em regides experimentais onde o erro de predicdo é maior, j& que € justamente nestas regides
experimentais que as predi¢cdes do modelo s&o mais incertas e precisam ser reduzidas para
aperfeicoar o conhecimento sobre o sistema em estudo. Por isso, o critério do volume é um
critério orientado a predi¢do. Por isso mesmo, este critério ndo é adequado para problemas em
que o foco principal € a maximizacdo da qualidade dos parametros que devem ser estimados.
Em alguns casos, o critério do volume pode concentrar demasiadamente os esfor¢os na
minimizacao dos erros associados ao parametro ou direcdo caracteristica que mais influencia o
desempenho do modelo, a despeito da qualidade dos demais pardmetros do modelo.! Neste
caso, o critério do volume pode levar a obtencdo de parametros altamente correlacionados,
apesar de minimizar o erro de predi¢cdo do modelo. Se o objetivo principal é a obtencdo de um
modelo preciso, a correlacdo parameétrica e existéncia de incertezas paramétricas apreciaveis
podem ndo constituir um problema relevante. Contudo, se o objetivo € a obtencdo de
parametros precisos, a alta correlacdo paramétrica dificulta a identificacdo dos parametros, ja
que o valor de um parametro é dependente dos valores dos demais parametros. Este
comportamento pode ser claramente verificado no Exemplo 5.3.

Exemplo 5.3- Considere dois problemas de estimacdo de parametros idénticos, em que foram
estimados dois parametros a partir de 5 pontos experimentais distintos. Para os dois casos, 0s
dois parametros estimados foram iguais a 10 e a funcdo objetivo no ponto minimo foi igual a 3.
Como foram usados valores experimentais diferentes, foram obtidas duas matrizes de

covariancias para os parametros:

yo_[1 02
“ o2 1

v _ 2 1.96
© 1196 2

Observe que no primeiro caso a variancia de ambos os parametros é igual a 1 e que a
correlacdo entre o parametros € igual a 0.2. Ja no segundo caso, a variancia € igual a 2 para 0s
dois parametros e a correlacédo € igual a 0.98.

Utiliza-se a Equacdo (5.39) do Volume I desta série de publicacdes para a construcdo
das regides de confiancga, considerando um nivel de confianca o igual a 0.95, na forma:

R . R n NP a
((1- a)T Va 1(“' (1)£ FObj (u)m FNP,N- NP

As regides de confianga estdo representadas na Figura 5.2, onde a linha cheia delimita a regido
de confianca baseada na matriz Vf) e a linha tracejada delimita a regido de confianca baseada

na matriz thz). Observe que, apesar da regido eliptica representada pela linha cheia apresentar

limites de confianca dos parametros menores que a regido representada pela linha tracejada, a
area da regido delimitada pela linha cheia € maior que a regido delimitada pela linha tracejada.

Os valores caracteristicos da matriz Vf) sdo iguais a 0.8 e 1.2, cujo produto é 0.96. Ja os

! Essa questdo foi analisada detalhadamente na literatura por J.C. Pinto, M.W. Lobé&o e J.L. Monteiro, “Sequential
Experimental Design for Parameter Estimation: a Different Approach”, Chemical Engineering Science, 45, 883-
892, 1990.
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valores caracteristicos da matriz Vf) sdo iguais a 0.04 e 3.96, cujo produto é 0.1584,
aproximadamente 6 vezes menor que o produto dos valores caracteristicos da primeira matriz.

18
16 |
14 1
12 }

s 1

o A O 0 O

2 4 6 § 10 12 14 16 18
O

Figura 5.2: Regides de confianca obtida para a matriz V"' (linha cheia) e para a matriz V!”
(linha tracejada).

Assim, se 0 pesquisador esta interessado em modelos precisos, a regido tracejada
constitui a melhor opcéo, pois as predi¢des obtidas com este modelo serdo mais precisas por
causa do menor volume (area, nesse caso) da regido de confianca. Por outro lado, quando o
pesquisador esta interessado em avaliar os valores e as incertezas dos parametros estimados, 0
resultado apresentado pela linha cheia € mais vantajoso, ja que as variancias dos parametros
sd80 menores e a correlacdo paramétrica, que dificulta a analise dos resultados, também ¢é
menor.

Exemplo 5.4- Um pesquisador esta interessado na estimacéo precisa dos parametros cinéticos
de uma reacdo de primeira ordem, do tipo A - B. Os experimentos sdo realizados em um
reator batelada, que opera isotermicamente, mas com diferentes valores de temperatura. O
modelo matematico que descreve a quantidade remanescente de reagente A (y) no reator em
funcdo do tempo (t) e da temperatura (T) da reacgdo é:

C, a,
= ~A —exp|—t exp| o, —=2
' C p[ p(“l Tﬂ
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onde a1 é 0 logaritmo da fator pré-exponencial e o é a energia de ativacdo dividida pela
constante dos gases ideais. Assim, sdo dois 0s parametros que devem ser determinados: o e
a2. Observe que este modelo é o mesmo que foi apresentado no Exemplo 5.1.

O pesquisador, baseado em sua experiéncia prévia, define que o tempo de reacdo deve
ser de no méximo 150 s e que a temperatura de reacdo deve estar na faixa de 600 a 640 K,
sendo o erro experimental constante, com distribuicdo normal e com desvio padréo igual a
0.05. Como o custo do reagente é alto, o pesquisador inicia o estudo com apenas 3
experimentos, cujos resultados experimentais obtidos sdo mostrados na Tabela 5.1.

Tabela 5.1 — Conjunto inicial de experimentos no Exemplo 5.4.

t(s) 25 75 125
T (K) 630 620 610
y 0.72365 0.62357 0.73322

Os resultados experimentais foram obtidos com auxilio do modelo, admitindo-se que 0s
valores corretos dos parametros eram iguais a o1 = 40 e a2 = 28000 K, adicionando-se um
erro experimental com distribuicdo normal com desvio padrdo constante e igual a 0.05.
Utilizando os dados da Tabela 5.1 para estimar os parametros o € o2, 0S valores obtidos foram
a1 = 46,0167 e a2 = 31704,9 KX, A matriz de covariancia, calculada como definida na Equagéio
(5.4), é:

o

85.5105 53014.0
53014.0 3.28721x10’

Observa-se que a correlacdo entre os parametros € igual a 0.999925, muito alta e praticamente
igual a 1. Ja os desvios padrdes de cada parametro sdo respectivamente iguais a 9.24719 e
5733.42 K. Para a computo dos intervalos de confianca dos parametros, é considerada a
Equacdo (4.90b) do Volume | desta série de publicagdes, reescrita abaixo para um intervalo de
confianca de 95%:

0.975

o £t 7, -0,

ai

onde ow € 0 desvio padrdo do parametro i. Observe que os intervalos de confianga dos
parametros deste exemplo sdo:

o, =46.0167£12.7062-9.24719 = 46.0167 £117.497
o, =31704.9£12.7062-5733.42 =31704.9+72850.0

O leitor deve observar que em ambos os casos o intervalo de confianga é maior que o
dobro do valor estimado do parametro, mostrando que a precisdao dos parametros é ruim.
Assim, novos experimentos devem ser planejados para diminuir a incerteza paramétrica. O
pesquisador opta por usar o critério do determinante. Como escrito acima, a regido
experimental onde os novos pontos devem ser obtidos é definida pelo tempo de reacdo de 0 a
150 s e pela temperatura de 600 a 640 K.

Para encontrar a melhor condicdo experimental, foi definida uma malha experimental
com divisdes de 1 s e 0,5 K. Para cada ponto da malha, a matriz de covariancias posteriores
deve ser calculada e, em seguida, deve ser feito o computo do seu determinante. Uma vez que
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os determinantes de todos os pontos da malha sejam avaliados, deve-se escolher como melhor
condicdo experimental o ponto que apresenta o menor determinante. Deve-se observar que este
tipo de procedimento pode tornar-se inviavel quando o numero de variaveis e o tamanho das
faixas experimentais aumentam muito. Nesse caso, pode ser necessario o uso de algum método
numerico mais avancado para executar a tarefa de otimizacao.

Na Figura 5.3 é apresentado um grafico com as linhas de contorno do determinante da
matriz de covariancias posteriores como funcdo das condi¢cdes experimentais. Na Figura 5.4
séo apresentados os mesmos dados, mas em 3 dimensfes. Deve ser observada a existéncia de
minimos locais, que dificultam a tarefa de minimizacdo. Por isso, deve ser sempre usado um
método numeérico de otimizag&o capaz de encontrar o minimo global com méxima eficiéncia. A
busca em malha, utilizada nesse exemplo, apresenta essa caracteristica, mas ¢€
computacionalmente intensiva.

Analisando-se 0s valores obtidos para o determinante da matriz de covariancias
posteriores, 0 melhor ponto para a realizacdo do proximo experimento € a condi¢do de tempo
de 34 s e de temperatura de 640 K. Este ponto sera usado para exemplificar como devem ser
feitos os calculos e a aplicacdo do procedimento de planejamento. Lembrando que o modelo
deste exemplo é 0 mesmo analisado no Exemplo 5.1, no ponto experimental de 34 s e 640 K,
usando os valores estimados dos parametros (a1 = 46.0167; o, =31704.9 K1), obtém-se o valor
predito paray igual a 0.36665. A matriz de sensibilidades é entdo calculada como:

By = B yN+1|n(yN+l) =
T

yN+l In ( yN+l)
[5.7481><10‘4

—0.36788 }

N+1

A matriz de covariancias posteriores, considerando apenas 1 experimento adicional,
pode ser calculada como:

\7u = I:B-ll\-l+1v_1BN+l + Va_l:lil

y

Lembrando que a matriz de covariancias dos erros experimentais € V, :[25><10’4],
chega-se a:

a7 v - ~0.36788
N Ty TNA T B 7481%107

a 54.1343 —8.45844x107*
Vy N+ -2 -4
-8.45844x107% 1.32163x10

}[25x104]1[—0.36788 5.7481x10 |

BT

N+1
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Figura 5.3: Curvas de nivel do determinante da matriz de covariancias posteriores em fungéo
das condicdes experimentais (na legenda, Det é o valor do critério dividido por 10%).

Portanto, a inversa da matriz de covariancias dos parametros, baseada nos experimentos
ja realizados, é:

53014.0 3.28721x10’

a

., [855105  53014.0 ‘1_ 77.2532 ~0.124589
1 -0.124589 2.00960x107*

Finalmente, a matriz de covariancias posteriores dos parametros pode ser calculada
como:

o _|[ 541343 -845844x107) [ 772532  -0.124589 N
“ || -8.45844x107 1.32163x10* | |-0.124589 2.00960x10~

N [ 131.388 —0.209173 }_1

o

~1-0.209173 3.33123x10™
. [226817 142422
142422 8.94590x10°

a
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Figura 5.4: Superficie em 3 dimensdes do determinante da matriz de covariancias posteriores
em funcédo das condic¢des experimentais.

Observe que, de acordo com o resultado acima, a matriz de covariancias posteriores dos
parametros indica que 0s novos desvios padrdes dos pardmetros a1 e oo serdo iguais a 4.7625 e
2991.0 K1, Comparando esses valores com os valores obtidos apds a estimagdo com os
primeiros 3 experimentos, 9.24719 e 5733.42 K1, pode-se concluir que a queda esperada nas
incertezas paramétricas é significativa, o que pode ser usado como um indicativo que 0 novo
experimento deve ser realizado. Aléem disso, o0 determinante desta matriz é igual a 67959.2.
Deve-se tomar cuidado com o arredondamento dos valores na hora dos calculos. O ideal é que
todos os célculos sejam feitos em um computador sem nenhum arredondamento, evitando erros
de truncamento.

Uma vez definida a nova condicao experimental, o experimento deve ser realizado. No
caso estudado, o experimento € simulado. Tendo em maos o novo resultado experimental, 0s
parametros devem ser novamente estimados, verificando-se a necessidade de um novo
experimento. Este procedimento foi repetido até que 9 experimentos estivessem disponiveis, 0s
3 inicias e mais 6 experimentos planejados sequencialmente. Na Tabela 5.2 sdo apresentados
os valores das condi¢bes experimentais planejadas e o respectivo valor do experimento
simulado. Na Tabela 5.2 pode ser observado que os experimentos ficaram concentrados em
duas regides: a primeira com tempo baixo de reacdo e temperatura alta e a segunda com tempo
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alto de reacdo e temperatura baixa. Na Tabela 5.3 sdo apresentados os resultados das
estimac0es dos parametros ao longo do planejamento sequencial.

Tabela 5.2 — Sequéncia de experimentos planejados e os valores simulados dos experimentos
no Exemplo 5.4.

Experimento t () T (K) y
4 34 640.0 0.49743
5 46 640.0 0.30922
6 150 611.5 0.71083
7 42 640.0 0.36633
8 150 613.5 0.58579
9 42 640.0 0.43867

Tabela 5.3 — Resultados das estimac@es dos parametros ao longo do planejamento seqiencial
no Exemplo 5.4.

Experimento o1 Cal o2 (K1) Ca2 Palo?
1-3 46.0167 9.24719 31704.9 5733.42 0.999925
4 37.7647 4.76827 26618.6 2990.75 0.999822
5 39.7395 4.11140 27834.9 2594.88 0.999836
6 42.6558 3.52077 29695.5 2213.72 0.999800
7 42.7349 3.25792 29744.1 2056.04 0.999816
8 41.9193 2.86119 29222.5 1798.64 0.999794
9 40.7928 2.70074 28530.8 1702.32 0.999803

Na Tabela 5.3 pode-se observar uma queda significativa dos erros paramétricos no
inicio do procedimento experimental, embora a queda nos erros paramétricos com a adi¢do do
experimento 9 j& ndo tenha sido tdo grande, indicando que o ganho na precisdo paramétrica se
aproxima assintoticamente do limite imposto pelos erros experimentais. Por isso, a diminuicéo
da precisdo paramétrica com a execucao de novos experimentos fica pouco significativa, de
forma que o pesquisador deve avaliar criticamente a necessidade de dar continuidade ao estudo
experimental. Por outro lado, deve-se observar que a correlagdo entre os parametros apresenta
uma leve queda, mas permanece essencialmente igual a 1 durante todo o tempo. Deve ser
também observada a excelente concordancia entre os desvios padres das estimativas dos
parametros preditos pela matriz de covariancias posteriores (iguais a 4.7625 e 2991.0 K1) e os
obtidos apds a execucgdo do experimento 4 (respectivamente iguais a 4.76827 e 2990.75 K1).

Poderia ser argumentado que a adi¢do de experimentos ao acaso ou seguindo a intuicao
do pesquisador também poderia resultar na queda dos erros paramétricos. Em parte esta
afirmacéo é correta, uma vez que a adi¢do de novos experimentos ao conjunto de dados é quase
sempre benéfica a qualidade dos parametros estimados. No entanto, a questdo que deve ser
privilegiada na discusséo € que existem condic¢des experimentais que levam a uma queda mais
rapida e acentuada dos erros paramétricos. Uma forma de verificar a real eficiéncia de um
planejamento sequencial consiste em comparar 0s resultados obtidos anteriormente com
aqueles resultantes de um plano fatorial. Assim, foi definido um plano fatorial para as duas
variaveis a 3 niveis, totalizando tambeém 9 experimentos. Na Tabela 5.4 sdo apresentados os 9
experimentos simulados, com 0 mesmo contetdo de erro e ha mesma regido experimental.
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| Tabela 5.4 — Experimentos simulados seguindo um plano fatorial a 3 niveis no Exemplo 5.4. L

Experimento t () T (K) y
1 25 610 0.97546
2 75 610 0.81199
3 125 610 0.73322
4 25 620 0.86029
5 75 620 0.62357
6 125 620 0.51825
7 25 630 0.72365
8 75 630 0.45525
9 125 630 0.20862

Os valores dos parametros estimados a parir dos dados da Tabela 5.4 foram a1 e
iguais a 41.8303 e 39154.1 K1, sendo os desvios padrdes iguais respectivamente a 5.62793 e
3508.90 K. Observe que apds a realizacio de apenas 1 experimento planejado, os desvios
padrdes ja eram menores que 0s obtidos com os nove experimentos planejados de acordo com
um plano fatorial. Esse exemplo mostra de forma categdrica como a aplicacdo do procedimento
sequencial pode ser atil para o experimentador, reduzindo o tempo e o custo de
experimentacdo, a0 mesmo tempo em que maximiza a qualidade da resposta obtida. A
diferenga encontrada se deve fundamentalmente ao fato de que o plano fatorial n&o privilegia
as condicdes experimentais onde o conteldo de informacdo pode ser maximizado, sugerindo
experimentos em regides onde o ganho de informacdes nao é tdo expressivo, como nas regides
em que o0 tempo e a temperatura sdo simultaneamente baixos ou altos.

5.3.2. Critério da Forma

O critério da forma consiste em minimizar o maior valor caracteristico (ou autovalor)
da matriz de covariancias posteriores dos parametros. A utilizacdo deste critério visa a
obtencdo de regides de confianca com formato proximo do formato esférico (justificando o
nome do critério), em que a correlacdo paramétrica é nula ou tdo préxima do valor nulo quanto
possivel. De acordo com os critérios de otimalidade definidos no Capitulo 4, o critério da
forma é um critério E-6timo. Segundo o critério da forma, o planejamento de experimentos
consiste em encontrar as condi¢fes experimentais que minimizam o valor do maior valor
caracteristico da matriz de covariancias posteriores dos parametros.

A preocupagdo com a alta correlacdo paramétrica decorre do fato dos planejamentos
baseados no critério do volume levarem usualmente a parametros altamente correlacionados e,
portanto, pouco significativos. Assim, o critério da forma procura minimizar a direcdo de maior
variabilidade, de maneira que todos os valores caracteristicos tenham magnitudes similares,
levando a regides de confianga com forma aproximadamente esférica. Nunca é demais ressaltar
as dificuldades de interpretacdo que surgem nos casos em que a correlagdo paramétrica é muito
alta. Alem da dificuldade inerente associada a interpretacdo dos resultados das estimativas dos
parametros, a alta correlacdo entre os pardmetros torna dificil a implementagdo numérica do
procedimento de estimacdo dos parametros, ja que os metodos numéricos usados para a
minimizacdo da funcdo objetivo encontram uma grande dificuldade para localizar o ponto
otimo.

Uma critica pertinente ao critério da forma € que este critério tende a concentrar 0s
esforgos experimentais para minimizagdo dos erros ao longo da dire¢do que contém as maiores
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incertezas, enquanto as demais dire¢des sdo negligenciadas.! Em muitos casos, pode ser mais
interessante procurar diminuir os erros de todas as direcGes simultaneamente. Por exemplo,
imagine 0 caso em que a incerteza ao longo da diregdo de maior variabilidade ndo pode ser
diminuida, ou que sejam necessarios muitos experimentos para que a incerteza ao longo da
diregdo de maior variabilidade seja diminuida de maneira satisfatoria. Nesses casos, talvez
fosse mais interessante minimizar as incertezas ao longo das dire¢cGes em que as variabilidades
ndo sdo necessariamente as maiores, mas que podem ser reduzidas com maior facilidade; ou
seja, com a realizacdo de menor nimero de experimentos.

Uma modificacdo do critério da forma consiste em minimizar a razao entre o maior e 0
menor valores caracteristicos, procurando assim fazer com que todos os valores caracteristicos
tenham magnitudes similares, de forma que a regido de confianca assuma uma forma esférica
(ou hiper-esférica no espaco dos NP parametros).

Exemplo 5.5- Pode ser observado no Exemplo 5.4 que, mesmo apds a realizacdo de 6
experimentos planejados, a correlacdo paramétrica permaneceu praticamente igual a 1. Assim,
sera utilizado agora o critério da forma modificada, em que é minimizada a razao entre 0 maior
e 0 menor valores caracteristicos da matriz de covariancias posteriores dos parametros. O
conjunto inicial de experimentos é o mesmo apresentado na Tabela 5.1. O procedimento de
calculo também é idéntico ao apresentado no Exemplo 5.1, com a diferenca de que se procura
minimizar agora a raz&o entre 0 maior e 0 menor valores caracteristicos, e ndo o determinante
da matriz. Na Figura 5.5 € apresentado um grafico com as linhas de contorno do valor do
critério considerado em funcdo das condi¢cBes de experimentacdo. Na Figura 5.6 sdo
apresentados os mesmos dados, mas em 3 dimensdes. Mais uma vez deve ser observada a
existéncia de minimos locais.

Analisando-se os valores obtidos com o critério da forma modificado, o melhor ponto
para a realizacdo do préximo experimento é aquele que propde um tempo de reacdo de 34 s na
temperatura de 640 K. Deve ser observado que o ponto de minimo nesse caso é igual ao obtido
para o critério do determinante, apesar da forma das curvas serem bem diferentes. O
procedimento de calculo deve ser o mesmo descrito no Exemplo 5.4, com a diferenca de que,
uma vez obtida a matriz de covariancias posteriores, devem ser computados os valores
caracteristicos, ao invés do determinante. Para o ponto 6timo, os valores caracteristicos sdo (a
matriz de covariancias posteriores foi calculada no Exemplo 5.4) iguais a 8.94592x10° e
7.59667x103, cuja razdo fornece 1,17761x10°. Este valor altissimo é um fruto da alta
correlacdo existente entre os parametros e as diferentes ordens de magnitude dos parametros.
Por isso, trabalhos da literatura propdem a regularizagdo das ordens de magnitude dos
pardmetros durante a aplicacio do procedimento de planejamento experimental.?

Como no Exemplo 5.4, novos experimentos foram planejados e executados
sequencialmente, até que 9 experimentos estivessem disponiveis. Na Tabela 5.5 s&o
apresentados os valores das condicGes experimentais planejadas e o valor do experimento
simulado.

! Essa questdo foi analisada detalhadamente na literatura por J.C. Pinto, M.W. Lob&o e J.L. Monteiro, “Sequential
Experimental Design for Parameter Estimation: a Different Approach”, Chemical Engineering Science, 45, 883-
892, 1990.

2].C. Pinto, M.W. Lobio e J.L. Monteiro, “Sequential Experimental Design for Parameter Estimation: Analysis of
Relative Deviations”, Chemical Engineering Science, 46, 3129-3138, 1991.
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Figura 5.5: Curvas de nivel da razdo entre 0 maior e 0 menor valores caracteristicos da matriz

de covariancias posteriores em funcdo das condicBes experimentais (na legenda, FM ¢é o valor
do critério dividido por 10°).

Tabela 5.5 — Sequéncia de experimentos planejados e os valores simulados dos experimentos
no Exemplo 5.5.

Experimento t (s) T (K) y
4 34 640,0 0.49743
5 150.0 600.0 0.75567
6 47.0 640.0 0.30957
7 150.0 600.0 0.90202
8 150.0 601.0 0.76787
9 150.0 600.0 0.84768

Na Tabela 5.5 pode ser observado que os experimentos selecionados também ficaram
concentrados em duas regides, mas que a sequéncia de experimentos ndo foi a mesma obtida
com o critério do determinante, com um ndmero maior de experimentos posicionados em
tempos elevados e temperaturas baixas. Na Tabela 5.6 sdo apresentados os resultados das
estimacBes dos parametros ao longo do planejamento seqtiencial.
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do Exemplo 5.5.

Figura 5.6: Superficie em 3 dimensdes da razdo entre o0 maior e 0 menor valores
caracteristicos da matriz de covariancias posteriores em funcéo das condi¢es experimentais.

Tabela 5.6 — Resultados das estimacGes dos parametros ao longo do planejamento seqlencial

Experimento a1 Gal a2 (K1) Go2 Pala?
1-3 46.0167 9.24719 31704.9 5733.42 0.999925
4 37.7647 4.76827 26618.6 2990.75 0.999822
5 35.2560 3.77980 25032.9 2358.19 0.999752
6 37.0204 3.25293 26113.2 2044.28 0.999762
7 39.7898 3.06657 27872.2 1925.3 0.999733
8 38.8142 2.73549 27252.1 1711.83 0.999690
9 39.3614 2.59484 27599.7 1621.2 0.999667

Apesar da sequéncia de experimentos ter sido diferente da obtida com o critério do
determinante, pode ser observada na Tabela 5.6 a mesma tendéncia de queda significativa dos
erros paramétricos logo no inicio do procedimento, com a aproximacgdo assintotica de um
limite inferior ao longo dos experimentos. Isso indica que o ganho na precisao paramétrica
pode deixar de ser significativo com o aumento do nimero de experimentos, de maneira que o
pesquisador deve sempre avaliar criticamente se vale a pena dar continuidade ao estudo
experimental. E importante observar aqui o que acontece com a correlagio paramétrica, ja que
o critério da forma modificado tem como objetivo principal a minimizagdo da correlacdo
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paramétrica. A despeito disso, pode ser observado na Tabela 5.6 que a correlagdo paramétrica
praticamente ndao diminui. Na verdade, a correlagdo obtida € um pouco menor que a obtida no
planejamento com o critério do determinante, mas sempre muito proéxima do valor 1. Isso
ocorre porque em muitos casos a correlacdo paramétrica € fruto da estrutura matematica do
modelo matemaético, ndo sendo possivel eliminar esta correlacdo apenas com o aumento do
conjunto de dados experimentais. Essa questdo foi discutida em detalhes na literatura técnica e
no Capitulo 5 do Volume | dessa série de publicagdes.! No entanto, apesar da correlagio
paramétrica ndo ter sido modificada de maneira significativa, ao final do planejamento os
desvios padrdes dos pardmetros sdo0 um pouco menores que 0s obtidos com o critério do
determinante, mostrando a eficiéncia do planejamento sequencial.

5.3.3. Critério do Traco

O critério do traco é baseado na minimizacdo da soma dos elementos da diagonal
principal da matriz de covariancias posteriores dos parametros, que € igual a soma dos seus
valores caracteristicos (ou autovalores) ou ainda dos quadrados dos comprimentos dos eixos
principais da hiper-elipse de confianga. De acordo com os critérios de otimalidade definidos no
Capitulo 4, o critério do traco € um critério A-6timo. Observe que os elementos da diagonal sdo
as variancias de cada um dos parametros, de forma que implicitamente ndo séo consideradas as
covariancias dos parametros nesse critério. O critério do traco para o planejamento de
experimentos consiste em encontrar as condi¢cdes experimentais que minimizam o valor do
traco da matriz de covariancias posteriores dos parametros.

Um problema na utilizacdo do critério do traco é que o resultado obtido ndo € invariante
as reparametrizacbes do modelo, como no caso do critério da forma. Por exemplo, como 0s
parametros geralmente possuem unidades fisicas, as suas variancias tém as mesmas unidades
elevadas ao quadrado. Em um problema com dois pardmetros cujas unidades fisicas sdo
diferentes, a soma das variancias destes parametros ndo tem qualquer sentido fisico. Além
disso, alterando as unidades fisicas de um dos parametros, o valor do traco é alterado, mudando
o0 resultado do planejamento experimental. Por isso, trabalhos da literatura propdem a
regularizacdo das ordens de magnitude dos parametros durante a aplicacdo do procedimento de
planejamento experimental.? Entretanto, o critério do traco pode ser visto como uma transicio
entre os critérios do volume e da forma. O critério do traco é orientado a predicdo, quando as
incertezas dos parametros ndo sao muito diferentes, mas é um critério orientado aos parametros
quando o oposto ocorre, 0 que pode ser considerado uma boa propriedade. Para demonstrar
esta propriedade, deve-se definir o determinante e o traco da matriz de covariancias posteriores
dos parametros como:

NP

det(\?a) =TI~ (5.16)

i=1

1 M. Schwaab e J.C. Pinto, “Optimum Reference Temperature for Reparameterization of the Arrhenius Equation.
Part 1: Problems Involving One Kinetic Constant”, Chemical Engineering Science, 62, 10, 2750-2764, 2007; M.
Schwaab, Livia P. Lemos e J.C. Pinto, “Optimum Reference Temperature for Reparameterization of the Arrhenius
Equation. Part 2: Problems Involving Multiple Reparameterizations”, Chemical Engineering Science, 63, 11,
2895-2906, 2008; M. Schwaab e J.C. Pinto, “Optimum Reparameterization of Power Function Models”, Chemical
Engineering Science, 63, 18, 4631-4635, 2008.

2].C. Pinto, M.W. Lobdo e J.L. Monteiro, “Sequential Experimental Design for Parameter Estimation: Analysis of
Relative Deviations”, Chemical Engineering Science, 46, 3129-3138, 1991.
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NP

tr(V,)=>.4 (5.17)

i=1

onde A, comi=1,., NP, sdo os valores caracteristicos da matriz de covaridncias posteriores
dos parametros. Considerando o caso em que todos o0s valores caracteristicos séo
aproximadamente iguais, isto é, 4i = A pra qualquer i =1 ,.., NP, entdo:

det(\7a); AN (5.18)
tr(\?a); NP -4 (5.19)

Assim, ambos 0s critérios sdao minimizados por intermédio da minimizacdo de A, de
forma que os critérios do volume (determinante) e do traco levam a resultados idénticos
quando todos os valores caracteristicos sao aproximadamente iguais. Considerando o caso em
que um dos valores caracteristicos € muito maior que os demais, isto é, isto €, A1 >> A pra
qualquer i =2 ,.., NP, entdo:

tr(V,)= 4 (5.20)

de forma que o critério do traco e o critério da forma se tornam similares, quando um dos
valores caracteristicos € muito maior que os demais. Considerando ainda que o valor
caracteristico A1 (que é o maior valor caracteristico) ndo pode ser alterado (ou seja, A1 €
constante em toda a regido experimental), o critério do traco pode ser escrito como:

tr(\A/a):ip:/l +4 (5.21)

i=2

Portanto, o planejamento de experimentos realizados com o critério do traco ndo pode
ser controlado por uma unica direcdo, ja que as incertezas ao longo das demais dire¢bes de
variabilidade podem ser minimizadas, o que torna a utilizacdo deste método muito interessante.
Ja 0o método da forma, neste caso, concentraria os esforcos em minimizar um valor
caracteristico que ndo pode ser minimizado.

Na Figura 5.7 podem ser observados dois graficos que exemplificam como o critério do
traco pode ter um comportamento intermediério entre critério do volume e o da forma. Antes,
porém, é conveniente fazer uma analise geomeétrica dos critérios. O critério do volume, como 0
proprio nome diz, estd relacionado com o hiper-volume da regido de confianga (no caso de
duas dimensdes, com a area da regido de confianca). O criterio da forma esta relacionado com
0 maior valor caracteristico da elipse que representa a regido de confiancga. Para a interpretacdo
geométrica do critério do trago, deve-se observar que os lados do retangulo (ou quadrado) que
envolve a regido de confianca eliptica sdo proporcionais aos desvios padrfes dos parametros.
Por outro lado, o critério do traco corresponde a soma das variancias dos parametros. Sendo a
variancia igual ao desvio padrdo elevado ao quadrado, a soma das variancias dos parametros,
(isto é, o traco da matriz de covariancias) sera proporcional ao quadrado da diagonal do
retangulo que envolve a regido eliptica, em concordancia com o Teorema de Pitagoras.

Voltando agora a comparagdo dos critérios proposta na Figura 5.7, quando a correlacéo
paramétrica € muito alta, como no grafico da esquerda da Figura 5.7, o maior valor
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caracteristico é praticamente igual ao valor da diagonal; ou seja, os critérios da forma e do
traco sdo similares. Isso ocorre porque um dos valores caracteristicos € muito maior que 0s
demais, como discutido e mostrado na Equacéo (5.20). Por outro lado, quando a correlagéo
paramétrica € nula, como no grafico da direita da Figura 5.7, a regido se aproxima de uma
esfera (ou circulo em duas dimensdes). Observe que o comprimento dos eixos €
aproximadamente igual aos lados do retangulo que envolve a regido e igual ao diametro da
circunferéncia. Como a area do circulo € proporcional ao quadrado do seu didmetro, este valor
estd correlacionado com a soma do quadrado dos lados do retangulo. Nesse caso, quanto
maiores os lados do retdngulo, maior ¢ a area do retdngulo e da elipse contida em seu interior,
de forma que os critérios do volume e do traco se tornam similares.

s 18
16 16} ,
14 14t
12 121
$' 10 $' 10
8 8t
6 6t
4 4} :
2 2
2 4 6 8 10 12 14 16 18 2 4 6 8 10 12 14 16 18
oy olq

Figura 5.7: Interpretacdo geométrica dos diferentes critérios de planejamento.

Exemplo 5.6- O problema de planejamento visto nos Exemplos 5.4 e 5.5 é revisto agora,
usando o traco da matriz de covariancias posteriores como critério de planejamento. E utilizado
0 mesmo conjunto inicial de experimentos apresentado na Tabela 5.1. O procedimento de
calculo também é idéntico ao apresentado no Exemplo 5.1, com a diferenca de que, ao invés do
determinante de matriz, é computado o traco da matriz de covariancias posteriores. Na Figura
5.8 é apresentado um grafico com as linhas de contorno do valor do critério (o traco da matriz
de covariancias posteriores) em funcdo das variaveis experimentais. Na Figura 5.9 sdo
apresentados os mesmos dados, mas em 3 dimensdes. Mais uma vez deve ser observada a
existéncia de minimos locais.

Mais uma vez, o melhor ponto para a realizacdo do proximo experimento é o que
propde um tempo de reacdo de 34 s na temperatura de 640 K. Uma vez mais, apesar do ponto
de minimo ser o mesmo obtido nos Exemplos 5.4 e 5.5, a forma das curvas é bastante
diferente. O procedimento de célculo utilizado € o mesmo descrito no Exemplo 5.4, com a
diferencga de que, uma vez obtida a matriz de covariancias posteriores, € computado o seu traco.

Como nos Exemplos 5.4 e 5.5, novos experimentos foram planejados e executados
sequencialmente, até que 9 experimentos estivessem disponiveis. Na Tabela 5.7 séo
apresentados os valores das condig¢des experimentais planejadas e os valores dos experimentos
simulados. Na Tabela 5.7 pode ser observado que os experimentos ficaram concentrados uma
vez mais em duas regides, embora a seqiiéncia de experimentos ndo tenha sido a mesma obtida
nem com o critério do determinante, nem com o critério da forma modificada. Na Tabela 5.8
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sequencial.
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Figura 5.8: Curvas de nivel do traco da matriz de covariancias posteriores em funcéo das
condicBes experimentais (na legenda, Tra é o valor do critério dividido por 107).

Tabela 5.7 — Sequéncia de experimentos planejados e os valores simulados dos experimentos

Experimento t (s) T (K) y
4 34 640.0 0.49743
5 150 604.5 0.75433
6 46 640.0 0.30922
7 150 606.5 0.77339
8 150 606.5 0.69490
9 43 640.0 0.29837

no Exemplo 5.6.

Tabela 5.8 — Resultados das estimac@es dos parametros ao longo do planejamento seqtiencial

|

Experimento o1 Cal a2 (K1) Go2 Palo2
1-3 46.0167 9.24719 31704.90 5733.42 0.999925
4 37.7647 4.76827 26618.60 2990.75 0.999822
5 37.8285 3.89479 26659.00 2431.00 0.999767
6 39.5115 3.33017 27689.90 2093.28 0.999773
7 40.7835 3.01292 28499.90 1888.55 0.999742
8 39.8893 2.72678 27930.50 17031.00 0.999719
9 41.0854 2.49884 28660.40 1567.79 0.999728
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Narsa i
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Figura 5.9: Superficie em 3 dimensdes do traco da matriz de covariancias posteriores em
funcéo das condicdes experimentais.

Mais uma vez, foi gerada uma sequéncia de experimentos distinta das obtidas nos
Exemplos 5.4 e 5.5, mas um comportamento similar foi observado com relacdo aos erros dos
parametros. Aqui deve ser observado que o planejamento realizado com o critério do traco é
exatamente 0 mesmo que foi obtido com o critério da forma, e por isso foi omitido (lembrando
que no Exemplo 5.5 foi usado o critério do tragco modificado). Para entender porque isso
ocorreu, devemos lembrar que o traco de uma matriz é igual a soma dos seus valores
caracteristicos. No Exemplo 5.5, foi mostrado que os valores caracteristicos no ponto
experimental 6timo sdo iguais a 8.94592x10° e 7.59667x10. Como um dos valores é muito
maior que o outro, a soma dos dois é praticamente igual ao maior dos valores. Nestes casos, em
que a correlacdo paramétrica € muito alta ou que existe diferenca apreciavel de ordem de
magnitude entre os valores caracteristicos, os planejamentos baseados nos critérios da forma e
do trago levam ao mesmo resultado, conforme discutido e mostrado na Figura 5.7.

Os trés critérios de planejamento discutidos anteriormente sdo 0s mais usados na
literatura. Entretanto, podem ser usados quaisquer dos demais critérios de otimalidade
apresentados e discutidos no Capitulo 4 para selecionar a melhor condicdo de experimentacéo.
Deve ser observado que, apesar do objetivo do planejamento ser sempre o0 mesmo (isto &,
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minimizar as incertezas paramétricas e de predicdo do modelo), o uso de critérios diferentes
pode levar a planejamentos experimentais distintos. Alguns trabalhos tém mostrado que o
critério do traco permite obter melhores resultados, em particular quando o objetivo é a
precisdo paramétrica, devido a seu comportamento intermediario entre os critérios do volume e
da forma, adaptando-se convenientemente a diferentes tipos de problemas. Entretanto, vale
ressaltar que o critério do traco ndo € invariante frente a reparametrizacdes, o que pode
constituir um problema analitico relevante. A mera mudanca nas unidades dos parametros pode
levar a planejamentos distintos, uma vez que a mudanca de unidades pode alterar o valor
relativo entre as variancias dos parametros do modelo, modificando a importancia relativa dos
parametros estudados. Isto fica claro se imaginarmos dois parametros com unidades s™ e
L/mol. Se a unidade de tempo for alterada para hora, a variancia do primeiro parametro ficara
aproximadamente 13 milhdes de vezes maior! Com certeza, o planejamento realizado com o
critério do trago priorizard a minimizacdo desta variancia. Isto também ocorre quando um
parametro tem um valor muito alto em relacdo aos demais parametros. Neste caso, a sua
variancia também tende a ser alta, de forma que o planejamento realizado com o critério do
traco tende a concentrar os esfor¢os experimentais para minimizar esta variancia, o que pode
ser inconveniente por privilegiar um parametro meramente por conta do sistema de unidades
utilizado. Estes pontos apontados fazem com que o critério do volume, que é invariante frente a
reparametrizagdes, seja muito mais usado que o critério do traco. Uma forma de solucionar esta
dificuldade na utilizacdo do critério do traco é procurar minimizar as incertezas relativas, como
serd discutido na proxima secéo.

5.4 — A Matriz de Covariancias Relativas Posteriores dos Parametros

A regido de confianca, conforme descrita pela Equacéo (5.2), define uma hiper-elipse
no espaco dos parametros, que representa a incerteza atual dos parametros. Se, ao invés de usar
a matriz de covariancias dos parametros, for utilizada a matriz de covariancias posteriores dos
parametros, conforme mostra a Equacéo (5.22), pode-se obter uma previsdo sobre como a nova
regido de confianca dos parametros sera estabelecida ap6s a adicdo dos novos experimentos.

V' (e -a) =c (5.22)

(0 —6) PPV PP (a —d) = ¢ (5.23)
onde a matriz P é uma matriz diagonal definida como:

P=diag(a,,d,,....ayp) (5.24)

Ja a Equacao (5.23) pode ser reescrita como:

rmRlr =c¢ (5.25)

r=P*(a —a) (5.26)
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R =PV Pt (5.27)

[r] —r = %= (5.28)
o

(R, =t (5.29)
W

Observando as Equacbes (5.28) e (5.29), vé-se que o vetor r contém os desvios
relativos de cada parametro, enquanto a matriz Iia contém as variancias e covariancias
ponderadas pelos respectivos parametros. E interessante observar que tanto o vetor r como a
matriz Iiu sdo adimensionais; ou seja, independem das unidades dos parametros. Por
apresentar as variancias ponderadas pelos valores dos parametros, a matriz Iia é chamada de
matriz de covariancias relativas posteriores dos parametros.

Substituindo a Equacao (5.6) na Equacao (5.27), obtém-se:

NA -1
R, =P" [ZBIv;Bi +v(;1} P! (5.30)

i=1

que pode ser rearranjada como:

NA -1
R, =[Z PBiTVy‘ilBiPJrPV(;lP} (5.31)
i=1
. NA -1
R, = {Zsrvyﬁsi + Ral} (5.32)
i=1
onde
S, =BP (5.33)

A Equacdo (5.32) é muito similar a Equacdo (5.6), onde Va, que é a matriz de
covariancias dos parametros obtida com os experimentos ja realizados, foi substituida pela sua
versdo relativa, isto €, a matriz Ro. De forma similar, a matriz se sensibilidades B foi
substituida pela matriz S, que é a matriz de sensibilidade relativa, cujos elementos séo
definidos como:

_ of, (%) o (%)

S. = 5.34
[']m’” oa “n oa,/a, (5.34)

n
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Deve ser observado que a matriz S; contém muito mais informacéo sobre o efeito dos
pardmetros do modelo do que B;, j& que as sensibilidades relativas podem ser comparadas umas
com as outras, ndo importando qudo grande ou pequeno os valores dos parametros séo.

Assim, a matriz de covariancia relativa posterior dos parametros, Iia, indica como as

incertezas relativas dos parametros serdo modificadas com a inclusdo de novos experimentos,
de forma que ela pode ser usada para o planejamento dos novos experimentos, quando o
objetivo € minimizar os erros relativos dos parametros.

Uma pergunta pertinente diz respeito a por que motivo um analista estaria interessado
em minimizar os erros relativos. Um motivo plausivel diz respeito a eliminacdo do problema
das unidades de cada parametro. Foi discutido na secdo anterior que o critério do traco €
fortemente influenciado pela mudanca das unidades dos parametros. Com a utilizagcdo da
matriz de covariancias relativas posteriores dos parametros, isto ndo constituiria mais um
problema, ja que as variancias e covariancias relativas sdo adimensionais. Por outro lado,
considerando dois conjuntos de parametros, como (0.1 + 0.04; 1.0 £ 0.4) e (0.1 £ 0.2; 1.0 £
0.2), nem sempre é 6bvio definir qual dos dois conjuntos apresenta as melhores estimativas
para 0s parametros. No caso analisado, por exemplo, o erro absoluto total do primeiro conjunto
(soma dos erros) é igual a 0.44, enquanto no segundo conjunto é igual a 0.4. Dessa forma, é
razoavel dizer que os erros totais sdo similares em ambos os conjuntos. J& o erro relativo no
primeiro conjunto é de 40% para os dois parametros, mas no segundo conjunto é de 200% para
0 primeiro parametro e de 20% para o segundo pardmetro, mostrando de forma clara que pode
ser mais interessante a analise e a minimizacao dos erros dos parametros em termos relativos.

Um outra pergunta pertinente diz respeito aos efeitos reais causados pelo uso da matriz
de covariancias relativas posteriores no procedimento de planejamento sequencial de
experimentos. No caso do critério do volume, é interessante observar que:

det(lia) = det(P'l)det(Vu)det(P'l) (5.35)
sendo que
NP 1
det(P*)=] = (5.36)
-1 &

Como o determinante de P! é independente da condicdo experimental, o determinante
de Iiu difere do determinante de \7a apenas por uma constante, de maneira que o planejamento
de experimentos é independente da forma relativa ou absoluta da matriz de covariancias

posteriores dos parametros, quando o critério do volume é usado. Este resultado ja deveria ser
esperado, j& que o critério do volume € invariante frente a reparametrizaces.

Por outro lado:

tra(lia) = tra(p-lvap'l) = 3 \2’2 (5.37)
p=1 “%p
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de maneira que a escolha das condigdes experimentais que minimizam o traco da matriz Iia
pode ser diferente das condi¢bes que minimizam o traco da matriz \7a, a nao ser que todos 0s
parametros tenham magnitudes similares, de forma que todas as variancias posteriores, vV, ,

sejam divididas por aproximadamente uma mesma constante 0?5. Isso mostra que o

planejamento experimental baseado no traco ou na forma da regido de confianca pode ser
beneficiado pela reparametrizagéo do problema de planejamento e estimagéo.

Exemplo 5.7- Um pesquisador da area de adsorcao esta interessado na estimacdo precisa dos
parametros da isoterma de Langmuir,

a, X
l+a, X

y=a

onde y corresponde a concentracdo na fase solida, x é a concentracéo na fase liquida e a1 e
sdo os parametros que devem ser estimados. Os valores exatos dos pardmetros a1 e a» S&o
admitidos como iguais a 100 mg/g e 0,1 L/mg. Para a geracdo de dados experimentais, é
adicionado aos valores simulados um erro com distribuicdo normal e desvio padrdo igual a 1
mg/g. Inicialmente s&o realizados 3 experimentos, conforme mostra a Tabela 5.9.

Tabela 5.9 — Conjunto inicial de experimentos no Exemplo 5.7.

x (mg/L) 10 50 90

y (mg/g) 49.3891 81.8799 90.6680

A partir dos dados da Tabela 5.9, os pardmetros da isoterma de Langmuir foram
estimados. O valor do parametro o1 foi estimado como sendo igual a 100.250 mg/g, com um
desvio padréo igual a 1.312 mg/g. O valor do pardmetro «. foi estimado como sendo igual a
0.09592 L/mg, com um desvio padréo igual a 0.00545 L/mg. Em termos absolutos, o erro do
parametro a1 € muito maior que o erro do parametro a». Entretanto, calculando-se o percentual
que o desvio padrao representa frente ao valor estimado do parametro i (isto é, cai/ai x 100%),
obtém-se para o0 pardmetro a1 um valor de 1,31% e para o parametro a» um valor de 5,69%.
Ou seja, em termos relativos, o parametro «» apresenta uma incerteza muito maior que o
parametro o.

Diversos critérios de planejamento foram usados para melhorar a precisdo dos
parametros. Para cada critério, foram planejados 6 experimentos adicionais. Inicialmente foi
usado o critério do volume, sendo apresentada na Tabela 5.10 a sequéncia de experimentos
planejados, enquanto na Tabela 5.11 sdo apresentados os resultados das estimacdes realizadas
apos a inclusdo de cada experimento. Na Tabela 5.10 pode ser observado que 0s experimentos
sdo planejados de forma alternada entre os valores 8 e 100; ou seja, um ponto de concentragdo
baixa e outro de concentracdo alta. J& na Tabela 5.11, pode ser observado que 0s erros de
ambos os parametros foram reduzidos de forma continuada a aproximadamente metade dos
valores originais ao longo da sequéncia experimental. Como nos casos anteriores, a redugdo
das incertezas vai sendo cada vez menos expressiva, & medida que o plano experimental
avanca.
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Tabela 5.10 — Sequéncia de experimentos planejados com o critério do volume no Exemplo I

5.7.

Experimento X (mg/L) y (mg/g)
4 8 42.5568
5 100 90.2317
6 8 45.7264
7 100 89.3449
8 8 41.8922
9 100 89.8244

obtido com o critério do volume no Exemplo 5.7.

Tabela 5.11 — Resultados das estimagdes dos parametros ao longo do planejamento sequencial r

Experimento ol Gal o2 (o) a1/ca1 (%) | az/oqz (%0)
1-3 100.250 1.31 0.09592 0.00545 1.31 5.69
4 100.625 1.21 0.09344 0.00397 1.20 4,24
5 100.243 0.954 0.09424 0.00370 0.95 3.92
6 99.687 0.903 0.09860 0.00328 0.91 3.33
7 99.232 0.772 0.09956 0.00318 0.78 3.19
8 99.532 0.762 0.09695 0.00275 0.77 2.84
9 99.411 0.679 0.09719 0.00268 0.68 2.75

Nas Tabelas 5.12 e 5.13 sdo apresentados os resultados obtidos com a utilizacdo dos

critérios do traco e da forma, j& que ambos os critérios levaram a uma mesma sequéncia de
experimentos planejados.

Tabela 5.12 — Sequéncia de experimentos planejados com o critério do traco e forma.

Experimento x (mg/L) y (mg/g)
4 100 90.2317
5 100 89.3449
6 6 37.0149
7 100 89.8244
8 100 91.1463
9 100 91.2250

obtido com o critério do traco e forma no Exemplo 5.7.

Tabela 5.13 — Resultados das estimacdes dos parametros ao longo do planejamento sequencial [

Experiment a1 Gl a2 Go2 a1/ca1 (%) | a2/caz (%)

0

1-3 100.250 1.312 0.09592 0.00545 1.31 5.69
4 99.912 1.040 0.09679 0.00513 1.04 5.30
5 99.393 0.900 0.09814 0.00506 0.91 5.15
6 99.340 0.803 0.09859 0.00376 0.81 3.81
7 99.227 0.723 0.09883 0.00369 0.73 3.73
8 09.488 0.669 0.09826 0.00361 0.67 3.68
9 99.686 0.629 0.09783 0.00356 0.63 3.64

E interessante observar que, nesse caso, a maioria dos experimentos ficou concentrada
no valor de x igual a 100; ou seja, 0 maior valor admissivel para essa variavel. Somente um
experimento foi planejado no valor de x igual a 6. Isso ocorre porque, quando o desvio em um
dos pardmetros € muito maior que os desvios nos demais parametros, os critérios do traco e da
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forma concentram os esforgos experimentais para minimizar unicamente o maior desvio. Se for
observado o comportamento da equacao da isoterma de Langmuir para valores altos de x, vé-se
que o modelo fica reduzido a y = a1. Assim, realizando experimentos nestas condicdes, a
estimacdo do pardmetro a1 é privilegiada. Este comportamento pode ser confirmado quando se
observam os erros dos parametros estimados ao longo do planejamento experimental na Tabela
5.13. Vé-se que o erro do parametro o1 é reduzido de forma muito mais significativa do que o
erro do parametro a», mostrando de forma clara que é dada prioridade a redugdo do maior erro
paramétrico em termos absolutos.

Nas Tabelas 5.14 e 5.15 sdo apresentados os resultados obtidos com o planejamento
baseado no critério da forma modificada. Neste caso, todos os experimentos foram planejados
no valor madximo de x. Como mostra a Tabela 5.15, o erro do pardmetro a» diminui muito
pouco ao longo da sequéncia experimental, enquanto o erro do pardmetro a1 diminui
significativamente. Aqui, o planejamento foi ainda mais deslocado para diminuir o erro do
parametro mais incerto.

Tabela 5.14 — Sequéncia de experimentos planejados com o critério da forma modificada no

Exemplo 5.7.
Experimento X (mg/L) y (mg/q)
4 100 90.2317
5 100 89.3449
6 100 89.8244
7 100 91.1463
8 100 91.2250
9 100 92.0899

Tabela 5.15 — Resultados das estimacdes dos parametros ao longo do planejamento sequencial

obtido com o critério da forma modificada no Exemplo 5.7.
Experimento o1 Cal o2 Ca2 0o1/ca1 (%) | a2/oa2 (%0)
1-3 100.250 1.312 0.09592 0.00545 1.31 5.69
4 99.912 1.040 0.09679 0.00513 1.04 5.30
5 99.393 0.900 0.09814 0.00506 0.91 5.15
6 99.268 0.817 0.09847 0.00498 0.82 5.06
7 99.546 0.763 0.09774 0.00487 0.77 4.98
8 99.756 0.724 0.09719 0.00479 0.73 4.93
9 100.081 0.696 0.09636 0.00471 0.70 4.88

Pode ser observado que os critérios do traco, da forma e da forma modificada
concentram os esforgos experimentais na reducdo do erro do parametro c1, que por apresentar
um valor absoluto muito maior que o parametro o, também apresenta uma incerteza absoluta
muito maior. Entretanto, do ponto de vista relativo, a incerteza do parametro a2 € bem maior,
sendo necessario que este valor fosse diminuido. Por isso, os critérios do trago, da forma e da
forma modificada sdo aplicados a seguir na matriz de covariancias relativas posteriores,
definida na Equagéo (5.27). Nas Tabelas 5.16 e 5.17 sdo apresentados os resultados obtidos
com os critérios do tragco e da forma, ja que ambos levaram a mesma sequéncia de
experimentos planejados. Nas Tabelas 5.18 e 5.19 séo apresentados os resultados obtidos com
o critério da forma modificada.
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Tabela 5.16 — Sequéncia de experimentos planejados com os critérios relativos do trago e
forma no Exemplo 5.7.

Experimento X (mg/L) y (mg/g)
4 7 41.2416
5 6 37.0149
6 6 37.2888
7 100 90.2317
8 6 36.1117
9 6 38.0234

Tabela 5.17 — Resultados das estimagdes dos parametros ao longo do planejamento sequencial
obtido com os critérios relativos do traco e forma no Exemplo 5.7.

Experimento ol Gal o2 (o) a1/ca1 (%) | az/oqz (%0)
1-3 100.250 1.312 0.09592 0.00545 1.31 5.69
4 99.871 1.179 0.09850 0.00417 1.18 4.23
5 99.893 1.132 0.09835 0.00354 1.13 3.60
6 99.848 1.106 0.09864 0.00318 1.11 3.23
7 99.622 0.871 0.09908 0.00292 0.87 2.95
8 99.762 0.861 0.09801 0.00265 0.86 2.71
9 99.639 0.849 0.09895 0.00250 0.85 2.53

Pode ser observado na Tabela 5.16 que apenas um experimento foi planejado na

condicdo méxima de x, enquanto que os demais experimentos foram planejados em condigdes
de valores baixos de x. Este resultado foi de certa forma o oposto daquele obtido com o critério
do traco e da forma aplicados na matriz de covariancias posteriores absoluta (Tabela 5.12). Na
Tabela 5.17 pode ser observado que o erro do pardmetro «» é reduzido em aproximadamente
55%, enquanto o erro do parametro o1 apresenta uma queda de aproximadamente 35%, de
forma que fica clara a tendéncia em reduzir os desvios do parametro com maior erro relativo.

Tabela 5.18 — Sequéncia de experimentos planejados com o critério relativo da forma
modificada no Exemplo 5.7.

Experimento x (mg/L) y (mg/g)
4 6 37.0149
5 5 32.3725
6 4 27.8879
7 4 28.0900
8 4 28.1809
9 4 29.9248

Tabela 5.19 — Resultados das estimagdes dos pardmetros ao longo do planejamento seqiencial
obtido com o critério relativo da forma modificada no Exemplo 5.7.

Experimento o1 Goal o2 Go2 01/ca1 (%) | a2/caz (%)
1-3 100.250 1.312 0.09592 0.00545 1.31 5.69
4 100.090 1.180 0.09697 0.00410 1.18 4.23
5 100.170 1.133 0.09642 0.00348 1.13 3.61
6 100.177 1.105 0.09642 0.00315 1.10 3.27
7 100.139 1.085 0.09665 0.00292 1.08 3.02
8 100.098 1.071 0.09689 0.00275 1.07 2.83
9 99.831 1.055 0.09850 0.00264 1.06 2.68
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De forma oposta ao critério da forma modificada que, quando aplicado a matriz de
covariancias posteriores absolutas dos parametros, levou ao planejamento de todos os
experimentos na condi¢do experimental maxima (Tabela 5.14), a Tabela 5.18 mostra que todos
os experimentos foram planejados em condi¢fes experimentais baixas, quando o critério da
forma modificada foi aplicado & matriz de covariéncias relativas posteriores dos parametros.
Isso mostra o esforco experimental realizado para reduzir o desvio do parametro com maior
erro relativo. Comparando os valores dos erros relativos apresentados nas Tabelas 5.17 e 5.19,
Vé-se que 0s erros relativos de ambos os parametros apresentados na Tabela 5.17 s&o menores
que os apresentados na Tabela 5.19, indicando que o foco exclusivo em um Unico parametro
ndo parece constituir uma boa estratégia. Comparando agora os valores obtidos com o critério
do traco relativo e forma relativa (Tabela 5.17) e o critério do volume (Tabela 5.11), vé-se que
o erro relativo do pardmetro a1 € menor quando é usado o critério do volume, mas que o erro
relativo do pardmetro a> € menor quando séo usados os critérios do trago relativo e forma
relativa. Assim, baseado neste exemplo, parece que os critérios mais indicados para o
planejamento sequencial sdo o critério do volume, o critério do traco relativo e o critério da
forma relativa.

5.5. Um Critério de Parada Baseado nos Custos de Experimentacéo

A Figura 5.1 prevé a possibilidade de que o analista interrompa o planejamento
sequencial, se perceber que as metas estabelecidas ndo podem ser atingidas. Nesse caso, é
preciso desenvolver uma metodologia que permita avaliar a viabilidade de atingir as metas
estabelecidas e prever os custos (em termos financeiros e temporais) do trabalho experimental
que ainda precisa ser realizado. Para isso, Santos (2000)* desenvolveu um algoritmo simples,
que propde a simulacdo do planejamento experimental para definir o esforco experimental
necessario para que se atinjam as metas propostas. O algoritmo, mostrado na Figura 5.10, é
uma adaptacdo do procedimento ilustrado na Figura 5.1, executado com auxilio do modelo do
processo. A idéia é muito simples — repete-se o ciclo de planejamento, substituindo a medida
experimental pela resposta do modelo, até que as metas estabelecidas sejam atingidas. Nesse
caso, 0 nimero de experimentos necessarios para atingir a meta proposta € registrado e a
viabilidade e os custos do estudo experimental podem ser avaliados. Se o custo (definido em
termos financeiros ou temporais) for considerado excessivo, o plano deve ser interrompido e as
metas devem ser reavaliadas. Para simular a existéncia do erro experimental, ruidos aleatorios
podem ser adicionados as simulagdes feitas com o modelo, tornando a avaliagdo do custo
experimental mais robusta e representativa da realidade experimental. O mérito principal do
procedimento proposto na Figura 5.10 € permitir uma avaliagdo a priori dos custos associados
ao plano experimental e as metas estabelecidas, o que pode ser muito Gtil em aplicacdes reais
que ndo podem desconsiderar os custos de desenvolvimento do modelo.

1 T.J. Santos, “Algoritmos para Estimagio de Parametros e Previsio de Planos Experimentais Seqiienciais”, Tese
de Doutorado, Programa de Engenharia Quimica/COPPE, Universidade Federal do Rio de Janeiro, 2000.
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[ Registre NE ]—*[ Avalie o Custo FIM

Figura 5.10: Fluxograma esquematico para computo do esforgco experimental necessario para
atingir as metas propostas.

Exemplo 5.8- Considerando novamente o caso analisado no Exemplo 5.2, em que o modelo
tem a forma:

y=exp(—kt)

e a matriz de covariancias paramétricas posteriores tem a forma:

., NEiIA t? exp(—2kt;) |

2
i=NE+1 O;

a

o =| (?)

pode-se estimar a incerteza paramétrica para qualquer sequéncia de valores de t escolhidos no
plano. Nesse caso particular, o valor 6timo de t para condugéo do experimento (veja Exemplo
5.2) é igual ao inverso do valor do pardmetro k, de maneira que uma avaliacdo otimista da
evolucdo das incertezas paramétricas pode ser feita na forma:

A=)

2 2
iNen K O;

Admitindo-se que o erro paramétrico inicial € muito grande

a 2 2
iNen K O;
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No caso em que 0s erros experimentais sdo constantes

, € k?o?

o, =——
NA

de forma que o nimero de experimentos necessarios para atingir a precisdo requerida pelo
analista é

A expressdo anterior mostra com clareza que o esforgo de experimentacdo aumenta com a
imposicdo de limites mais exigentes sobre a qualidade do parametro e com a imprecisdo das
medidas experimentais, como ja poderia ser esperado. E interessante também perceber que o
custo de experimentacdo depende do valor estimado para a constante cinética k. No entanto, se
a expressdo acima for escrita em termos relativos

2_2
e o

NA =

observa-se que o esforco experimental ndo depende do valor do parametros, mostrando uma
vez mais a importancia da reparametrizacdo para a analise do planejamento experimental.

5.6. Conclusdes

Neste capitulo foi apresentado o procedimento de planejamento sequencial para a
estimacdo de parametros precisos, em que € utilizada a matriz de covariancias posteriores dos
parametros para fazer uma previsdo sobre como as incertezas paramétricas sdo modificados
pela inclusdo de novos experimentos no conjunto de dados experimentais. Foram discutidos 0s
critérios de planejamento 6timo, os quais haviam sido introduzidos no Capitulo 4. Por fim, foi
apresentada uma modificacdo na matriz de covariancias posteriores, que leva a definicdo da
matriz de covariancias relativas dos parametros, que considera as incertezas relativas dos
parametros e elimina problemas associados as distintas ordens de grandeza e unidades fisicas
dos parametros. Particularmente, o uso da matriz de covariancias relativas torna o
planejamento insensivel a parametrizagdo, mesmo quando os critérios da forma e do traco séo
utilizados na analise.

5.7. Leitura Adicional

O leitor interessado deve consultar alguns textos classicos, que abordam o planejamento
sequencial de experimentos, como:

A.C. Atkinson e A.N. Donev, “Optimum Experimental Designs”, Oxford: Oxford University
Press, 1992.
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Y. Bard, “Nonlinear Parameter Estimation”, San Diego: Academic Press Inc, 1974.

P. Englezos ¢ N. Kalogerakis, “Applied Parameter Estimation for Chemical Engineers”, New
York: Marcel Dekker Inc, 2001.

Além dos livros indicados acima, também é recomendada a leitura dos seguintes artigos
cientificos, que tratam de aspectos especificos do problema de planejamento e de
parametrizacdo dos critérios de planejamento:

G.E.P. Box, H.L. Lucas, “Design of experiments in non-linear situations”, Biometrika, 46, 77-
90, 1959.

J.C. Pinto, M\W. Lob&o, J.L. Monteiro, “Sequential experimental design for parameter
estimation: a different approach”, Chemical Engineering Science, 45, 883-892, 1990.

J.C. Pinto, M\W. Lobdo, J.L. Monteiro, “Sequential experimental design for parameter
estimation: analysis of relative deviations”, Chemical Engineering Science, 46, 3129-3138,
1991.

5.8. Exercicios Sugeridos

1- Refaca o Exemplo 5.2, supondo que os erros de medigdo tém a forma geral o° =ay’, e
verifique se as condi¢des 6timas de operacdo dependem do erro de medicéo.

2- No Exemplo 5.4, admita que, apds os trés experimentos iniciais, as metas estabelecidas
para as incertezas dos parametros ai e oz sdo respectivamente iguais a 2.7 e 1700 K e
avalie o esforco experimental necessario para atingir as metas propostas ao longo de todo o
procedimento de experimentacéo.

a . o . . . .
3- Paraomodelo y=—=—, ainformacé&o disponivel é a seguinte
a,+ X

SR

Escolha a melhor condigéo de experimentagdo no intervalo 0 < x < 10, considerando 0s
critérios da forma, do traco e do volume nas formas absoluta e relativa. Verifique se as
condigBes experimentais selecionadas séo iguais ou diferentes e interprete os resultados
obtidos.




