Capitulo 3

Planos Fatoriais Fracionados

Conforme discutido no Capitulo 1, ndo existe um Unico procedimento para o
planejamento de experimentos que possa ser aplicado a todos os tipos de problemas. Ficou
evidente que diversas questdes devem ser compreendidas e respondidas antes que o
planejamento dos experimentos propriamente dito seja iniciado, além de ter sido mostrado que
o problema que estd sendo investigado influencia o planejamento dos experimentos. No
Capitulo 2 foram mostrados e discutidos os procedimentos classicos de planejamento fatorial,
que t€ém como principal caracteristica a ortogonalidade, que permite a obten¢do de parametros
independentes em modelos lineares nos parametros. Contudo, ficou evidente que o numero de
experimentos num planejamento fatorial cresce como uma poténcia do niimero de niveis, a
medida que o niumero de variaveis aumenta. Dessa forma, mesmo quando apenas dois niveis
sdo usados, o numero de experimentos ja ¢ excessivamente grande quando se atingem cinco
variaveis (32*NR, se todos os experimentos sdo replicados, ou 32+NR se sdo replicados os
experimentos apenas na condi¢do central). Por isso, neste capitulo serdo apresentados e
discutidos alguns procedimentos classicos de planejamento de experimentos que sdo obtidos
como fragcdes dos planos fatoriais classicos. De forma geral, os planejamentos serdo propostos
com o objetivo de manter as propriedades de ortogonalidade discutidas no capitulo anterior,
para que seja ainda possivel estimar parametros independentes, apesar do menor niimero de
experimentos da grade experimental. A despeito disso, a redugdo do niimero de experimentos
traz alguns inconvenientes para o analista, como a fusdo dos efeitos experimentais, como sera
discutido nas proximas secdes.

3.1. Planos Meio-Fatoriais

Ao longo da discussdo encaminhada até aqui, o ideal estatistico foi sendo
comprometido em varios pontos, em fun¢do de uma visdo mais pragmatica ¢ da construgdo de
um plano experimental mais enxuto e econdmico. Por exemplo, (i) a identificagdo de relagdes
funcionais complexas ¢ de padrdes oscilatorios de comportamento foi prejudicada com a
constru¢do da filosofia de planejamento fatorial; (if) a escolha de muitas condi¢des aleatorias
de experimentagdo foi substituida pela escolha do conjunto minimo de experimentos que
permitem a formulacdo de um certo modelo de referéncia; (iii) a realizacdo de muitas réplicas
para identificagdo dos erros experimentais foi substituida pela escolha de um conjunto minimo
de réplicas, admitindo-se comportamento normal, independéncia das medidas experimentais e
uniformidade das flutua¢des na regido de experimentagdo. A despeito disso, por incrivel que
parecga, o numero de condi¢des de experimentagdo previsto por planos fatoriais classicos a 2 e 3
niveis ¢ ainda excessivamente elevado para grande parte dos problemas experimentais. Por
exemplo, admitindo-se que os efeitos de NX = 7 varidveis independentes sobre uma certa
resposta estdo sendo investigados, as Equagdes (2.69) e (2.73) indicam que sdo necessarios NE
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= 131 e NE = 2189 experimentos respectivamente para formulagdes fatoriais a 2 e 3 niveis,
com NRy = 3 réplicas centradas no ponto central. Esses numeros sdo absurdos para a maior
parte dos propositos praticos. Se um limite de cerca de 20 experimentos ¢ admitido para iniciar
uma investiga¢do experimental, a formulacdo fatorial classica permitiria a andlise de ndo mais
do que NX = 4 variaveis independentes a dois niveis e NX = 2 variaveis independentes a trés
niveis. Esses nimeros sdo restritivos demais e limitam a aplicagdo dos planos classicos a
problemas de pequena dimensao.

Analisando-se as Equacdes (2.69) e (2.73), vé-se que ndo ¢ mais possivel reduzir a
carga experimental através da otimizac¢do da escolha de variaveis como o nimero de niveis e o
namero de réplicas. A TUnica variavel presente nessas equagdes ¢ o numero de variaveis
independentes, que ndo pode ser manipulado por caracterizar a natureza intrinseca do problema
que esta sendo investigado. Mudar o valor de NX é o mesmo que mudar o problema analisado,
o que nao faz qualquer sentido para aquele que formulou o problema experimental. Portanto, ha
que se buscar uma outra alternativa.

Para induzir o leitor a perceber a solugdo natural que pode ser obtida para esse
problema, apresenta-se a Tabela 3.1 com um plano experimental fatorial a 2 niveis para 3
variaveis.

Tabela 3.1- Plano experimental fatorial a 2 niveis para 3 variaveis,
com réplicas no ponto central.
Experimento VAW 2) 7173 2,73 | 11 7h 73

_-----

2 +1 -1 -1 +1 +1 -1 -1 +1
3 +1 -1 +1 -1 -1 +1 -1 +1

------
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O plano fatorial apresentado na Tabela 3.1 permite a identificacdo de todas as interagdes
de ordem 1 a 3 entre as NX = 3 variaveis do problema. Em outras palavras, o analista pode
propor a seguinte equagao empirica para explicar os dados experimentais:

y=a,t+a z,+a, z, +t oy z; +

3.1
Bozizy+ By 20 2+ Py 2, 23+ Vi3 2, 2, 4 G-
onde ¢, B € %k sdo os parametros que devem ser identificados. No entanto, a medida que a
ordem da interacdo aumenta, menos provavel € que a interacdo tenha importancia pratica no
sistema experimental investigado. Dessa forma, na maior parte dos sistemas praticos reais,
espera-se que o parametro yx da Equacdo (3.1) seja ndo significativo ou menos significativo
que os demais. (Deve-se observar que essa ndo € uma lei da natureza, mas uma observagio
heuristica bastante usual.) Por essa razdo, o experimentador pode entdo se sentir compelido a
sacrificar as interagdoes de ordem superior (ou seja, ndo se importar com a estimacdo precisa
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desses fatores) e a tentar simplificar a estrutura do modelo de referéncia proposto. Por exemplo,
a Tabela 3.1 mostra os dois conjuntos distintos de condigdes experimentais que sdo obtidos
quando a interacdo de ordem 3 estd confundida com o efeito constante (e, portanto, assume
valores constantes ao longo da regido experimental). Como forma de ilustrar o procedimento
descrito no paragrafo anterior, deve ser observado que os dois subconjuntos ressaltados no
plano fatorial apresentado na Tabela 3.1 e ilustrado na Figura 3.1 sdo também ortogonais,
embora ndo permitam a identificagdo da interacdo de ordem 3. O leitor deve observar que as
somas das colunas da Tabela 3.1 relacionadas aos efeitos experimentais sdo iguais a zero nos
subconjuntos ressaltados (e, portanto, os subconjuntos sdo ortogonais), com excecdo daquela
relacionada ao efeito de terceira ordem. A identificagdo da interagdo de ordem 3 ndo é possivel
nos subconjuntos ortogonais (ou meio-fatoriais) porque o valor do produto z;z,z; permanece
constante na grade. Como mostrado na Tabela 3.2, existem duas metades do plano fatorial
completo original que também sdo ortogonais e, portanto, permitem a obten¢do de pardmetros
independentes em modelos lineares nos pardmetros. Logo, para obter pardmetros independentes
em modelos lineares nos parametros com trés variaveis a dois niveis ndo € necessario executar
o plano experimental fatorial completo com oito experimentos (além das réplicas no ponto
central), o que certamente ¢ muito bom e permite considerar a redu¢do dos experimentos da
grade experimental original.
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Figura 3. 1- Ilustragdo geométrica dos planos meio-fatoriais da Tabela 3.1.

A pergunta que se impde, entdo, ¢ se esse procedimento pode ser executado sempre ou
se ¢ apenas uma curiosidade para o conjunto de experimentos apresentados na Tabela 3.1. A
resposta para a questdo formulada ¢ um sonoro SEMPRE, como mostrado no Exemplo 3.1
apresentado a seguir. Isso pode ser feito sempre porque todas as combinagdes dos demais
efeitos aparecem para cada nivel que se estabelece para um efeito genérico em um plano
fatorial completo. As duas metades apresentadas nas Tabelas 3.1 e 3.2 sdo chamadas por razdes
obvias de planos meio-fatoriais ou planos fatoriais fracionados, que podem ser definidas
como porg¢des ortogonais do plano fatorial completo que se obtém quando se sacrificam os
efeitos associados as intera¢des de mais alta ordem. Portanto, € possivel reduzir a dimensao do
plano fatorial completo e ainda assim manter as propriedades de ortogonalidade do plano
experimental fatorial. Assim, os efeitos que podem ser estimados sdo obtidos de forma
independente.
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Tabela 3.2- Planos experimentais meio-fatoriais a 2 niveis para 3 variaveis,
com réplicas no ponto central.

Plano Meio-Fatorial 1

Experimento 1 Z 7 73 VAW 2) 71 73 13 | 117, 73 NR
1 +1 -1 -1 -1 +1 +1 +1 -1 1
2 +1 -1 +1 +1 -1 -1 +1 -1 1
3 +1 +1 -1 +1 -1 +1 -1 -1 1
4 +1 +1 +1 -1 +1 -1 -1 -1 1
5 0 0 0 0 0 0 0 0 3

Plano Meio-Fatorial 2

Experimento 1 7 Z; 73 VAW %) 71 73 2,23 | 1172 73 NR
1 +1 -1 -1 +1 +1 -1 -1 +1 1
2 +1 -1 +1 -1 -1 +1 -1 +1 1
3 +1 +1 -1 -1 -1 -1 +1 +1 1
4 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 1
5 0 0 0 0 0 0 0 0 3

Exemplo 3.1- Suponha que um plano experimental fatorial a dois niveis é proposto para
investigar um problema. Entdo:

onde NE representa o numero de experimentos do plano e fi(xx) representa o efeito
experimental i calculado na condi¢do experimental xx. NF representa o numero de fatores
independentes analisados simultaneamente. Nesse caso,

onde NS representa um subconjunto dos dados experimentais e M representa um subconjunto
dos efeitos considerados. Obviamente, nessas condi¢cdes o plano ndo ¢ necessariamente
ortogonal em NS, pois a soma dos efeitos considerados no subconjunto da grade experimental
ndo ¢ necessariamente igual a zero. No entanto, como o plano ¢ ortogonal em NE, as duas
metades consideradas devem necessariamente somar valores com sinais contrarios. Como o
plano original ¢ fatorial, entdo NS = NE-NS e, portanto, NS=NE/2. Como o efeito de mais alta
ordem ¢ mantido constante, na primeira metade
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Deve ser observado que ndo ¢ possivel satisfazer os dois conjuntos de equagdes
simultaneamente, a ndo ser que o valor de N seja igual a zero, pois:

k=1 k=1 k=NS+1 Jj=1

ST e -2 T o) £ [T ns]-2v

Portanto, conclui-se que as duas metades resultantes do processo de parti¢do baseado no
sacrificio da interagdo de mais alta ordem sdo de fato sempre ortogonais.

Em fun¢@o da discussdo proposta nos paragrafos anteriores, uma hipdtese adicional ¢
formulada abaixo.

Hipotese 3. 1- O experimentador estd disposto a sacrificar interagdes de ordem superior nos
modelos de referéncia descritos pela Equacao (2.48), relacionada ao plano experimental fatorial
a dois niveis, e pela Equacdo (2.72), relacionada ao plano experimental fatorial a trés niveis.

A Hipétese 3.1 permite sempre reduzir o nimero de experimentos propostos na grade
experimental e ainda assim estimar parametros independentes nos modelos lineares nos
parametros, por conta da ortogonalidade. Nos planos experimentais a dois niveis (ver Exemplo
3.1), formam-se dois blocos ortogonais com metade dos experimentos do plano fatorial
completo ( NE =2""). Nos planos experimentais a trés niveis (ver Figura 3.2 e Exercicios

Propostos 1 e 2), formam-se trés blocos ortogonais, sendo que dois blocos contém NE =2
experimentos (condigdes em que as interagdes de alta ordem sdo iguais a -1 ¢ +1) e um bloco
contém NE =3" -2 experimentos (condi¢des em que as interacdes de alta ordem sdo iguais
a 0). No entanto, a reducdo da carga experimental ndo ¢ irrelevante, pois a reducdo do numero
de experimentos compromete a estimagdo de parametros do modelo. O numero maximo de
parametros que podem ser estimados quando NE condi¢des experimentais sdo consideradas ¢
igual a NE-1, enquanto o nimero maximo de parametros que podem ser estimados quando NS
< NE condig¢des experimentais sdo consideradas ¢ igual a NS-1 < NE-1. Portanto, a capacidade
analitica do plano ¢ reduzida quando o plano fatorial completo ¢ particionado. Além disso,
como mostrado no Capitulo 4 do volume I dessa série, a redugdo do nlimero de experimentos
também provoca redugdo da precisdo dos parametros estimados (considerando-se um mesmo
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namero de parametros no modelo). Portanto, a qualidade da analise também ¢ afetada pela
reducdo da carga experimental. Dessa forma, fica claro que a decisdo de reduzir a carga
experimental resulta na piora relativa da analise dos dados, o que deve ser sempre considerado
de forma critica pelo analista.
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Figura 3. 2- Ilustragdo geométrica dos planos meio-fatoriais de um plano fatorial a trés niveis.

Voltemos as Tabelas 3.1 e 3.2, onde o nimero de condi¢des experimentais caiu de 9
para 5 apos o procedimento de particdo. Portanto, foi perdida a capacidade de avaliar ao menos
4 efeitos experimentais distintos quando o analista decidiu realizar o plano experimenta meio-
fatorial ao invés do plano fatorial completo. Logo, ndo foi perdida apenas a capacidade de
avaliar um parametro, como se pode apressadamente concluir do fato de ter sido sacrificada
apenas uma interagdo de ordem elevada. Sendo assim, quatro pardmetros precisam ser
removidos da Equacdo (3.1) e ndo apenas o termo diretamente associado a intera¢do de mais
alta ordem. Uma pergunta pertinente diz respeito a que parametros e efeitos experimentais
devem ser removidos da Equagdo (3.1) e a quais parametros podem ser de fato estimados a
partir do plano experimental proposto.

O observador atento vai perceber na Tabela 3.2 que

21 T T 2y Zyp s 2y

1

= T2y 2y s 2y

1

=—z,, Z,;, para o Plano Meio-Fatorial 1;

Zl' =

1

2y Z3i 0 23 =

.= Z, Zy » 2y = Zy; Z;, Para o Plano Meio-Fatorial 2.

Diz-se que os efeitos de intera¢do binaria da Tabela 3.2 estdo fundidos ou confundidos
com os efeitos principais, porque variam de forma similar (a menos de uma constante
multiplicativa) ao longo da grade experimental. Logo, o sacrificio de uma interagdo de ordem
superior provoca a confusdo de efeitos experimentais (ou fusido de efeitos experimentais),
que impede a estimagdo desses efeitos a partir do plano meio-fatorial proposto. Por conta desse
efeito, considerando o Plano Meio-Fatorial 1 da Tabela 3.2, deve-se escrever:

y=050+051 Zl-‘ra2 22+a3 Z3+
Bz 2+ B2 23+ By 2, 23+ V153 2, 2, 2 (3.2)
y=(a0—]/123)+(a’1 _ﬁ23) Z +(0(2—ﬂ13) Zz+(a3 _ﬂlz) Z3
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enquanto para o Plano Meio-Fatorial 2 da Tabela 3.2, deve-se escrever:

y=a0+al Zl+a2 ZZ-|'6Z3 Z3+
Bz 2,4+ B2 23+ By 2, 23+ V153 2, 2, 25 (3.3)
y:(a0+}/123)+(a’1+,[)’23) Z +(a2+:313) Zz+(a3+ﬁ12) Z

O leitor deve perceber que apenas os efeitos principais podem de fato ser estimados a
partir dos planos meio-fatoriais para trés variaveis a dois niveis. Portanto, a reducdo da carga
experimental s6 pode ser feita a custa da simplificagdo do modelo de referéncia e a fusdo de
efeitos experimentais. Por exemplo, no caso da Tabela 3.2, 0 modelo de referéncia teria que ter
a estrutura linear nas variaveis experimentais

y=o,+ta,z,+o,z, +a,z, (3.4)

ou a estrutura ndo linear nas varidveis experimentais, para identificacdo da concavidade da
resposta, na forma (ver Capitulo 2)

4
y=o,ta,z, +a,z, +a,z, +a (le —7j (3.5)

A comparagdo das Equagoes (3.2-3.3) com as Equagdes (3.4-3.5) mostra ainda uma
propriedade muito importante — se as interacdes de ordem 2 ou 3 (efeitos ndo lineares das
varidveis experimentais) existirem, o experimentador ndo s6 nao podera identifica-los como o
experimentador concluira que os resultados sdo devidos a um outro efeito experimental, sem
qualquer conex@o com a interagdo real. Ou seja, os pardmetros estimados com a Equacdo (3.4)
e os dados experimentais resultantes do plano meio-fatorial podem esconder efeitos ndo
lineares importantes, como mostrado nas Equagdes (3.2-3.3). Esse efeito ¢ extremamente
importante e obriga o analista a avaliar que e quantos efeitos experimentais sdo fundidos apos o
fracionamento do plano fatorial completo. Por essa razdo, toda vez que um plano fatorial for
fracionado, o experimentador tem que identificar que conjuntos de efeitos passam a estar
confundidos. Somente o experimentador pode decidir se a confusdo de efeitos existente pode
ser relevante ou ndo para o problema investigado, pois em geral essa informagdo ndo ¢
disponivel no inicio do procedimento experimental. Uma vez mais, isso deixa claro que ndo ¢
possivel formular uma receita genérica para o problema de planejamento experimental sem a
participacdo do experimentador. A despeito da reducdo da carga de trabalho, o fracionamento
do plano experimental resulta em reducdo do nimero de parametros identificaveis, redugdo da
precisdo dos parametros obtidos e fusdo de efeitos experimentais. Apenas o experimentador
pode decidir se o balango de perdas e ganhos vale a pena.

Exemplo 3.2- A Tabela 3.3 apresenta um plano fatorial completo para 5 variaveis a dois nivesis,
com réplicas no ponto central. Interagdes de quinta ordem sdo apresentadas e servem de base
para fracionamento do plano fatorial. Um plano fracionado ¢ apresentado na Tabela 3.4.

Tabela 3.3- Plano fatorial para NX = 5 variaveis a dois niveis, com réplicas no ponto central.
Experimento 212y 723 74 75
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Tabela 3.4- Plano meio-fatorial para NX = 5 variaveis a dois niveis, com réplicas no ponto
central, sacrificando a interag¢do de ordem 5.

Experimento 7 /) 73 Z4 Zs 217 73 Z4 Z5
1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
2 -1 -1 -1 +1 +1 -1
3 -1 -1 +1 -1 +1 -1
4 -1 -1 +1 +1 -1 -1
5 -1 +1 -1 -1 +1 -1
6 -1 +1 -1 +1 -1 -1
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7 -1 +1 +1 -1 -1 -1
8 -1 +1 +1 +1 +1 -1
9 +1 -1 -1 -1 +1 -1
10 +1 -1 -1 +1 -1 -1
11 +1 -1 +1 -1 -1 -1
12 +1 -1 +1 +1 +1 -1
13 +1 +1 -1 -1 -1 -1
14 +1 +1 -1 +1 +1 -1
15 +1 +1 +1 -1 +1 -1
16 +1 +1 +1 +1 -1 -1
17 0 0 0 0 0 0

Os efeitos fundidos na Tabela 3.4 sdo os seguintes:

Di=-z,z, 2, 2, 25 ;
2)z,=—12, 25 2, Zs; ;
3) zy ==z, 23 2y Zs; 5
4) zy, == 2, Zy; Zy; Zs;
5) zy=—2,2y 2y Zy; ;
6) zs5, ==z, 2, 2y, Zy; ;
7) 2y 2y, == 2y Zy; Zs; 5
8) 2, 2, == 2, 2y, Zs; ;
9) z); 2y, =2y 23 Zs; 5
10) z, z5, =— 2, 23, 2, ;
11) zy, 23, ==z, 2,; zs; ;
12) z,, 2y, ==z, 23, 25, ;
13) zy, 2, == 2, 23, 2,
14) z;, z,, = -z, 2, 25, ;
15) zy, z5, ==z, 2y, 2, ;
16) z,, z5, =—z,, 2,, 23,

Deve ser observado que todos os efeitos de primeira ordem estdo fundidos com os
efeitos de quarta ordem (em geral, pouco importantes) e que os efeitos de segunda ordem estdo
fundidos com os efeitos de terceira ordem (em geral, também pouco importantes). Portanto, se
o experimentador acredita que os efeitos de ordem superior a dois sdo provavelmente
irrelevantes, a Tabela 3.4 apresenta um conjunto meio-fatorial de experimentos que permite
estimar de forma independente todos os efeitos principais e todas as interagdes ndo lineares de
segunda ordem. Portanto, o plano meio-fatorial da Tabela 3.4 parece bastante bom.

Exemplo 3.3- Um plano experimental ¢ proposto para investigar o efeito da concentracao, da
temperatura ¢ da velocidade agitagdo sobre uma taxa de reacdo, pois suspeita-se que a reagdo
pode ser limitada pela velocidade de transferéncia de massa. A faixa de temperaturas analisada
¢ de 25 a 75 °C, enquanto a faixa de concentragdes analisadas ¢ de 0.2 a 1 mol/l ¢ a faixa de
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velocidade de agitacdo vai de 100 a 2000 rpm. Sdo escolhidos 2 niveis para cada variavel e a
distancia minima que os pontos experimentais devem manter das extremidades deve ser igual a
zero. Além destes pontos, sdo realizadas 3 réplicas na condicdo central. O seguinte modelo
deve ser utilizado para interpretar os dados experimentais:

R=0,+a,z, +o,z, +a,z,

Baseado nessas informagoes, os plano experimental é formulado como apresentado na
Tabela 2.1. Na Tabela 2.1 sdo também apresentados os resultados experimentais obtidos. Os
dados experimentais apresentados foram obtidos através da expressao

R=10000] 1-exp| ——*— | lexp[ ——22 e
1000 T+273.15

onde € ¢ um sinal aleatério, com distribuicdo normal, média igual a zero e desvio padrdo igual a
0.01. As variaveis normalizadas sdo definidas como:

T-50
zZ=—
25
C-0.6
22 =
0.4
~ w—1050
’ 950

A ordem experimental ¢ definida de forma aleatoria. Os dados s@o apresentados na Tabela 3.5.

Tabela 3.5- Dados experimentais do Exemplo 3.3.

T C w 7 Z 73 ordem | erro R=y* R™P=y“*P
(°C) | (mol/l) | (rpm) (mol/Lh) (mol/Lh)
25 0.2 500 -1 -1 -1 5 -0.062 0.180 0.118
25 1 2000 -1 +1 +1 3 0.050 1.974 2.024
75 0.2 2000 +1 -1 +1 6 -0.175 1.316 1.141
75 1 500 +1 +1 -1 2 -0.005 2.994 2.989
50 0.6 1250 0 0 0 7 -0.021 1.869 1.849
50 0.6 1250 0 0 0 4 -0.002 1.869 1.868
50 0.6 1250 0 0 0 1 -0.015 1.869 1.854

Como no Exemplo 2.22, a analise qualitativa preliminar dos resultados obtidos esta
completamente prejudicada pelo baixissimo numero de graus de liberdade. Sendo assim, a
unica andlise qualitativa relevante que pode ser feita ¢ comparar as variagdes observadas no
plano experimental como um todo com aquelas observadas no ponto central. Se o plano ¢
considerado como um todo, entdo

y=1629+0.815, 0.322<s)2,7 =0.776 <3.762

com 6 graus de liberdade e 95% de confianga. No ponto central,
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y=1.899+0.204 , 0.002< s; =0.007<0.267

com 2 graus de liberdade e 95% de confianga. Observe que ndo ¢ possivel a principio distinguir
os resultados observados no ponto central daqueles observadas ao longo de toda a regido de
experimentagdo, ja que os intervalos de confianga dos valores médios se sobrepdem, ndo sendo
entdo possivel afirmar a priori que existam efeitos relevantes de temperatura, concentrago e
velocidade de agitagdo sobre as medidas de taxa de reacdo. Esses resultados decorrem do baixo
namero de graus de liberdade do problema. Se o teste F ¢ aplicado as duas medidas de
variancia, com 6 graus de liberdade no numerador e dois graus de liberdade no denominador,
com 95% de confianca

0.138 < F <39.33
Como a razdo entre a duas variancias € igual a 110.9, pode-se dizer com 95% de confianca que
as variagdes de atividade enzimatica observadas na regido de experimentacdo ndo podem ser
explicadas pelo erro experimental. Dessa forma, o teste F indica a existéncia de efeitos
experimentais relevantes sobre a resposta investigada.
A Equacdo (3.4) ¢ entdo usada para estimar os pardmetros do modelo
y=a,+0,z,+ta,z, +a,z,

resultando em

aT=[1.710 0.497 0.938 0.015]

No caso analisado, o valor final obtido para a fungdo objetivo &

F, =0.201

Obj

Como o numero de graus de liberdade do problema de estimacdo de pardmetros é igual a NE-
NP =3, uma medida das flutuagdes observadas entre modelo e experimento pode ser dada por

F .
6’ :L’v:wzo_om
Ty 3

Ja a matriz de covariancias dos parametros fica

0.96x1072 0 0 0
0 1.68x107 0 0
V, =
0 0 1.68x1072 0
0 0 0 1.68x107>

e os respectivos desvios padrdes sdo iguais a
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ol =[0.098 0.129 0.129 0.129]

Assim, com limite de confianga de 95%, os parametros podem ser apresentados como

1.710+£0.311
0.497+0.412
0.938+£0.412
0.015+£0.412

T

Deve ser observado que o quarto parametro, relacionado ao efeito da velocidade de
agitacdo, foi considerado ndo significativo, embora a velocidade de agitacdo de fato afete os
resultados experimentais, como mostrado na expressdo que gerou os dados. Além disso, o
efeito da temperatura, relacionado ao segundo pardmetro, tem seu valor pouco acima do limite
de confianga de 95%. De acordo com a Tabela 3.2, os efeitos lineares aparecem confundidos
com os efeitos de interacdo binaria. Assim, é possivel que o segundo pardmetro esteja sendo
influenciado pelo efeito linear da temperatura e pelo efeito do produto da concentragdo pela
velocidade de agitacdo. Fica claro aqui que, a despeito da aparente maior facilidade de realizar
o estudo com um baixo nimero de experimentos, a informagdo perdida com a diminuicao de
experimentos pode ser muito grande.

Na Figura 3.3 ¢ apresentado o ajuste do modelo aos dados experimentais. A despeito
das enormes barras de erros de predicdo (horizontais) devido ao baixo nimero de graus de
liberdade, pode ser observado que o ajuste ¢ bom. No entanto, como enfatizado no paragrafo
anterior, houve grande perda de informag@o com a redugdo da grade de experimentos.

Lt

il
= Ln
l

b2

[

= Lh

1 I
[

h

1.0- /

0.5 s

=

=
1

™,

S
(|
1
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'll::} o I x T T T Lt I 1 I i, I N I i I T
-10 <05 00 05 10 15 20 25 30 35
Valores Preditos

Figura 3.3- Desempenho do modelo para explicacdo dos dados
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experimentais da Tabela 3.5.

3.2. Planos Fatoriais Fracionados e Planos Minimos de Placket-Burmann

Tendo em vista os prejuizos que a reducdo do nimero de experimentos pode trazer para
a analise, como ilustrado na Se¢@o 3.1, uma pergunta se impde — vale mesmo a pena reduzir o
universo de experimentos realizados? Para responder essa pergunta de forma neutra e
tecnicamente adequada, é necessario primeiramente reconhecer que o aumento do niimero de
experimentos ¢ sempre benéfico a andlise; portanto, a reducdo da carga experimental s6 deve
ser executada se necessaria. O problema, no entanto, € que os experimentos de engenharia sdo
usualmente longos e caros, de maneira que quase sempre ha necessidade de reduzir a carga
experimental. Suponha que o analista estd avaliando o problema de calibragio de um
espectrofotdometro e precisa obter os espectros de infravermelho de solugdes de diferentes
composi¢des, com cinco componentes em um solvente. Nesse caso, admitindo que o tempo
para preparar as solucdes ¢ curto e que os volumes preparados sdo pequenos (por exemplo, 10
ml), o pesquisador pode se dar ao luxo de preparar as 3° = 243 solugdes previstas por um plano
experimental a trés niveis para as concentragdes dos 5 diferentes compostos no solvente
padrdo. Nesse caso, por que o analista reduziria a carga experimental? No outro extremo,
suponha que o analista estuda o efeito que cinco componentes exercem sobre o crescimento
microbiano em um meio usado para fazer tratamento de efluentes. Nesse caso, parece licito
admitir que cada um dos experimentos demore ao menos uma semana € que sejam necessarios
varios litros de produto para a conducdo do estudo em cada corrida experimental. Portanto, a
realizacdo do mesmo plano proposto anteriormente exigiria que o experimento se prolongasse
por pelo menos 243 semanas ou quase cinco anos, admitindo que ndo ocorresse falha em
qualquer dos experimentos, 0 que ndo parece ser obviamente razoavel (consulte o Exemplo 2.2
do volume I dessa série de publicagdes). Logo, a redugdo da carga experimental parece
premente para a realizagdo do estudo. Comparando-se os dois casos, conclui-se facilmente que
a decisdo sobre reduzir ou ndo a carga experimental depende bastante dos custos, do orgcamento
e das caracteristicas particulares do problema analisado.

Exemplo 3.4- Suponha que o custo unitario de experimentagdo seja igual a $R; e que o
orcamento disponivel para o estudo seja igual a $R7. Nesse caso, parece claro que o numero
maximo de experimentos no plano experimental (NVE,,,) deve ser igual a

NEmax = C NEsim $RT
$R1

C < 1 ¢ um coeficiente de seguranca que leva em conta o fato de que nem todo experimento
sera de fato bem sucedido, como discutido no Exemplo 2.2 do volume I dessa série de
publicacgdes. Sugere-se heuristicamente que seja usado o valor C = 0.7, embora cada caso deva
ser analisado com cuidado, levando-se em conta a taxa de sucessos da série de experimentos
particulares realizada. NE;, ¢ um fator que indica o nimero de experimentos que podem ser
realizados simultaneamente pelo analista, j& que em muitas instalacdes ¢ possivel realizar
varios testes experimentais a0 mesmo tempo.

De forma similar, suponha que o tempo requerido para realizacdo de cada experimento
seja igual a ¢; e que o tempo disponivel para realizagdo do estudo seja igual a 7. Nesse caso,
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parece claro que o nimero maximo de experimentos no plano experimental (NE,,) deve ser
igual a

onde C < 1 e NE,, sdo os mesmos coeficientes descritos anteriormente. O nimero maximo
de experimentos que deve conter o plano experimental é o menor dos dois niimeros calculados
anteriormente, tornando o plano experimental factivel do ponto de vista orcamentdrio e
temporal. O valor estimado de NE,,,, pode ajudar o analista a resolver se deve ou ndo realizar o
fracionamento do plano experimental e se deve ou ndo fazer investimentos na unidade
experimental.

A despeito da argumentacdo apresentada nos paragrafos anteriores, ¢ importante
perceber que no inicio do trabalho experimental, particularmente no caso em que pouca ou
nenhuma informagao prévia esta disponivel, ndo parece haver razdes para apostar nos cenarios
mais complexos de comportamento. Como ja discutido no Capitulo 2, parece adequado
comecar um planejamento experimental com dois niveis, ao invés de trés, e comecar a analise
com modelos lineares na forma

NZ
y=a,+Y.a,z (3.6)

i=1

que requer um minimo de (NZ+2) experimentos na grade experimental. Portanto, para o caso
de 5 fatores experimentais da Tabela 3.3, o plano fatorial completo a dois niveis contém 2° =
32 experimentos (além das réplicas do ponto central), enquanto o plano meio-fatorial contém
2! = 16 experimentos (além das réplicas do ponto central). Apesar disso, apenas 7
experimentos sdo necessarios para estimar os seis parametros da Equacgdo (3.6), trazendo
motivagdo para que se reduza o plano experimental ainda mais. Curiosamente, ¢ de forma
similar a executada na Secdo anterior, se duas das interagdes de ordem superior forem
sacrificadas, obtém-se quatro subconjuntos de 8 experimentos (além das réplicas do ponto
central) que também mantém as mesmas propriedades de ortogonalidade do plano fatorial
completo (com 32 experimentos) e do plano meio-fatorial (com 16 experimentos).

Como ja sabemos que o fracionamento dos planos fatoriais resulta na fusdo de efeitos,
podemos usar esse procedimento de fusdo de efeitos para construir os planos fatoriais
fracionados para muitas variaveis a partir de planos fatoriais completos projetados para menor
numero de varidveis. Nesse caso, ao invés de sacrificarmos explicitamente os efeitos de ordem
superior de um plano construido para muitas variaveis, podemos construir novas variaveis
confundindo-as com outros efeitos de ordem superior. Assim, ao invés de reduzirmos o numero
de linhas da grade experimental de um plano construido para muitas variaveis, aumentamos o
numero de colunas de um plano construido para menor niimero de variaveis. Por exemplo, para
construir planos fatoriais fracionados com oito experimentos para cinco varidveis, podemos
fundir efeitos de um plano fatorial completo construido para trés variaveis, que também contém
oito experimentos. Esse procedimento estd ilustrado nas Tabelas 3.7 e 3.8. Os quatro planos
fatoriais fracionados com 8 experimentos obtidos com o sacrificio de algumas das interacdes
superiores de segunda ordem e terceira ordem sdo mostrados nessas tabelas.
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Tabela 3.6- Planos fatoriais fracionados para NX = 5 variaveis a dois niveis, com réplicas no
ponto central, construidos a partir de um plano fatorial completo para trés variaveis por fusao
de efeitos principais com intera¢des de segunda (z1Z;) e terceira ordem (z12273).

Plano Fatorial Fracionado 1

Experimento 7 Z Z3 Z4= 117, Z5= 717,23 | Tabela 3.4
1 -1 -1 -1 +1 -1 3
2 -1 -1 +1 +1 +1 8
3 -1 +1 -1 -1 +1 10
4 -1 +1 +1 -1 -1 13
5 +1 -1 -1 -1 +1 18
6 +1 -1 +1 -1 -1 21
7 +1 +1 -1 +1 -1 27
8 +1 +1 +1 +1 +1 32
9 0 0 0 0 0 33

Plano Fatorial Fracionado 2

Experimento 7 Z Z3 Z4=171Zy |Zs=-17122Z3 | Tabela 3.4
1 -1 -1 -1 +1 +1 4
2 -1 -1 +1 +1 -1 7
3 -1 +1 -1 -1 -1 9
4 -1 +1 +1 -1 +1 14
5 +1 -1 -1 -1 -1 17
6 +1 -1 +1 -1 +1 22
7 +1 +1 -1 +1 +1 28
8 +1 +1 +1 +1 -1 31
9 0 0 0 0 0 33

Plano Fatorial Fracionado 3

Experimento 7 Z; Z3 Z4=-217y | Zs= 712,73 | Tabela 3.4
1 -1 -1 -1 -1 -1 1
2 -1 -1 +1 -1 +1 6
3 -1 +1 -1 +1 +1 12
4 -1 +1 +1 +1 -1 15
5 +1 -1 -1 +1 +1 20
6 +1 -1 +1 +1 -1 23
7 +1 +1 -1 -1 -1 25
8 +1 +1 +1 -1 +1 30
9 0 0 0 0 0 33

Plano Fatorial Fracionado 4

Experimento 7 7 73 74=-1712y |Zs= - 717523 | Tabela 3.4
1 -1 -1 -1 -1 +1 2
2 -1 -1 +1 -1 -1 5
3 -1 +1 -1 +1 -1 11
4 -1 +1 +1 +1 +1 16
5 +1 -1 -1 +1 -1 19
6 +1 -1 +1 +1 +1 24
7 +1 +1 -1 -1 +1 26
8 +1 +1 +1 -1 -1 29
9 0 0 0 0 0 33
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Tabela 3.7- Planos fatoriais fracionados para NX = 5 variaveis a dois niveis, com réplicas no
ponto central, construidos a partir de um plano fatorial completo para trés variaveis por fusdo
de efeitos principais com intera¢des de segunda (z1Z3) e terceira ordem (z12273).

Plano Fatorial Fracionado 1

Experimento 7 Z; 73 Z4= 1173 Z5= 717,23 | Tabela 3.4
1 -1 -1 -1 +1 -1 3
2 -1 -1 +1 -1 +1 6
3 -1 +1 -1 +1 +1 12
4 -1 +1 +1 -1 -1 13
5 +1 -1 -1 -1 +1 18
6 +1 -1 +1 +1 -1 23
7 +1 +1 -1 -1 -1 25
8 +1 +1 +1 +1 +1 32
9 0 0 0 0 0 33

Plano Fatorial Fracionado 2

Experimento 7 Z 73 Z4=171Z3 |Zs=-17172Z3 | Tabela 3.4
1 -1 -1 -1 +1 +1 4
2 -1 -1 +1 -1 -1 5
3 -1 +1 -1 +1 -1 11
4 -1 +1 +1 -1 +1 14
5 +1 -1 -1 -1 -1 17
6 +1 -1 +1 +1 +1 24
7 +1 +1 -1 -1 +1 26
8 +1 +1 +1 +1 -1 31
9 0 0 0 0 0 33

Plano Fatorial Fracionado 3

Experimento 7 Z; 73 Z4=-7123 | Z5= 712,73 | Tabela 3.4
1 -1 -1 -1 -1 -1 1
2 -1 -1 +1 +1 +1 8
3 -1 +1 -1 -1 +1 10
4 -1 +1 +1 +1 -1 15
5 +1 -1 -1 +1 +1 20
6 +1 -1 +1 -1 -1 21
7 +1 +1 -1 +1 -1 27
8 +1 +1 +1 -1 +1 30
9 0 0 0 0 0 33

Plano Fatorial Fracionado 4

Experimento 7 7 73 Z4=-17123 |Zs= - 21773 | Tabela 3.4
1 -1 -1 -1 -1 +1 2
2 -1 -1 +1 +1 -1 7
3 -1 +1 -1 -1 -1 9
4 -1 +1 +1 +1 +1 16
5 +1 -1 -1 +1 -1 19
6 +1 -1 +1 -1 +1 22
7 +1 +1 -1 +1 +1 28
8 +1 +1 +1 -1 -1 29
9 0 0 0 0 0 33
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As Tabelas 3.6 e 3.7 mostram que as solugdes dos planos fatoriais fracionados ndo sdo
unicas. Muito pelo contrario, trata-se de um problema combinatorial, com muitas solugdes
possiveis e crescente numero de solucdes, a medida que o niimero de variaveis do plano
experimental e o numero de experimentos admissiveis crescem. O que diferencia cada um dos
planos fatoriais fracionados das Tabelas 3.6 e 3.7 sdo as interagdes que podem ser avaliadas de
forma independente, por ndo estarem fundidas com as demais variaveis do plano experimental.
Apesar disso, todos os planos permitem a estimacao independente dos pardmetros da Equagdo
(3.6).

Exemplo 3.5- Uma maneira muito simples de identificar os efeitos experimentais que estdo
fundidos numa grade experimental é calcular a matriz de covariancias das condigdes do plano
experimental (o leitor deve consultar o Capitulo 1 do volume I dessa série de publicagoes).
Nesse caso, colocam-se nas colunas as condigdes experimentais e os efeitos analisados. Por
exemplo, para o primeiro plano fatorial fracionado da Tabela 3.6, pode-se construir a Tabela
3.8 abaixo.

Tabela 3.8- Matriz de experimentos com os efeitos de interagdo binaria para o Plano Fatorial
Fracionado 1 da Tabela 3.6.

Exper imento VA V4] 73 Z4 1s | 11y | W23 | 1124 | 1125 | 1073 | 124 | 125 | 2324 | 13725 | Z4Z5
1 1 -1 -1+ -1 41+ -1 44+ - AL - 4] -]
2 1 -1 41+ A1+ -1 -1 - - - - 44D 4]
3 L4 -1 -1+ -0 AL #L - - - [+ 4]
4 Sl |+ +1yp-1 -1y -1 -1 A1 A1 AL - -1 ] -1 ] 4]
5 +1 -1 /-1 ]-1|+1|-1|-1 | -1 |41 [+ [+ ]-1]+41]-1]-1
6 1] -1 |+ -1|-1 | -1 {41 -1 ]-1]-1[+1 ]+ -1 ]-1]+I
7 +1 |+ -1 {+1)-1|+1 -1 |41 ] -1 ]-1 [+ ]-1]-1/]+4+1] -1
8 +1 |+l |+ |+ )41 | +1 | 41 | A1 | A1 | +1 | 41 | +1 | +1 | 41 | +1
9 010]J0]07]0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Em seguida, calcula-se a matriz de covariancias (ou de correlagdes) entre as colunas da
matriz que contém o projeto experimental. No caso analisado, obtém-se a matriz mostrada na
Tabela 3.9.

Tabela 3.9- Matriz de covariancias das colunas da matriz de experimentos mostrada na Tabela
3.8.

Lzl 2 ||z || 2 2 || 6| gz | g g || 2 || 22 | 25 || 2524 | 2325 | 2425

loJloofojfofolftfololeol]
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0 0 1 0 0
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ollollollollo|lollollo]|l~
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A existéncia de numeros iguais a 1 ou -1 identifica um par de colunas correlacionadas;
ou seja, cujos efeitos estdo fundidos. Por exemplo, na matriz de covaridncias apresentadas
acima os seguintes efeitos experimentais principais e de interagdes bindrias estdo fundidos:

(1) z1= 2274 5 (11) 22 = 2124 ; (111) Z3 = Z4Z5 ; (1V) Za = 2122 = 23275 ; (V) Zs = Z3Z4 ; (V1) 2123 = 25275 ; (Vii)
Z1Z5=7273

Conclui-se, portanto, que no primeiro plano fatorial fracionado da Tabela 3.6 todos os
efeitos principais estdo fundidos com um ou mais dos efeitos de interagdo binaria. Conclui-se
ainda que nesse mesmo plano nenhuma das interagdes binarias pode ser estimada de forma
completamente independente dos demais efeitos principais ou de interacdo bindria,
comprometendo a eventual necessidade de identificar ndo linearidades do plano experimental.
Apesar disso, duas interacdes bindrias (apesar de fundidas a outras) podem ser adicionadas ao
modelo na forma:

5
y:a0+zai z,+ Bz 23+ B 2,z

i=1

Caso o analista anteveja a necessidade de estimar alguns dos demais efeitos, outro plano
experimental devera ser realizado. E conveniente também perceber que, como duas interagdes
binarias ndo estdo fundidas aos efeitos principais, € possivel expandir o plano experimental
fatorial fracionado para até sete variaveis, com oito experimentos, na forma mostrada na Tabela
3.10. Nesse caso, no entanto, nenhum dos efeitos de interacdo binaria podera ser estimado e
todos os efeitos principais estardo fundidos a algum tipo de ndo linearidade, o que reduz
sobremaneira a capacidade do plano experimental discriminar eventuais efeitos ndo lineares
existentes. Além disso, se os efeitos ndo lineares de fato existirem, o analista concluira
erroneamente que algum efeito principal ¢é responsavel pela variacdo observada
experimentalmente. O risco de erro de interpretacdo ¢ grande e apenas o analista pode resolver
se esta disposto a correr esse risco e se essa decisdo pode eventualmente comprometer a
qualidade da analise realizada.

7
y:a0+zai Z;

i=1

Tabela 3.10- Planos fatorial fracionado para NX = 7 variaveis a dois niveis, com réplicas no
ponto central, construidos a partir de um plano fatorial completo para trés variaveis por fusdo
de efeitos principais com intera¢des de segunda (z1Z;, 21Z3) € terceira ordem (z;2,73).

Experimento VA V43 73 4= 111> 15 = 111173 Z¢= 1113 717 = 11725
1 -1 -1 -1 +1 -1 +1 +1
2 -1 -1 +1 +1 +1 -1 -1
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3 -1 +1 -1 -1 +1 +1 -1
4 -1 +1 +1 -1 -1 -1 +1
5 +1 -1 -1 -1 +1 -1 +1
6 +1 -1 +1 -1 -1 +1 -1
7 +1 +1 -1 +1 -1 -1 -1
8 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1
9 0 0 0 0 0 0

Uma pergunta que pode ser feita pelo leitor mais atento diz respeito a0 nimero maximo
de vezes que um plano experimental fatorial pode ser fracionado, resultando no plano fatorial
fracionado minimo. Ou, de forma analoga, diz respeito ao menor tamanho que o plano
experimental pode ter, depois de serem feitos seguidos fracionamentos do plano experimental
fatorial completo original. A resposta para essa questdo pode ser apresentada de duas formas
diferentes — uma forma construtiva e uma forma analitica.

Na forma construtiva, ¢ facil perceber que o processo de fracionamento ndo pode
continuar quando se atinge um numero de experimentos inferior ao numero de efeitos
principais somada a uma unidade (relativa ao termo independente da Equacdo 3.6). Em outras
palavras, o plano fatorial completo construido para trés varidveis tem 2° = 8 experimentos (ver
Tabela 3.1). Depois de fracionado a primeira vez, o nimero de experimentos resultantes ¢ igual
a 2’ =4 (ver Tabela 3.2). Somada a condicio central, obtém-se cinco condi¢des experimentais
para a estimacdo de quatro efeitos principais. A divisdo adicional do plano resultaria em 232 =
2 experimentos, tornando impossivel a identificagdo dos efeitos principais e a analise estatistica
do modelo. (Quando trés niveis sdo usados, a representagdo numérica minima nao ¢ tao simples
porque os diferentes blocos ortogonais tém em geral tamanhos diferentes.)

Por conveniéncia de representagdo, convencionou-se representar um plano fatorial
fracionado na forma NL™™ onde NL é o ntimero de niveis do plano, NX é o numero de
variaveis analisadas e NF é o numero de vezes que o plano fatorial completo foi fracionado.
Assim, o plano 2°2 ¢ o plano experimental fatorial fracionado a dois niveis, para cinco
variaveis, obtido apos o fracionamento do plano fatorial completo duas vezes. De forma
similar, o plano 3*'2°! representa um plano feito para sete variaveis, sendo quatro
representadas a trés niveis e duas representadas a dois niveis, sendo que a fracdo a trés niveis
foi fracionada uma vez e a fracdo a dois niveis também foi fracionada uma vez. No caso do
plano fatorial fracionado a dois niveis, o nimero de experimentos coincide com a propria

representacdo do plano (a menos das réplicas realizadas no ponto central); ou seja
NE = 2MM (3.7)

Portanto, o nimero minimo de experimentos que pode constituir o plano fatorial fracionado ¢ a
poténcia de 2 imediatamente superior ao numero de efeitos principais (igual ao nimero de
variaveis NX) do problema. Em termos matematicos

NE

min

= 2" Vo > NX (3.8)

onde NF,, € o maior nimero possivel de fracionamentos admissiveis do plano fatorial
completo construido para NX variaveis. A Equacao (3.8) pode ser rescrita na forma
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(NX—NFE. ) In(2) > In(NX) — NF NX In2) = In(NX)

max < In(2) (3.9)

Exemplo 3.6- Um plano experimental fatorial completo para dez variaveis contém

NE =2"=1024

condi¢des experimentais (além das réplicas no ponto central). No entanto, o plano pode ser
fracionado, para conduzir a conjuntos experimentais menores (embora devam ser analisadas
também as fusdes de efeitos experimentais e a redugdo da qualidade dos pardmetros). Para que
se saiba o numero maximo de vezes que o plano original pode ser fracionado e ainda assim
permitir a estimacao dos dez efeitos principais de forma independente, deve-se calcular o valor

NF.. 10 In(2) — In(10) 667
In(2)

Portanto, o plano fatorial completo a dois niveis para 10 varidveis pode ser fracionado até seis
vezes, resultando no plano fatorial fracionado minimo 2106, que contém 16 experimentos
(além das réplicas no ponto central) para analise de 10 variaveis. Trata-se de uma redugdo de
carga experimenta fantdstica, equivalente a uma reducdo superior a 98% do esforco
experimental original. Esse plano, por conter 16 experimentos, pode ser construido a partir de
um plano fatorial completo a dois niveis para quatro variaveis, adicionando-se colunas de
variaveis com a confusdo de efeitos de ordem superior, como realizado no Exemplo 3.5. A
despeito disso, sabe-se que muitos dos efeitos de ordem superior estardo fundidos aos efeitos
principais e de interag@o binaria, o que deve ser cuidadosamente avaliado pelo analista antes de
aprovar o plano final.

Uma segunda resposta muito elegante para a questdo proposta a respeito do menor
conjunto ortogonal de experimentos que pode ser obtido a partir de um plano fatorial completo
foi apresentada por Plackett ¢ Burman (1946)." Os autores se propuseram a encontrar os
arranjos ortogonais entre (NE-1) vetores cujos (NVE) elementos s6 podem ser iguais a -1 ou +1.
Para tanto, os autores propuseram uma técnica que permite encontrar solugdes sempre que o
namero NE de componentes (ou seja, NE condigdes experimentais) ¢ igual a um multiplo de
quatro, quando o numero de niveis ¢ igual a dois. A apresentacdo detalhada da técnica proposta
por Plackett ¢ Burman extrapola os interesses desse texto, porque os autores mostraram que as
solugdes procuradas podem ser obtidas por intermédio de uma operagao simples de rotagdo dos
vetores de condigdes experimentais, chamado aqui de vetor gerador. (Os vetores geradores de
Plackett-Burman para alguns casos particulares sdo apresentados no Apéndice B.) Assim,
apesar do numero de condigdes experimentais dos planos fatoriais fracionados minimos a dois
niveis serem sempre iguais a uma poténcia de 2 (NE,;, = 4, 8, 16, 32, 64, ...) para até (NX = 3,
7, 15, 31, 63, ...) variaveis, Plackett e Burman mostraram que existem outros arranjos
ortogonais a dois niveis contendo (NE,.,, = 4, 8, 12, 16, 20, 24, 28, 32, 36, 40, 44, 48, 52, 56,
60, 64, ...) para at¢ (NX =3, 7, 11, 15, 19, 23, 27, 31, 35, 39, 43, 47, 51, 55, 59, 63, ...)
variaveis. Os arranjos de Plackett-Burman foram também estendidos para outras combinagdes
de niveis. O problema, no entanto, ¢ que nenhuma das interagdes binarias existentes entre as

'R.L. Plackett and J.P. Burman, “The Design of Optimum Multifactorial Experiments”, Biometrika, 33, 305-325,
1946.
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variaveis do problema pode ser obtida a partir dos planejamentos fatoriais minimos de
Plackett-Burman, a ndo ser quando esses arranjos coincidem com os planos fatoriais
fracionados minimos. Sob esse ponto de vista, portanto, a utilidade e flexibilidade dos planos
de Plackett-Burman s3o bastante inferiores aquelas dos planos fatoriais fracionados minimos.
Para aplicar a técnica desenvolvida por esses autores e obter o plano fatorial minimo de
Plackett-Burman, deve-se aplicar o Algoritmo 3.1, descrito a seguir.

Algoritmo 3.1- Plano Fatorial Minimo de Plackett-Burman.

Comentdario: 1dentificagdo do nimero de experimentos.

1. Se o niimero de niveis do plano experimental for igual a dois, identifique o multiplo de
quatro imediatamente superior ao numero de varidveis do problema. Esse ¢ o nimero de
experimentos NE do plano experimental. Caso contrario, identifique na Tabela B.2 do
Apéndice B o numero de experimentos imediatamente superior ao numero de variaveis do
problema.

Comentario: Sele¢ao do vetor gerador.
2. Escolha nas Tabelas B.1 (para planos com dois niveis) ou B.2 (para planos com trés ou cinco
niveis) o vetor gerador correspondente.

Comentario: Gerando as condigdes experimentais.
3. Coloque o vetor gerador na posi¢ao vertical, na primeira coluna e faca i = 1. i identifica a
variavel.

Comentario: Loop de geragdo de variaveis
4. Enquanto i < NX, faga:
5.i=i+1
6. Na posi¢do j da coluna i copie o valor j+1 da coluna i-1;
7. Na tltima posi¢@o da coluna i copie o primeiro valor da coluna i-1;
8. Volte ao item 4.

Comentario: Finalizagao.
9. Adicione uma linha de valores iguais a -1 no final de todas as colunas.
10. Adicione uma linha de valores iguais a 0 no final de todas as colunas.

Comentario: As colunas representam as variaveis e as linhas representam as condig¢Oes
experimentais.

Exemplo 3.7- Suponha que um experimentador pretende analisar o efeito de dez variaveis
independentes sobre uma resposta experimental. Por exemplo, pode-se desejar conhecer os
efeitos que a temperatura (X;), a pressao (x), a massa de catalisador sélido (x3), a velocidade
de agitagdo (x4), o didmetro da particula solida de catalisador (xs), o tempo de reagdo (X¢), as
concentra¢des de dois reagentes na carga inicial (x7 e Xg) € as concentragdes de dois aditivos
usados para controlar a viscosidade do meio reacional (X9 € Xj) exercem sobre a quantidade
final de produto obtido. Para tanto, serd usado o plano minimo de Plackett-Burman, para
reduzir ao minimo a carga experimental do trabalho.
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Admitindo que serdo usados dois niveis, de acordo com o Algoritmo 3.1, o multiplo de
4 imediatamente superior a NX=10 ¢ NE=12. De acordo com a Tabela B.1, o vetor gerador
escolhido entdo deve ser (+1,+1,-1,+1,+1,+1,-1,-1,-1,+1,-1). De acordo com os passos 3 a 8 do
Algoritmo 3.1, obtém-se ent3o a seguinte seqiiéncia de valores:

+1 +1 +1 +1 +1 -1 +1 +1 -1 +1 +1 +1 -1 -1 -1 +1 -1
+1 +1 -1 +1 -1 +1 +1 -1 +1 +1 +1 -1 -1 -1 +1 -1 +1
-1 -1 +1 -1 +1 +1 -1 +1 +1 +1 -1 -1 -1 41 -1 +1 +1
+1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 -1 -1 -1 +1 -1 +1 +1 -1
+1 +1 +1 +1 +1 -1 +1 +1 -1 -1 -1 +1 -1 +1 +1 -1 +1
+1|—>+1 -1|—>|+1 -1 -1|>->|+1 -1 -1 -1 +1 -1 +1 +1 -1 +1 +1
-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 41 -1 +1 +1 -1 +1 +1 +1
-1 -1 -1 -1 -1 +1 -1 -1 +1 -1 +1 +1 -1 +1 +1 +1 -1
-1 -1 +1 -1 +1 -1 -1 +1 -1 +1 +1 -1 +1 +1 +1 -1 -1
+1 +1 -1 +1 -1 +1 +1 -1 +1 +1 -1 +1 +1 +1 -1 -1 -1
-1 (-1 +1]  [-1 +1 +1] -1 +1 +1 -1 +1 +1 +1 -1 -1 -1 +I]

De acordo com os passos 9 e 10 do Algoritmo 3.1, obtém-se entdo a seguinte matriz:

+1
+1
-1
+1
+1
+1

+1
-1
+1
+1
+1

-1
+1
+1
+1

+1
+1
+1

+1
+1

-1
-1
+1
-1
+1
+1
-1
+1
+1

-1
+1
-1
+1
+1
-1
+1
+1
+1

+1
-1
+1
+1
-1
+1
+1
+1

-1
+1
+1
-1
+1
+1
+1

Finalmente, o plano experimental minimo de Plackett-Burman ganha a forma:

Tabela 3.11- Plano fatorial minimo de Plackett-Burman a dois niveis para 10 variaveis e 12
condi¢cdes experimentais, além das réplicas no ponto central

Experimento b Z Z3 Z4 Zs 3 Z7 Zg Z9 Z10
1 +1 +1 -1 +1 +1 +1 -1 -1 -1 +1
2 +1 -1 +1 +1 +1 -1 -1 -1 +1 -1
3 -1 +1 +1 +1 -1 -1 -1 +1 -1 +1
4 +1 +1 +1 -1 -1 -1 +1 -1 +1 +1
5 +1 +1 -1 -1 -1 +1 -1 +1 +1 -1
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6 +1 -1 -1 -1 +1 -1 +1 +1 -1 +1
7 -1 -1 -1 +1 -1 +1 +1 -1 +1 +1
8 -1 -1 +1 -1 +1 +1 -1 +1 +1 +1
9 -1 +1 -1 +1 +1 -1 +1 +1 +1 -1
10 +1 -1 +1 +1 -1 +1 +1 +1 -1 -1
11 -1 +1 +1 -1 +1 +1 +1 -1 -1 -1
12 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
13 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Finalmente, antes de terminar essa secdo, ¢ importante enfatizar uma vez mais que os
experimentos do plano experimental devem ser ordenados, pelo menos a principio, de forma
aleatoria, para que seja possivel filtrar efeitos externos desconhecidos e indesejados que
eventualmente influenciem os resultados finais obtidos. Os efeitos deletérios da organizagdo
experimental imposta a priori foram discutidos no Exemplo 1.4 do Capitulo 1. No entanto, a
selecdo aleatoria do ordenamento pode resultar em seqiiéncias experimentais indesejadas
quando o niimero de experimentos realizados € pequeno.

3.3. Planos Fatoriais Fracionados de Taguchi

Como ja observado nas secdes anteriores, a redu¢do do esfor¢o experimental por
intermédio do fracionamento do plano fatorial completo pode resultar em sério prejuizo da
qualidade das anélises, em funcdo da confusdo de efeitos, da reducdo do niimero de pardmetros
estimaveis ¢ da redugdo da precisdo das estimativas dos parametros. A fusdo de efeitos, em
particular, pode causar sérios desvios de interpretagdo, tendo em vista que a eventual existéncia
de efeitos ndo lineares de interacdo entre as variaveis independentes pode levar o analista a
concluir que o efeito observado ¢ devido a uma outra variavel, que nada tem a ver com o efeito
experimental real (vide Equagdo 3.3). Por essa razdo, o engenheiro ¢ estatistico Genichi
Taguchi, envolvido com problemas reais de controle de qualidade na induastria japonesa,
desenvolveu uma série de procedimentos uteis para a construcdo eficiente de planos
experimentais fatoriais fracionados, que dio ao analista controle sobre os efeitos de fusdo de
variaveis de forma simples.! Taguchi mostrou que a variagdo da qualidade dos produtos leva a
perdas que sdo proporcionais a varidncia das propriedades relacionadas a qualidade, de maneira
que as variancias devem ser reduzidas para maximizar os ganhos de producdo. Além disso,
como as varidncias mudam com as condi¢des de operagdo, Taguchi mostrou que ¢ muito
importante entender (modelar) como a varidncia depende das variaveis manipuladas pelo
engenheiro, para que seja possivel encontrar condi¢des de operagdo onde a varidncia seja
minima e as perdas possam ser reduzidas. Dessa forma, a varidncia do processo pode ser
entendida como uma varidvel de resposta do problema (y). A analise proposta por Taguchi
ganhou o nome genérico de planejamento robusto, por reduzir ao maximo o efeito das
variaveis do processo sobre a variabilidade da resposta.

' G. Taguchi, “Introduction to Quality Engineering: Designing Quality into Products and Processes”, Asian
Productivity Organization, Tokyo, 1986.

G. Taguchi and S. Konishi, “Taguchi Methods, Orthogonal Arrays and Linear Graphs: Tools for Quality
Engineering”, American Suppliers Institute, New York, 1987.
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Exemplo 3.8- Suponha que uma fungao L(x) descreva os lucros de uma operacdo, como fungdo
da condi¢do de operacdo x. Nesse caso, o ponto 6timo da operagdo ¢ aquele que satisfaz a
seguinte restricdo:

OL
a | [o
VL =|  |=|
OL 0
_axNX ]

Nas proximidades do ponto 6timo de operagdo, desvios operacionais da variavel
operacional x em relagdo ao valor 6timo x* podem ser aproximados na forma

L(X):L(x*)+[VLx|X*]T(x—x*) + (X—x*)TH* (x—x*)

onde H ¢ a matriz Hessiana de derivadas segundas calculadas no ponto 6timo da forma:

L L
oxt Oxy Ox
— . : :
BT i
2
_aXNX 6x1 axNX g

Como o vetor gradiente ¢ identicamente nulo no ponto 6timo, a equagdo pode ser ainda
escrita na forma

ou ainda

Se o processo varia aleatoriamente ao redor do valor 6timo por conta das inevitaveis
flutuacdes operacionais, a propriedade média obtida ¢ igual ao valor nominal do projeto, mas a
média da variagdo de lucro pode ser obtida como

NX NX NX NX

BIAL(} = B{ 3 X Ay (1= ) (5 x]) =ZZHUE{(xf-x7 Jixi=7)} -

i=1 j=1 i=1 j=1
NX NX

2 2 Hy

i=1l j=1
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de forma que existe uma 6bvia ligagdo entre as variacdes de lucro e as variancias da operagao.
Os elementos /H;; da matriz Hessiana sdo chamadas de ganhos do processo. O interessante ¢ que
o valor do somatodrio acima ¢ sempre negativo, porque o ponto x* ¢ um ponto de maximo por
definicdo (H ¢ uma matriz negativa definida, para satisfazer as condi¢des de maximo).
Portanto, as variagcdes do processo sempre resultam em perdas financeiras. Essa conexdo entre
a qualidade dos dados operacionais ¢ a economia do processo ¢ um dos marcos fundamentais
do trabalho de Taguchi. O Apéndice C apresenta um estudo que vincula os erros paramétricos e
o problema de estimagdo de pardmetros (e, portanto, de planejamento experimental) a
economia do processo.

Para conduzir os estudos de planejamento necessarios para identificar como o processo
responde a perturbacdes das condigdes de operacdo, Taguchi desenvolveu um sistema de
codificagdo muito util para o controle da qualidade do planejamento durante a formulacao de
planos fatoriais fracionados (planos de Taguchi sdo sempre planos fatoriais fracionados). A
codificagdo proposta por Taguchi usa fundamentalmente duas matrizes de dados — a matriz
ortogonal dos dados experimentais e a matriz das interacdes binarias (alias matrix). As

matrizes dos dados experimentais sdo codificadas na forma OA (NLNX ), sendo que OA

representa a matriz ortogonal (orthogonal array), NE representa o nimero de experimentos do
plano, NL representa o nimero de niveis usados no plano e NX representa o nimero maximo de
variaveis que podem ser usadas para o planejamento com a matriz considerada. Assim, a
expressio OAg(2’) representa uma matriz ortogonal com 8 experimentos a dois niveis que pode
ser usada para investigar problemas com até 7 variaveis, como mostrado na Tabela D.3 do
Apéndice D e reproduzido abaixo.

Tabela 3.12— Matriz de Experimentos OA8(27).

Grupo I Grupo I1 Grupo 111
VAl Zz YAW ) 3 YAWA] 7y 73 717y 73
Experimento 1 2) S @D OB (6) ()
1 -1 -1 +1 -1 +1 +1 -1
2 -1 -1 +1 +1 -1 -1 +1
3 -1 +1 -1 -1 +1 -1 +1
4 -1 +1 -1 +1 -1 +1 -1
5 +1 -1 -1 -1 -1 +1 +1
6 +1 -1 -1 +1 +1 -1 -1
7 +1 +1 +1 -1 -1 -1 -1
8 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1

Na Tabela 3.12, as linhas representam as condi¢des experimentais, enquanto as colunas
numeradas representam as possiveis variaveis de um problema; como sdo sete colunas, até sete
variaveis podem ser alocadas no plano experimental. Na segunda linha da tabela de
experimentos estdo mostrados os efeitos principais e as interagdes binarias do plano fatorial
completo que gerou as colunas da tabela. Portanto, a Tabela 3.12 foi gerada a partir de um
plano fatorial completo para trés variaveis, como descrito nas colunas (1), (2) e (4). Nesse caso,
os respectivos efeitos das interagdes de ordem superior estdo apresentados nas demais colunas.
Caso o analista associe a coluna (3) da Tabela 3.12 uma variavel do plano experimental, o
planejamento continuard sendo ortogonal, mas o efeito principal da varidvel ali alocada estara
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fundido ao efeito da intera¢dao binaria entre as variaveis alocadas nas colunas (1) ¢ (2). Na
primeira linha da tabela esta feita uma identificagdo de grupos de variaveis que sera explicada
nos proximos paragrafos.

Associada as matrizes de experimentos, pode ser definida uma matriz de interacdes
binarias, como mostrado na Tabela D.4 do Apéndice D e reproduzido abaixo. Na posi¢do
relativa a linha 7 e a coluna j da Tabela 3.13, o nimero k representa a coluna da matriz de
experimentos onde se encontra a interacdo binaria entre a variavel alocada na coluna i ¢ a
variavel alocada na coluna j. Por exemplo, na linha (4) e na coluna (6) da Tabela 3.13 aparece o
namero (2), indicando que a interagdo binaria existente eventualmente entre as variaveis
alocadas nas colunas i=(4) e j=(6) da Tabela 3.12 estara fundida ao efeito alocado na coluna
k=(2) da Tabela 3.12. Nesse sentido, as matrizes de dados ndo introduzem quaisquer
informacdes novas em relagdo aos pontos que ja foram discutidos nas se¢des anteriores, mas

podem ser bastante uteis para a manipulagdo do projeto experimental, como visto no Exemplo
3.9.

Tabela 3.13 — Matriz de Intera¢des Binarias OAg(2").
Colunas

Exemplo 3.9- Suponha que um analista pretende formular um plano experimental fatorial
fracionado a dois niveis para quatro variaveis. Nesse caso, o plano fatorial fracionado minimo
contera um numero de experimentos igual a NE=8, dado que essa ¢ a poténcia de dois
imediatamente superior a quatro. Para executar o plano experimental, o analista utilizarad os
procedimentos propostos por Taguchi. Por isso, o plano experimental que devera servir como
referéncia é o plano OAg(2”) (8 experimentos e dois niveis, que pode ser usado para até sete
variaveis), como mostrado nas Tabelas 3.12 e 3.13 (analogas as Tabelas D.3 e D.4 do Apéndice
D).

Para formular o plano, o analista aloca inicialmente as variaveis z;, z, € z; nas colunas
(1), (2) e (3) da Tabela 3.12, que sdo as colunas independentes geradas pelo plano fatorial
completo original. Essa etapa esta ilustrada abaixo na forma:

VAW A 71> 73 171, 73
Experimento &) (6 ()
1 +1 +1 -1
2 -1 -1 +1
3 +1 -1 +1
4 -1 +1 -1
5 -1 +1 +1
6 +1 -1 -1
7 -1 -1 -1
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8 +1 +1 +1 +1 +1 | o+ [ o+

Para fazer a alocagdo da quarta variavel, o analista admite que as interacdes de ordem
superior se tornem menos provaveis, a medida que a ordem da interacdo aumenta. Por isso, o
projetista resolve sacrificar a interagdo de terceira ordem, alocada na coluna (7) da Tabela 3.12,
resultando em:

YAWA] 7y 713
Experimento ) (6)
1 +1 +1
2 -1 -1
3 +1 -1
4 -1 +1
5 -1 +1
6 +1 -1
7 -1 -1
8 +1 +1

P . . . . 4-1 L, .
que ¢ equivalente ao plano experimental meio-fatorial 2™ para quatro variaveis na forma:

Experimento
1
2
3
4
5
6
7
8
9

em que foram adicionadas as réplicas do ponto central. Segundo ainda
interagdes binarias estardo fundidas da seguinte forma:

a Tabela 3.13, as

Colunas 73=(4) z4=(7)
z;=(1) (6)
2,=(2) (3) (5)
z3=(4) (%) 3)
24=(7) (0) (%)

que sdo colunas que ndo foram alocadas a quaisquer dos efeitos principais e, portanto, todas as
interagdes binarias podem ser estimadas de forma independente, a despeito da reducdo da carga
do plano experimental fatorial completo.
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Exemplo 3.10- Suponha que um analista pretende formular um plano experimental fatorial
fracionado a dois niveis para cinco variaveis. Nesse caso, o plano fatorial fracionado minimo
contera um numero de experimentos igual a NE=8, dado que essa ¢ a poténcia de dois
imediatamente superior a cinco. Para executar o plano experimental, o analista utilizara os
procedimentos propostos por Taguchi. Por isso, o plano experimental que devera servir como
referéncia é o plano OAg(2") (8 experimentos e dois niveis, que pode ser usado para até sete
variaveis), como mostrado nas Tabelas 3.12 e 3.13 (analogas as Tabelas D.3 e D.4 do Apéndice
D).

Para formular o plano, o analista aloca inicialmente as variaveis z;, z, € z; nas colunas
(1), (2) e (4) da Tabela 3.12, que sdo as colunas independentes geradas pelo plano fatorial
completo original. Essa etapa esta ilustrada abaixo na forma:

71 73 1) 73 7171, 73
Experimento &) (6 ()
1 +1 +1 -1
2 -1 -1 +1
3 +1 -1 +1
4 -1 +1 -1
5 -1 +1 +1
6 +1 -1 -1
7 -1 -1 -1
8 +1 +1 +1

Para fazer a alocag@o da quarta variavel, o analista admite que as interacdes de ordem
superior se tornem menos provaveis, a medida que a ordem da interagcdo aumenta. Por isso, o
projetista resolve sacrificar a interagdo de terceira ordem, alocada na coluna (7) da Tabela 3.12,
resultando em:

LARA] 7y 13
Experimento (&) (6)
1 +1 +1
2 -1 -1
3 +1 -1
4 -1 +1
5 -1 +1
6 +1 -1
7 -1 -1
8 +1 +1

Para alocar a quinta variavel, o analista se vé na obrigacdo de sacrificar uma das
interagdes bindrias restantes; caso contrario, o projetista estarda obrigado necessariamente a
aumentar o numero de experimentos do plano e a utilizar a tabela OA4(2"°) do Apéndice D.
Apenas o analista pode resolver essa questdo fundamental a respeito da necessidade de
observar todas as interagcdes bindrias ou de aumentar a carga do plano experimental. Supomos
aqui que o analista ndo acredite que as interagdes ndo lineares sejam de fato importantes (ou
que ainda ndo existam elementos que justifiquem a formulagdo dessa hipotese). Supomos ainda
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que o experimentador esteja disposto a sacrificar a interacdo entre as variaveis alocadas nas
colunas (1) e (2) da matriz de experimentos. Nesse caso, admite-se que:

YAWA] 7y 73 717 73
Experimento (&) (6) 75=(7)
1 +1 +1 -1
2 -1 -1 +1
3 +1 -1 +1
4 -1 +1 -1
5 -1 +1 +1
6 +1 -1 -1
7 -1 -1 -1
8 +1 +1 +1

que € equivalente ao plano experimental meio-fatorial 272 para cinco variaveis na forma:

Experimento 71=(1) 7,=(2) 73=(3) z24=(4) z5=(7)
1 -1 -1 +1 -1 -1
2 -1 -1 +1 +1 +1
3 -1 +1 -1 -1 +1
4 -1 +1 -1 +1 -1
5 +1 -1 -1 -1 +1
6 +1 -1 -1 +1 -1
7 +1 +1 +1 -1 -1
8 +1 +1 +1 +1 +1
9 0 0 0 0 0

em que foram adicionadas as réplicas do ponto central. Segundo ainda a Tabela 3.13, as
interagdes binarias estardo fundidas da seguinte forma:

Colunas 73=(3) z4=(4) z5=(7)
z,=(1) (5) (6)
2,=(2) 23=(3) (0) 6)
2=(3) 2=(2) z=(1) 25=(7) 2~(4)
24=(4) (5) (6) 24=(7) 23=(3)
zs=(7) (0) () 24~(4)

de maneira que apenas as interagdes binarias entre as variaveis (z1,24) = (22,25) € (Z1,2Z5) = (22,24)
podem ser eventualmente estimadas de forma independente. Em outras palavras, o modelo
mais complexo que o analista podera eventualmente usar para interpretar os dados
experimentais obtidos sera:

5
y=ag + D.a;z + Piyzzq + P52 zs
i=1
ou
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5
y=ag + Doz + Blazzg + Pr a2y
i=1
ou
5
y=ag + Y.z + Pas 2y 25 + Pis 71 s
i-1
ou
5
y=ag + 2.0z + Pos 2 Zs + Py 2y 24
i-1

(Como explicado no Capitulo 2, o ponto central permite ainda a identificacdo de um dos termos
quadraticos.) Apenas o experimentador pode resolver se essas limitagdes sdo relevantes ou nao
para a analise proposta. Caso sejam, ele devera reiniciar o projeto com auxilio da tabela
OA16(2"%) do Apéndice D.

Exemplo 3.11- Suponha que no Exemplo 3.10 o analista saiba (ou desconfie) que exista uma
interagdo ndo linear importante entre as variaveis z; ¢ z,. Repare que essa observacdo ndo ¢
desprovida de valor de jeito nenhum. Por exemplo, em problemas que envolvem reacdes
quimicas, sabe-se que existem modificagdes muito apreciaveis das velocidades das reagdes por
conta das variagdes simultidneas de temperatura e concentragdo de reagente no meio reacional.
Por isso, nas reagcdes em que um reagente A se transforma em um produto B na forma

A—X B

as expressoes de velocidade de reacdo geralmente tém a forma

_AE
RA Zk() e RT CA

ficando bastante claro que o experimentador pode esperar que o produto entre a temperatura (7)
e a concentracdo de reagente (C,) seja importante para descrever a variagdo da velocidade de
reacdo (Ry). (kg, R e AE sdo parametros constantes do problema.) Portanto, se z; e z,
representam respectivamente a temperatura € a concentracdo de reagente, parece bastante
razoavel que o experimentador ndo deseje fundir o efeito de interagdo nao linear binaria dessas
duas varidveis com um outro efeito principal, pois poderia ser induzido a cometer erros
importantes na analise final dos dados experimentais obtidos. Por todas essas razdes, o plano
experimental formulado no Exemplo 3.10 parece ser inadequado, uma vez que o efeito da
interagdo binaria entre as variaveis z; € 7z, provavelmente muito importante, esta fundido ao
efeito principal da varidvel z3;. Esse defeito do plano precisa ser removido.

Para corrigir o problema observado, o experimentador retorna ao plano OAg(2”) da
Tabela 3.12 para garantir que o efeito ndo linear desejado seja preservado e ndo seja fundido
aos demais efeitos principais investigados. Essa etapa esta ilustrada abaixo na forma:

YAl 7 AW 73 7, 73 7 73 VAWHR A

Experimento § z,=(1) 7,=(2) 71 7,=(3) 4) (5) (6) (7)
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1 -1 -1 +1 -1 +1 +1 -1
2 -1 -1 +1 +1 -1 -1 +1
3 -1 +1 -1 -1 +1 -1 +1
4 -1 +1 -1 +1 -1 +1 -1
5 +1 -1 -1 -1 -1 +1 +1
6 +1 -1 -1 +1 +1 -1 -1
7 +1 +1 +1 -1 -1 -1 -1
8 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1

No entanto, ¢ ainda necessario alocar trés variaveis adicionais no plano experimental.
Para isso, sera necessario alocar ao menos mais trés colunas das quatro restantes as variaveis
ainda remanescentes. Para alocar a terceira variavel, o experimentador pensa utilizar a coluna
(4), oriunda do plano fatorial completo utilizado para gerar a Tabela 3.12. Para alocar a quarta
variavel, o analista admite uma vez mais que as intera¢des de ordem superior se tornem menos
provaveis, a medida que a ordem da interagdo aumenta, sacrificando a interagdo de terceira
ordem, alocada na coluna (7) da Tabela 3.12. Finalmente, para alocar a quinta e ultima variavel
o experimentador precisa sacrificar uma interacdo bindria e escolhe arbitrariamente a coluna
(5), que contém a interacdo entre as colunas (1) e (3), para esse fim. O procedimento
estabelecido pelo experimentador resulta na seguinte estrutura:

VAl Y 4) YAW /) 73 YAWA] 7y 713 YAWAHNA]
Experimento § z,=(1) 7,=(2) 71 7,=(3) 7;=(4) 74=(5) (6) z5=(7)
1 -1 -1 +1 -1 +1 +1 -1
2 -1 -1 +1 +1 -1 -1 +1
3 -1 +1 -1 -1 +1 -1 +1
4 -1 +1 -1 +1 -1 +1 -1
5 +1 -1 -1 -1 -1 +1 +1
6 +1 -1 -1 +1 +1 -1 -1
7 +1 +1 +1 -1 -1 -1 -1
8 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1

que ¢ equivalente ao plano fatorial fracionado 2° na forma

Experimento 7 Z Z3 Z4 Zs
1 -1 -1 -1 +1 -1
2 -1 -1 +1 -1 +1
3 -1 +1 -1 +1 +1
4 -1 +1 +1 -1 -1
5 +1 -1 -1 -1 +1
6 +1 -1 +1 +1 -1
7 +1 +1 -1 -1 -1
8 +1 +1 +1 +1 +1
9 0 0 0 0 0

em que ja foram incluidas as réplicas do ponto central.

De acordo com a Tabela 3.13, as interagdes entre os efeitos experimentais considerados
relevantes estdo fundidos aos efeitos principais da seguinte maneira:
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Colunas

z=(1)

2=(2)

2:=(4)

24=(5)

25=(7)

de maneira que apenas as interagdes binarias entre as variaveis (z;,22) = (z3,2s) € (Z1,2Zs) = (22,24)
podem ser eventualmente estimadas de forma independente dos efeitos principais. Portanto,
como desejado inicialmente, a capacidade de fazer a estimacdo do efeito ndo linear binario
entre as varidveis z; e z, foi preservada, embora esse efeito possa estar eventualmente fundido a
outros efeitos binarios considerados irrelevantes pelo experimentador, como aquele existente
entre as variaveis z3 e zs. Em outras palavras, o0 modelo mais complexo que o analista podera
eventualmente usar para interpretar os dados experimentais obtidos sera:

5
y=ag + 2.0z + a1z + Bis 7 2
i=1
ou
5
y=ag + .0z + oz + Puzz
i=1

(Como explicado no Capitulo 2, o ponto central permite ainda a identificagdo de um dos termos
quadraticos.) Apenas o experimentador pode resolver se essas limitacdes sdo relevantes ou ndo
para a analise proposta. Caso sejam, ele deverd reiniciar o projeto com auxilio da tabela
OA16(2"%) do Apéndice D.

Exemplo 3.12- Suponha que no Exemplo 3.11 o analista deseje também preservar a interagdo
ndo linear entre as variaveis z4 ¢ zs. Como ja discutido, essa necessidade pode decorrer de
conhecimento prévio do experimentador sobre o comportamento do sistema investigado. No
caso considerado, o plano experimental formulado no Exemplo 3.11 deve ser considerado
inadequado, uma vez que o efeito da interacdo binaria entre as variaveis z4 € zs esta fundido ao
efeito principal da varidvel z,. Esse defeito do plano precisa ser removido.

Para corrigir o problema observado, o experimentador retorna ao plano OAg(2’) da
Tabela 3.12 para garantir que o efeito ndo linear desejado seja preservado e ndo seja fundido
aos demais efeitos principais investigados. Parte-se da condic¢do inicialmente estabelecida a
respeito da necessidade de preservar a interagdo linear entre as variaveis z; € z,.

YAl 7 7, 7p 73 7, 73 7, 73 VAWHR A
Experimento | z,=(1) 27(2) § z12:=3) (C)) &) (6) (@)
1 -1 -1 +1 -1 +1 +1 -1
2 -1 -1 +1 +1 -1 -1 +1
3 -1 +1 -1 -1 +1 -1 +1
4 -1 +1 -1 +1 -1 +1 -1
5 +1 -1 -1 -1 -1 +1 +1
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6 +1 -1 -1 +1 +1 -1 -1
7 +1 +1 +1 -1 -1 -1 -1
8 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1

No entanto, ¢ ainda necessario alocar trés variaveis adicionais no plano experimental, de
maneira a preservar a interacao nao linear existente entre duas delas. Para isso, sera necessario
alocar a0 menos mais quatro colunas das quatro restantes aos efeitos remanescentes que devem
ser estimados. Para isso e para tornar mais facil a disposi¢do dos efeitos de interagdo binaria, o
experimentador pensa em comecar pelas varidveis z4 e zs, antes de z;. Isso ndo constitui
qualquer problema, pois a alocacdo das variaveis em quaisquer das colunas ndo compromete a
ortogonalidade do plano experimental.

Baseado no exposto, o experimentador utiliza a coluna (4), oriunda do plano fatorial
completo utilizado para gerar a Tabela 3.12, para alocar a variavel zs;. O analista admite uma
vez mais que as interagdes de ordem superior se tornem menos provaveis, a medida que a
ordem da interacdo aumenta, sacrificando a interacdo de terceira ordem e alocando a variavel z;
na coluna (7) da Tabela 3.12. No entanto, de acordo com a Tabela 3.13, a interacdo bindaria
entre as colunas z4=(4) e zs=(7) da Tabela 3.12 estdo fundidas a coluna z;z,=(3), que deve ser
preservada para tornar possivel a estimagdo da interagdo entre as variaveis z; e z,. Portanto, a
escolha inicial ndo pode ser aceita e o experimentador ¢ obrigado a reiniciar a analise.

O experimentador retorna uma vez mais ao plano OAg(2”) da Tabela 3.12 para garantir
que o efeito ndo linear desejado seja preservado e¢ ndo seja fundido aos demais efeitos
principais investigados. Contudo, uma observacdo mais detalhada da Tabela 3.13 mostra que
todas as interagdes binarias entre as colunas (4), (5), (6) ¢ (7) da Tabela 3.12 estdo fundidas as
colunas (1), (2) e (3), que precisam ser preservadas por contas das restricdes impostas pelo
proprio experimentador. Em outras palavras, ndo existe a solugdo procurada pelo pesquisador
de preservar a capacidade de estimar os efeitos principais de cinco varidveis e os efeitos de
interagdo de dois pares distintos de variaveis no &mbito de um plano fatorial fracionado com
oito experimentos a dois niveis. Portanto, resta apenas ao experimentador a opgao de decidir
abandonar uma de suas necessidades ou de reiniciar o projeto com carga maior de
experimentos, com auxilio da tabela OA4(2"°) do Apéndice D. Apenas o experimentador pode
decidir o que lhe parece mais apropriado — trabalhar mais ou obter menos informagao. No caso
de decidir trabalhar mais, a solugdo pode ser obtida facilmente no plano OA16(215). Para tanto,
utilizam-se as quatro colunas do plano fatorial completo que deu origem a tabela ¢ a coluna
relacionada a interagdo de mais alta ordem para acomodar as cinco variaveis de trabalho. Nesse
caso particular, a capacidade de estimar todas as intera¢des binarias de forma independente ¢
preservada, embora a um maior custo.

Os Exemplos 3.9-12 mostram que o planejamento experimental definido depende muito
da interpretacdo que o analista propde para os resultados. A proposicdo de planos
experimentais impoe ao experimentador o desafio de fazer hipoteses sobre o comportamento do
sistema estudado. Quanto maior a quantidade de informagéo disponivel, mais bem formulado
sera o planejamento proposto. Quanto melhores forem as hipdteses formuladas, mais
significativos e fidedignos serdo os resultados obtidos. Isso exige a interag¢ao do planejador
com o plano formulado, ndo parecendo ser adequado que o analista do problema recorra de
forma automatica ao uso de tabelas de planos experimentais sem que compreenda as hipoteses
subjacentes aquela tabela particular utilizada. Da mesma forma, por depender da formulacao de
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hipoteses, frequentemente o experimentador falha e os resultados obtidos ndo sdo tdo bons
como esperado. Nesse caso, o experimentador precisa retornar ao problema e refazer o plano
experimental, para adequa-lo a uma nova visdo do problema. Por isso, a atividade de
investigacdo experimental pode requerer a realizagdo de planos diversos, que se sucedem a
medida que muda a visdo que o pesquisador tem sobre o problema. Em outras palavras, a
atividade de planejamento experimental é interativa e iterativa ¢ o experimentador nio
deveria se sentir frustrado ap6s a condugdo do primeiro conjunto de experimentos, se 0s
resultados obtidos negarem as hipoteses formuladas inicialmente. Na verdade, a negacdo das
hipoteses iniciais ndo denota a falha do experimento; muito pelo contrario, ela mostra ao
experimentador que ele ndo compreendia muito bem o problema investigado. Nao existe plano
experimental ruim — existe, isso sim, conjunto ruim de hipoteses e interpretagdo equivocada da
realidade experimental. Nesse contexto, a utilizagdo de planos fatoriais fracionados pode ser
muito conveniente, porque permite de forma organizada que conjuntos adicionais de
experimentos possam ser acomodados ao plano experimental, mantendo ainda a capacidade de
observar de forma independente os efeitos considerados. Por exemplo, as Tabelas 3.6 ¢ 3.7
mostram que conjuntos ortogonais de experimentos podem ser realizados em seqiiéncia, até
que os resultados sejam suficientemente precisos e satisfatorios para o experimentador. De
forma similar, o plano OA4(2*) esta contido no plano OAg(2”), que por sua vez esta contido no
plano OA16(215), e assim sucessivamente, de maneira que os planos experimentais podem
crescer aos poucos, com a adi¢do gradual de blocos meio-fatoriais fracionados.

Finalmente, antes de terminar essa se¢do, cabe perguntar uma vez mais em que ordem
os experimentos do plano experimental devem ser ordenados. A resposta padrdo, como
observado no Exemplo 1.4 do Capitulo 1, ¢ ordenar os experimentos de forma aleatdria, para
que seja possivel filtrar efeitos externos desconhecidos e indesejados que eventualmente
influenciem os resultados finais obtidos. Apesar disso, e por ter a formacdo de engenharia,
incomodava o engenheiro Taguchi que certas variaveis tivessem que ser perturbadas com
freqiiéncia durante a experimentacdo. Por exemplo, suponha que uma das varidveis
investigadas seja o didmetro de um misturador em um vaso de 100 m’. A modificagdo do
didmetro do agitador de um vaso como esse obriga que a producgdo industrial seja interrompida
e que a unidade fabril seja desmontada, com auxilio de muitas maquinas pesadas e muitos
operarios, para a troca do agitador (que certamente deve pesar algumas toneladas). A troca do
agitador, portanto, resulta em uma atividade muito custosa tanto em termos financeiros quanto
em termos de tempo; por isso, essa atividade deve ser executada o menor nimero de vezes
possivel, o que ndo combina com uma seqiiéncia aleatoria.

Raciocinio similar ao proposto no paragrafo anterior pode ser empregado em um grande
namero de problemas e a um grande nimero de variaveis. Por exemplo, a troca de temperaturas
em equipamentos de grande porte exige operagdo muito demorada, por causa da capacitincia
térmica elevada dos equipamentos e necessidade de estabilizacdo da operagdo em novos niveis
operacionais. A troca de catalisadores em reatores tubulares exige também a interrupcao da
operagdo e a desmontagem do reator, para remogao do leito catalitico anterior e preenchimento
do reator com o novo material. A mudanga da composi¢do de alimentacdo em processos
quimicos pode exigir a preparagdo de grandes quantidades de material e a execugdo de uma
longa série de operagdes de alinhamento de vasos e linhas de alimentagdo. Por outro lado,
certas variaveis sdo facilmente manipuladas, como vazdes, usualmente dependentes do simples
abrir e fechar de uma valvula. Portanto, parece dbvio que as diferentes variaveis investigadas
impdem graus de dificuldade de manipulagdo diferentes nos problemas reais. Por isso, Taguchi
reconheceu explicitamente nas tabelas de planejamento que as diferentes variaveis impdem
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graus de dificuldade de manipulacdo distintos, organizando-as em diferentes grupos, como
descrito na primeira linha da Tabela 3.12.

Taguchi propos originalmente que em problemas de grande porte ou experimentalmente
demandantes as variaveis fossem organizadas em ordem decrescente de dificuldade de
manipulag@o, de maneira que x; deve ser sempre a variavel mais dificil de manipular e xyy deve
ser sempre a variavel mais facilmente manipulavel no conjunto de NX variaveis investigadas.
Dessa forma, torna-se possivel organizar os experimentos de forma a reduzir o esforgo
experimental associado a modificacdo das condi¢des de experimentacdo. Para isso, no entanto,
¢ necessario que as varidveis x; e x;, alocadas nas colunas n e m da matriz de experimentos
respectivamente, respeitem a seguinte relagao:

i>j] = n>m

ou seja, a variavel x, ndo deve ser alocada numa coluna » anterior a coluna m onde esta alocada
a variavel x;.

Nas tabelas apresentadas no Apéndice D e de acordo com o procedimento de
planejamento experimental proposto por Taguchi, os experimentos devem ser realizados na
ordem exata em que aparecem nas tabelas, com o objetivo de minimizar o custo e o esforco
experimentais. Cada grupo descrito no topo dessas tabelas abarca um conjunto de varidveis
cujos niveis sdo trocados numero semelhante de vezes. Assim, as variaveis contidas no Grupo I
da Tabela 3.12, a mais dificil de ser manipulada experimentalmente, ¢ trocada apenas uma vez
ao longo da execugdo do plano experimental, enquanto as variaveis associadas ao Grupo III da
Tabela 3.12 sdo trocadas em de 4 a 7 vezes ao longo do plano experimental.

Exemplo 3.13- No Exemplo 3.7 discutiu-se um problema em que um experimentador
pretendia analisar o efeito de dez variaveis independentes sobre uma resposta experimental.
Desejava-se conhecer os efeitos que a temperatura (x;), a pressao (x»), a massa de catalisador
solido (x3), a velocidade de agitacdo (x4), 0 didmetro da particula so6lida de catalisador (xs), 0
tempo de reagdo (X¢), as concentracdes de dois reagentes na carga inicial (x7 e Xg) € as
concentracdes de dois aditivos usados para controlar a viscosidade do meio reacional (x9 € X1¢)
exerciam sobre a quantidade final de um produto obtido.

De acordo com a proposta de ordenamento das variaveis em fun¢do do grau decrescente
de dificuldade de manipulacdo, como sugerido por Taguchi, apresentam-se a seguir alguns
detalhes que podem subsidiar o ordenamento proposto. Supondo que o produto ¢ feito em um
vaso agitado e de forma continua, pode-se considerar que algumas varidveis sdo facilmente
manipuladas. Por exemplo, a velocidade de agitacdo pode ser modificada por intermédio da
manipulagdo de um simples botdo de velocidade. O tempo de reagdo pode ser manipulado
simplesmente aguardando-se mais ou menos tempo pelo momento de interromper o processo
(ou tomar uma amostra ou aliquota). Por isso, propde-se o reordenamento dessas variaveis
como velocidade de agitacdo (x9) e tempo de reagdo (xjg). Varias variaveis podem ser
associadas as condi¢des de alimentagdo da carga, normalmente controladas por valvulas de
alimentacdo que podem ser abertas ou fechadas com facilidade. No entanto, podem ser
consideradas mais dificilmente manipulaveis que a velocidade de agitagdo e o tempo de reagdo
porque requerem a estabilizacdo da operacdo da unidade. Por isso, propde-se o reordenamento
dessas variaveis como concentragdes de dois reagentes na carga inicial (x; e Xg) e
concentragdes de dois aditivos usados para controlar a viscosidade do meio reacional (Xs € X).
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Numa operacao continua, a modificacdo dos niveis de temperatura e pressdo normalmente deve
ser conduzida lentamente e impde a realizacdo de uma série de testes de seguranca. Por isso,
propde-se o ordenamento dessas variaveis como temperatura (x3) e pressao (x4). Finalmente, a
troca do tipo e¢ quantidade de sdlido (catalisador) pode exigir a interrupgdo da operagdo e
abertura do vaso reacional. Além disso, a producdo de material catalitico diferenciado e com
outra granulometria pode exigir procedimentos adicionais de sintese no laboratorio. Por isso,
propde-se o reordenamento dessas variaveis como didmetro da particula sélida de catalisador
(x1) e massa de catalisador solido (x»).

Cai assim por terra o ultimo pilar fundamental ainda preservado do Algoritmo 1.1
proposto no Capitulo 1 para descrever o planejamento estatistico ideal — o ordenamento
aleatério dos experimentos pode e deve ser evitado quando o custo da experimentagdo for
significativamente influenciado pela freqiiéncia de manipulag@o das variaveis independentes do
projeto. O Exemplo 1.4 do Capitulo 1 mostra, no entanto, as conseqiiéncias adversas que
podem resultar dessa escolha. Apenas o experimentador pode decidir se a redugdo dos custos
de experimentagdo pode compensar os riscos de interpretacdo equivocada dos dados, resultante
do efeito de fatores externos ndo controlados sobre uma seqiiéncia ordenada de experimentos.
Se o experimentador admitir que controla muito bem todos os fatores experimentais,
obviamente que se expde pouco a esses riscos impostos por fatores externos a analise; contudo,
como os fatores externos sdo usualmente pouco conhecidos, essa hipdtese ¢ muitas vezes
excessivamente otimista. A mudanca das condigdes ambientais, as variagdes dos graus de
pureza das matérias-primas, as mudangas de qualidade dos insumos de processo, dentre muitos
outros fatores, ameacam frequentemente a qualidade das conclusdes obtidas em planos
ordenados de forma deterministica. Cabe ao pesquisador decidir qual é o melhor caminho a
tomar, levando em conta a realidade do seu problema particular e das condigdes de
experimentagao.

3.4. Planos Experimentais em Blocos

Muitas vezes o experimentador ndo esta interessado em investigar detalhadamente o
efeito que uma certa varidvel exerce sobre as respostas obtidas, mas apenas identificar se a
variavel afeta ou ndo o desempenho do sistema. Por exemplo, numa investigacdo sobre o
crescimento microbiano pode-se ter a curiosidade de saber se hd necessidade ou ndo de
adicionar microelementos (sais minerais ¢ vitaminas) a um meio de fermenta¢do. Se o
experimentador ndo tem interesse especifico em quantificar a importancia que a concentragao
de cada um dos compostos exerce sobre o crescimento microbiano, cria-se um cenario de
investigacdo em que existe uma variavel discreta que designa a adigdo ou ndo dos
microelementos no caldo de fermentacdo. Nessa condi¢do, podem ser propostos dois conjuntos
de experimentos, a serem realizados na auséncia e presenca dos microelementos, e construidos
dois modelos distintos para os dois conjuntos de condi¢des investigadas. A comparagdo entre
os resultados obtidos para os dois conjuntos permite responder se a presenca dos
microelementos afeta ou ndo o crescimento microbiano, sem, no entanto, ser possivel
quantificar exatamente qual ¢ o efeito existente. Diz-se, nesse caso, que o plano experimental
foi formulado em blocos; ou seja, que foram formulados e combinados planos experimentais
diferentes, para testar o efeito qualitativo de um conjunto adicional de varidveis de blocagem.
No caso particular analisado, a variavel de blocagem investigada é o possivel efeito que os
microelementos exercem sobre o andamento do processo fermentativo.
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Exemplo 3.14- Deseja-se investigar o efeito qualitativo que a presenca de microelementos no
caldo fermentativo exerce sobre um processo de fermentagdo do agucar e produgdo do etanol.
Além dessa variavel, deseja-se investigar ainda o efeito quantitativo que trés outras varidveis
exercem sobre o processo: a concentragdo do actcar, o pH do meio e a temperatura do
processo. Para formulagdo do plano experimental deve ser usada a metodologia proposta por
Taguchi. A principio, o experimentador descarta a necessidade de estimar efeitos de interagdo
ndo linear entre as variaveis de planejamento.

Seguindo a metodologia descrita na se¢do anterior, as variaveis sdo inicialmente
ordenadas em ordem decrescente de dificuldade de manipulacdo. Como os experimentos sdo
realizados em um banho térmico que comporta varios reatores a0 mesmo tempo, ¢ conveniente
realizar varios testes experimentais na mesma temperatura simultaneamente. Por isso, a
temperatura pode ser considerada como a variavel mais dificil de manipular (x;). As demais
varidveis podem ser manipuladas durante a preparagdo do caldo de fermentagdo e apresentam
dificuldade similar de manipulagdo. Por isso, a concentragdo de agucar ¢ considerada como a
variavel x, e o pH ¢ a variavel x;. Como a poténcia de 2 imediatamente superior ao numero de
variaveis (NX=3) ¢ igual a 4, faz-se uso da tabela de Taguchi 0A4(2%). Como nio & necessario
preservar a capacidade de estimar qualquer efeito ndo linear eventualmente existente, as
variaveis podem ser ordenadas diretamente nas colunas na forma

Experimento zi=(1) z2=(2) z:=(3) NR
1 -1 -1 +1 1
2 -1 +1 -1 1
3 0 0 0 3
4 +1 -1 -1 1
5 +1 +1 +1 1

em que o ponto central foi inserido para avaliacdo da variabilidade experimental. O ponto
central foi inserido no meio do experimento com a suposi¢do de que o aumento da temperatura
pode ser feito de forma mais adequada na unidade se forem minimizadas as mudangas entre os
diferentes niveis. Como o plano experimental deve conter dois blocos, ja que o efeito da adigdo
de microelementos precisa ser avaliado qualitativamente, o plano experimental pode ser
construido por intermédio da combinag@o dos dois conjuntos experimentais propostos na forma

Bloco Experimento z=(1) z=(2) z:=(3) NR

1 -1 -1 +1 1

I 2 -1 +1 -1 1

3 0 0 0 3

(SEM) 4 +1 -1 -1 1
5 +1 +1 +1 1

1 -1 -1 +1 1

I 2 -1 +1 -1 1

3 0 0 0 3

(COM) 4 +1 -1 -1 1
5 +1 +1 +1 1

resultando no plano final
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Experimento Bloco zr=(1) 7=(2) z3=(3) NR
1 I (SEM) -1 -1 +1 1
2 I (SEM) -1 +1 -1 1
3 11 (COM) -1 -1 +1 1
4 I (COM) -1 +1 -1 1
5 I (SEM) 0 0 0 3
6 11 (COM) 0 0 0 3
7 I (SEM) +1 -1 -1 1
8 1 (SEM) +1 +1 +1 1
9 11 (COM) +1 -1 -1 1
10 I (COM) +1 +1 +1 1

ordenado deterministicamente para preservar a restricdo imposta a manipulacdo das
temperaturas de experimentacdo. Para cada um dos blocos ¢é possivel formular o modelo

. . 3. .
y(l) = a(()l) + Z a;l) zZj +,B(l) 212
=1

em que o sobrescrito (i) indica o bloco de dados avaliado (I ou II). O efeito da adi¢do dos
microelementos no caldo fermentativo sobre a produgdo de etanol pode ser analisado com
ajuda dos parametros estimados para os dois blocos distintos de experimentagdo. Caso o0s
parametros sejam estatisticamente equivalentes, conclui-se que a adicdo de microelementos ¢
pouco importante ¢ desnecessaria; caso contrario, conclui-se o oposto.

Caso o experimentador associe ao Bloco uma variavel experimental ficticia x4, que pode
assumir o valor -1 no Bloco I e o valor +1 no Bloco II, o plano experimental poderia também
ser proposto na forma

Experimento z4 (Bloco) zr=(1) 72=(2) Z5=(3) NR
1 -1 -1 -1 +1 1
2 -1 -1 +1 -1 1
3 +1 -1 -1 +1 1
4 +1 -1 +1 -1 1
5 -1 0 0 0 3
6 +1 0 0 0 3
7 -1 +1 -1 -1 1
8 -1 +1 +1 +1 1
9 +1 +1 -1 -1 1
10 +1 +1 +1 +1 1

sendo possivel formular o seguinte modelo para analise quantitativa dos dados
1 3 1
y= ( ()+a ) Z( ()+a )Zj+(,6'(1)+,6'(2)24)21

onde o sobrescrito (1) identifica o efeito médio e o sobrescrito (2) indica o efeito da variavel de
blocagem sobre o resultado da experimentagdo. O efeito da adi¢do dos microelementos sobre a
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producdo de etanol pode ser analisado com ajuda dos parametros identificados pelo sobrescrito
(2). Se esses parametros forem estatisticamente significativos, a variavel de blocagem afeta
significativamente os resultados da experimentacdo; caso contrario, o efeito pode ser
descartado.

O leitor atento pode perceber que a existéncia de uma varidvel de blocagem ¢
equivalente a requerer que certas interagdes de ordem superior sejam estimadas. Por exemplo,
no modelo anterior o leitor pode identificar a existéncia de 10 pardmetros, sendo que trés deles
estdo associados as interagdes binarias (z4, z;), (z4, z2) € (z4, z3) € um deles esta associado a

interagdo de terceira ordem (zy, 212 ). Por isso, pode-se esperar que a formulacdo de planos

experimentais em blocos usualmente provoque aumento do esforco de experimentagdo. No
caso proposto, o numero final de experimentos ¢ igual a 14 (por causa das réplicas realizadas
no ponto central para caracterizacdo da variabilidade experimental). Caso o experimentador
desejasse formular o plano experimental na forma convencional, associando a variavel x; a
concentracdo total de microelementos presentes no meio reacional (o que pode ser bastante
ineficiente, porque ndo considera a distribuicdo relativa dos microelementos adicionados ao
caldo de fermentacdo), o plano experimental a dois niveis conduziria a tabela OAs(2") do
Apéndice D, pois 8 é a poténcia de 2 imediatamente superior ao numero de varidveis
investigadas (nesse caso, NX=4). Portanto, o plano poderia ser concebido na forma

Experimento zi=(1) z2=(2) z5—=(4) z~(7) NR
1 -1 -1 -1 -1 1
2 -1 -1 +1 +1 1
3 -1 +1 -1 +1 1
4 -1 +1 +1 -1 1
5 0 0 0 0 3
6 +1 -1 -1 +1 1
7 +1 -1 +1 -1 1
8 +1 +1 -1 -1 1
9 +1 +1 +1 +1 1

como discutido na se¢do anterior. Pode-se observar prontamente que o novo plano
experimental formulado contém 11 elementos, resultando na economia de trés experimentos.
No caso particular considerado, contudo, a economia foi obtida a custa da redug@o do esforco
experimental no ponto central. O efeito imediato ¢ que deixou de ser possivel investigar o
efeito do procedimento de blocagem sobre a variabilidade experimental, j4 que ndo ¢ mais
possivel comparar as variancias obtidas nos pontos centrais distintos dos dois blocos de analise
com auxilio do teste F, como mostrado nos varios exemplos apresentados no Capitulo 2. Além
disso, deve ser observado que o novo ponto central pressupde a realizacdo de réplicas numa
condi¢do de adigdo de microelementos intermediaria (no ponto central de concentragdes), que
pode ser muito pouco representativa do que ocorre no sistema real, ja que a fermentagdo ¢
conduzida na presenga ou auséncia de microelementos ¢ ndo numa condi¢do intermediaria.
Para o0 novo conjunto de experimentos e usando a mesma técnica proposta no Exemplo 3.5 para
identificacdo de fusdo de efeitos, ¢ possivel concluir ainda que os efeitos descritos pelos

parametros aéz) e ,8(2) estdo fundidos, como mostrado abaixo

zZ] zZ) Z3 Zy Z]Zy4 Zy)Zy Z3Z4 212 21224
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indicando que os efeitos principais associados ao processo de blocagem e a influéncia do
processo de blocagem sobre o efeito quadratico ndo linear ndo podem ser estimados de forma
independente. Logo, fica bastante claro que o procedimento de blocagem ndo ¢ de forma
alguma semelhante a simples inclus3o de uma nova varidvel no planejamento. Por isso, a
existéncia de variaveis de blocagem deve ser sempre considerada com cuidado pelo
experimentador que formula o plano experimental.

3.4.1. Planejamentos Seqiienciais com Blocos Ortogonais

Como analisado no Exemplo 3.14, planos experimentais fatoriais em bloco sdo muito
utilizados para testar o efeito qualitativo que certas varidveis exercem sobre o problema
experimental, sem que sejam incluidas formalmente no esquema de analise quantitativa. Uma
necessidade comum, por exemplo, ¢ identificar se os resultados obtidos dependem da regido
operacional onde foram obtidos. Assim, um plano poderia ser feito e executado em condi¢des
brandas (digamos, baixas temperaturas e pressdes) e em condi¢des drasticas de operagdo
(digamos, altas temperaturas e pressdes). A andlise poderia entdo ser executada de forma
similar 2 mostrada no exemplo anterior. As analises em bloco podem também ser uteis para
estudar o efeito de variaveis dificilmente quantificaveis, como a natureza estéril ou ndo de um
meio de fermentacdo, a presenca ou ndo de contaminantes, a importancia de uma operagdo
adicional no processo, dentre muitos outros exemplos. Obviamente, varias dessas variaveis
podem ser utilizadas para gerar muitos blocos distintos simultaneamente. Nesse caso, o leitor
talvez ache interessante consultar a Se¢do 3.4.2.

Planos experimentais fatoriais em bloco podem também ser planejados e executados
com o objetivo especifico de reduzir o esfor¢co experimental de analise. Deve ser observado nas
Tabelas 3.6 ¢ 3.7 que um plano fatorial completo pode conter varios blocos ortogonais
menores. Por exemplo, um plano fatorial a dois niveis para 10 variaveis contém 2'° = 1024
experimentos, ou 2° = 64 blocos ortogonais de 2'"® = 16 experimentos. Portanto, parece
tentador que seja montado um esquema de experimentacdo que procure identificar os efeitos de
forma seqiiencial, e que o numero de experimentos seja aumentado paulatinamente, & medida
que os efeitos experimentais vao sendo revelados. Quando se conhece pouco sobre o sistema
experimental investigado, uma possivel estratégia pode ser a de sempre comegar com um
numero minimo de experimentos, para identificar os efeitos principais mais importantes, e
depois aumentar o plano experimental, para introduzir a possibilidade de identificar as ndo
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linearidades mais plausiveis, que envolvem as varidveis consideradas como as mais
importantes. Essa estratégia de experimentacdo é sempre factivel, porque os planos fatoriais
completos sdo formados por muitos blocos menores que permitem a identificacdo de parte das
interagdes nao lineares do problema, como discutido na se¢do anterior.

Exemplo 3.15- O efeito que sete variaveis experimentais (x;, X2, X3, X4, X5, X6, X7) €xercem sobre
uma variavel de resposta y deve ser investigado com auxilio de planos fatoriais a dois niveis.
Como o experimentador tem pouca informagdo prévia sobre o comportamento do sistema
experimental, ele propde que inicialmente sejam identificados apenas os efeitos lineares
principais com auxilio da metodologia proposta por Taguchi. Nesse caso, como a poténcia de
dois imediatamente superior a sete ¢ igual a oito, a tabela de experimentos OAg(2’) é usada
como referéncia. O plano proposto e os resultados obtidos sdo apresentados abaixo.

Experimento z=() | 272) | z:=0B) | z7=4) | z5=5) | z=(6) | z~(7) y
1 -1 -1 +1 -1 +1 +1 -1 2.1
2 -1 -1 +1 +1 -1 -1 +1 2.0
3 -1 +1 -1 -1 +1 -1 +1 12.5
4 -1 +1 -1 +1 -1 +1 -1 11.4
5 0 0 0 0 0 0 0 8.7
6 0 0 0 0 0 0 0 9.1
7 0 0 0 0 0 0 0 8.9
8 +1 -1 -1 -1 -1 +1 +1 12.1
9 +1 -1 -1 +1 +1 -1 -1 11.7
10 +1 +1 +1 -1 -1 -1 -1 10.0
11 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 9.7

Fazendo-se a estimagdo dos parametros do modelo linear

7
y=ao+Zal- zj
i=1

por minimos quadrados (admite-se que os erros experimentais sdo constantes), o valor final da
funciio objetivo obtida ¢ igual a Fob=0.083. Como o valor esperado do y*> com 3 graus de
liberdade e 95% de confianga deve estar no intervalo 0.21 < %> < 9.34, conclui-se que a
variancia experimental ¢ provavelmente menor do que 1. De fato, no ponto central o valor da
variancia de y € igual a 0.04 com dois graus de liberdade. Admitindo-se que a variancia de y ¢
constante ¢ igual a 0.04, a estimagdo dos parametros por maxima verossimilhanca leva ao valor
final da funcdo objetivo igual a 2.08, plausivel e no intervalo de confianga esperado para x>.
Nesse caso, obtém-se o seguinte modelo

y=(8.93£0.02) + (1.94£0.03) z; + (1.96£0.03) z, — (2.99+0.03) z3 —
(0.24£0.03) z4 + (0.06£0.03) z5 — (0.11£0.03) z5 + (0.13£0.03) z;

em que os intervalos de confianga dos parametros estdo calculados com 95% de confianga. Vé-
se que aparentemente as variaveis mais importantes sao x;, x; € x3. De acordo com a matriz de
interagdes bindrias, no entanto, as interacdes z,z,, 7173 € Z»Z3 estdo fundidas respectivamente a
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73, Z € z3. Para manter a capacidade de estimar as interagdes que provavelmente sdo as mais
importantes, planeja-se um segundo bloco de experimentos na forma

Experimento 2125=(5) | 2225=(6)
1 +1 +1 11.7
2 -1 -1 2.2
3 +1 -1 11.8
4 1 1 18
5 0 0 9.3
6 0 0 9.0
7 0 0 8.9
8 -1 +1 12.3
9 +1 -1 9.7
10 -1 -1 11.9
11 1 1 10.4

que leva ao modelo
y:(9.00i0.02) + (2.10i0.03) z] — (2.95i0.03) z3 + (1.93£0.03) z; 23

com valor final da fung@o objetivo igual a 12.88, fator de correlagdo igual a 0.998 e com
intervalos de confianca dos pardmetros calculados com 95% de confianca. (Como o valor da
fungdo objetivo ¢ maior que o esperado para o valor do x* com 3 graus de liberdade e 95% de
confianga, a variancia da medida y deve ser um pouco maior que o valor de referéncia de 0.04.)
Observa-se que as Unicas variaveis relevantes sdo x; e x;3; portanto, se o plano fatorial completo
para sete variaveis tivesse sido formulado inicialmente, a maior parte do esfor¢o experimental
(131 experimentos, contando as réplicas do ponto central) teria sido dedicada a mostrar que as
demais variaveis nio sdo de fato importantes para o problema considerado. E muito importante
também observar que a variavel x, ndo parece ser importante para o problema, embora no
primeiro bloco de experimentos o experimentador tivesse sido levado a considerar a
importancia da segunda varidvel por causa do conhecido problema da fusdo de efeitos. No
primeiro bloco de experimentos, o efeito da segunda variavel de fato mede o efeito da ndo
linearidade, cuja existéncia foi descartada no inicio do procedimento experimental.

Estendendo o segundo modelo ao primeiro bloco de experimentos, obtém-se
y= (8.93J_r0.02) + (1.94i0.03) 71 — (2.99£0.03) z3 + (1.96£0.03) z; 23

que ¢ essencialmente a mesma coisa, respeitados os erros experimentais. As diferengas sdo
muito pequenas nos dois blocos, mostrando que a andlise e a estimacdo sdo bastante saudaveis.
A diferenga significativa notada entre os dois valores de o ¢ a; apenas corroboram o fato de
que a varidncia experimental deve ser um pouco maior que o valor de referéncia adotado de
0.04, a partir da variancia observada no centro com poucos graus de liberdade.
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3.4.2. Blocos em Cruz

Como discutido no Capitulo 2, a identificagdo de efeitos ndo lineares quadraticos
(fundamental em muitos problemas que exigem atividades de otimizacdo) requer a utilizagdo
de trés niveis durante a formulagdo do plano, o que resulta em aumento muito consideravel do
esfor¢o de experimentagdo. Por exemplo, se cinco variaveis sdo consideradas, um plano fatorial
completo a dois niveis contém 2°=32 experimentos (fora as réplicas do ponto central),
enquanto um plano fatorial completo a trés niveis contém 3°=243 experimentos (fora as
réplicas do ponto central). Em outras palavras, o custo da identificagdo dos efeitos quadraticos
pode ser proibitivo em muitos problemas reais. Contudo, dois pontos precisam ser
considerados pelo experimentador: de forma geral, nem todas as variaveis exercem efeitos
quadraticos significativos sobre a resposta do problema; e, de forma geral, ndo ¢ necessario
identificar todos os efeitos quadraticos do problema. O primeiro ponto induz o analista a
considerar a estratégia experimental discutida no Exemplo 3.15; ou seja, identificar
inicialmente os efeitos lineares principais mais importantes do problema e apenas depois
realizar experimentos que permitam a identificacdo dos eventuais efeitos quadraticos existentes
para as variaveis identificadas como as mais importantes do problema. O segundo ponto induz
o analista a possivelmente desconsiderar a identificacdo de interagdes binarias entre os efeitos
quadraticos principais ¢ os demais efeitos lineares ¢ ndo lineares do modelo, que resultam
sempre em interagcdes de ordem superior (usualmente, pouco importantes).

Admitindo-se que o analista considera o cendrio apresentado no paragrafo anterior
como valido, parece razoavel admitir que o modelo perseguido para explicar os dados
experimentais tem a forma:

NX NX N.

y:ao+§al. zﬁZZﬁi/ z; zj+ZX:7/i Zl.2 (3.10)
i=1 i=1

i=l j>i

em que os unicos efeitos quadraticos que precisam ser identificados sdo os efeitos quadraticos
principais (e, talvez, para apenas parte das variaveis investigadas). Nesse caso, parece também
claro que a identifica¢do do efeito quadratico pode ser feita variando-se o valor da variavel x;
ao redor de um ponto de referéncia (o ponto central, por exemplo). O plano experimental em
cruz (ou plano experimental do tipo estrela) ¢ o plano que permite a identificacdo dos efeitos
quadraticos individuais, obtido quando se variam os valores das condi¢des experimentais entre
as condigOes extremas para cada uma das variaveis investigadas ao redor do ponto central,
como descrito no Algoritmo 3.2. O plano em cruz ¢ o bem conhecido plano que propde a
variacdo de uma variavel de cada vez.

Algoritmo 3.2- Formulagdo de um Plano em Cruz.

Comentario: Posicionamento das variaveis na condi¢cdo central.
1. Para i variando de 1 a NX, faca z=0.

Comentario: Inicializando o indice £ que identifica o experimento.
2. k=0.

Comentdario: Gerando as condi¢des do plano.
3. Para i variando de 1 a NX, faca:
4. Zl':-l;
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5. k=k+1;

6. Para j variando de 1 a NX, escreva o valor de z; no experimento £;
7. Zl:-l;

8. k=kt1;

9. Paraj variando de 1 a NX, escreva o valor de z; no experimento £;
10. Z,:O;

11. Volte ao passo 3.

Comentdrio: Finalizando o plano experimental e incluindo o ponto central.

12, k=k+1.
13. Paraj variando de 1 a NX, escreva o valor de z; no experimento k.

Exemplo 3.16- Formula-se a seguir um plano em cruz para trés variaveis: I

Experimento 9 22 3 NR
1 -1 0 0 1
2 +1 0 0 1
3 0 -1 0 1
4 0 +1 0 1
5 0 0 -1 1
6 0 0 +1 1
7 0 0 0 3

cujos efeitos calculados ao longo da matriz de experimentos sdo mostrados abaixo

Experimento Z1 22 23 212 z% 232 2123 | 2123 | 22 23
1 -1 0 0 1 0 0 0 0 0
2 +1 0 0 1 0 0 0 0 0
3 0 -1 0 0 1 0 0 0 0
4 0 +1 0 0 1 0 0 0 0
5 0 0 -1 0 0 1 0 0 0
6 0 0 +1 0 0 1 0 0 0
7 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Vé-se com clareza na tabela acima que o plano em cruz ndo ¢ ortogonal, se os efeitos
quadraticos sdo considerados na forma mais simples, ja que as somas das colunas que contém
os efeitos estimados ndo sdo identicamente nulas. Dessa forma, algum tipo de normalizagdo
precisa ser introduzido no modelo para que se identifiquem os efeitos experimentais de forma
independente, como discutido no Capitulo 2. Da mesma forma, os efeitos de interacdo ndo
linear binaria entre as variaveis ndo podem ser estimados, porque esses efeitos sdo constantes e
iguais a zero em todo o plano experimental. Isso mostra como a estratégia de investigar uma
varidvel por vez pode ser deletéria para a analise quantitativa do problema experimental € como
a formulagdo de um plano em cruz simples ndo parece adequada para a investigagdo de
problemas experimentais complexos.
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A andlise do Algoritmo 3.2 mostra que o nimero de experimentos contidos em um
plano em cruz ¢ igual a

NE =2 NX + NR 3.11)

Essa informacdo ¢ muito importante para que se avalie o esfor¢o experimental associado ao
plano em cruz e para que se entenda o problema de normaliza¢do do modelo, realizada para que
se permita a estimac¢d@o independente dos parametros quadraticos. Como mostrado no Exemplo
3.17 abaixo, ndo ¢é possivel formular uma transformagdo simples do efeito quadratico que
permita a estimacdo independente de todos os parametros do modelo. Portanto, um plano em
cruz ndo ¢ ortogonal e ndo pode ser transformado num plano ortogonal por meio de
transformagdes simples de representagdo dos efeitos ndo lineares do problema.

Exemplo 3.17- O modelo usado para interpretar quantitativamente os dados experimentais do
plano em cruz do Exemplo 3.16 pode ser normalizado na forma:

NX NX
2
y:aOJrZai z,.+Z}/l. (Z,- +a, z, + bl.)

i=1 i=1

onde a; ¢ b; sdo fatores de normalizagdo a serem determinados. Como a soma dos efeitos deve
ser nula ao longo dos experimentos, conclui-se que

NE
2
;(z;—i—ai Zy t bi):2 + Oal.+(2 NX+NR) bl- —)bl- Z—M

No Exemplo 3.16, b, =— % . De forma similar, a soma do produto dos efeitos também deve

ser nula na malha experimental, de maneira que

NE

2 2
Z(Zik+ai z, + b,.)(zjk+aj Zu+ bj)z
k=1

2 2 2 2 2
Z, Zyta; z, z, +bj Zpta zy zyta, a;z, z, +a bj z, +

f
k=1

2
b zyta; bz,+bb

0+0+2b,+0+0+0+2b+0+b, b, =(4+b,)b, #0

Portanto, a transformagdo proposta ndo ¢ capaz de transformar o plano em cruz numa forma
ortogonal, independentemente dos valores de a e b adotados na transformagdo.
Consequentemente, os parametros estimados para cada um dos efeitos sempre apresentam
algum grau de dependéncia entre si.

O esquema seqiiencial de experimentagdo ¢ identificacdo de efeitos quadraticos pode ser
implementado de forma similar a realizada no Exemplo 3.15, como ilustrado no Exemplo 3.18
a seguir.
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Exemplo 3.18- Suponha que um plano fatorial minimo foi formulado para quatro variaveis,

como descrito no Exemplo 3.15. Os resultados sdo apresentados abaixo:

Experimento 2125=(5) | 2225=(6)
1 +1 +1
2 -1 -1
3 +1 -1
4 -1 +1
5
6
7
8
9
10
11

cuja analise quantitativa leva a
»=(3.90£0.04)+(2.07£0.03) z; —(1.05£0.03) z; z, +(1.15£0.03) Zf%

em que o sinal de interrogacdo deixa claro que ndo ¢ possivel identificar a fonte da nao
linearidade. No entanto, como as varidveis z; € z; sdo as que mais influenciam a resposta
experimental, parece tentador identificar o efeito quadratico em fun¢do dessas duas varidveis.
Por isso, ¢ adicionado um plano em cruz ao conjunto de experimentos na forma:

Experimento 2123=(5) | 2225=(6)
1 +1 +1
2 -1 -1
3 +1 -1
4 -1 +1
5 0 0
6 0 0
7 0 0
8 -1 +1
9 +1 -1
10 -1 -1
11 +1 +1
12 0 0
13 0 0
14 0 0
15 0 0

cuja analise quantitativa leva a

»=(3.93£0.04)+(2.11£0.03) z —(1.05£0.03) z, z, +(1.06+0.05) z{
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em que fica claro que a fonte da ndo linearidade ¢ a variavel z;. O leitor atento concluira que a
identificacdo do efeito quadratico foi possivel sem a realizacdo de um plano fatorial completo a
trés niveis, embora esteja claro que as interagdes de ordem superior foram desprezadas e que
em geral ocorre a perda da ortogonalidade do plano experimental com a inser¢do do bloco em
cruz no plano experimental fatorial fracionado original.

3.4.3. Blocos Induzidos por Variaveis Discretas

Os planos fatoriais e fatoriais fracionados estudados no Capitulo 2 e nas secdes
anteriores pressupdem que as variaveis analisadas podem ser manipuladas de forma continua
nas faixas de interesse. Contudo, essa suposicdo nem sempre ¢ verdadeira. Por exemplo,
imagine que o experimentador analisa o efeito de diferentes acidos (4cido nitrico, acido
sulfurico e acido cloridrico) sobre a velocidade de corrosdo de uma pega metalica colocada em
contato com um meio aquoso. Nesse caso, 0 experimento ocorre necessariamente a trés niveis
(os trés acidos), mas como devem ser definidos os valores das variaveis normalizadas? Em
outras palavras, quem sao os niveis -1, 0 e +1 ? Alias, sera que essa defini¢do faz sentido no
caso de interesse ? Afinal, que variavel esta sendo modificada exatamente ?

No problema proposto, o experimentador pode sentir enorme dificuldade de identificar
a propriedade que melhor caracteriza a mudanga do acido. Por exemplo, o pH pode ser usado
para identificar a acidez do meio, mas talvez ndo explique completamente o efeito
eventualmente observado sobre a velocidade de corrosdo. Certamente ha outras variaveis que
caracterizam a afinidade quimica e eletroquimica do composto acido pelo substrato, como a
carga elétrica e a eletronegatividade (facilidade de doar elétrons) do anion (nitrato, sulfato ou
cloreto). Portanto, o efeito de cada composto acido sobre a velocidade de corrosdo talvez ndo
possa mesmo ser descrita de outra forma, que ndo em termos do composto acido utilizado.
Quando a variavel considerada no estudo experimental ndo pode ser fracionada de forma
continua nem pode ser descrita de forma simples em termos de uma medida facilmente
mensuravel, diz-se que a variavel tem natureza discreta.

O problema pode ser ainda mais complexo, porque o substrato utilizado para os testes
de corrosdo pode ser também constituido por diferentes materiais (ferro, aco, latdo) e ter
diferentes formas (esfera, quadrado, estrela). No primeiro caso, o analista pode achar que a
diferenca de potencial medida entre o metal e uma referéncia pode representar adequadamente
as propriedades do material. No segundo caso, o analista pode achar que o numero de vértices
da peca representa adequadamente a complexidade da forma e a susceptibilidade a corrosdo no
meio acido. A despeito disso, o fato ¢ que o experimentador ndo pode manipular
arbitrariamente essas variaveis. Por exemplo, ndo faz sentido definir um nimero nao inteiro de
vértices na peca analisada. Para piorar, o analista pode ter interesse em avaliar o efeito
associado a outras variaveis que podem ser manipuladas continuamente, como a temperatura e
a concentracdo dos acidos no meio aquoso. Como agir nesses casos, em que variaveis continuas
e discretas se misturam em um plano experimental ?

Primeiramente ¢ preciso perceber que a filosofia de planejamento fatorial pode ser
usada de forma absolutamente trivial a problemas de natureza discreta e de natureza mista,
como mostrado no Exemplo 3.19. Contudo, nesses casos o nimero de experimentos resultantes
costuma ser abusivamente grande, inviabilizando a implementacdo do plano na pratica.
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Exemplo 3.19- Um experimentador deseja investigar o efeito que trés variaveis discretas (3
tipos de acido, 3 tipos de material ¢ 3 formas de corpos de prova) e duas variaveis continuas
(temperatura e concentragdo de 4acido, nas faixas de 25 a 50 °C e de 0.1 a 0.5 M,
respectivamente) exercem sobre a velocidade de corrosdo. Para investigar o problema, ¢
proposto um plano fatorial para as varidveis discretas, contendo 3x3x3=27 condigdes
experimentais, em que cada material metalico ¢ preparado nas trés formas possiveis dos corpos
de prova e submetido aos testes de corrosdo em solugdes de cada um dos trés acidos. Cada uma
das 27 combinagdes discretas ¢ usada como um bloco para a formulacdo de um plano
experimental a dois niveis para duas variaveis e réplicas no ponto central, contendo 2x2+3=7
experimentos. Portanto, a combinacdo de todos os experimentos propostos resulta em um plano
que contém 27x7=189 testes de corrosdo. Para avaliar quantitativamente o efeito das variaveis
discretas sobre os resultados obtidos, os 27 modelos construidos para duas variaveis continuas
deverao ser comparados entre si.

O numero de experimentos em planos fatoriais completos que contém varidveis
discretas pode crescer rapidamente se o niumero de niveis (condi¢des discretas distintas) for
muito elevado e/ou se o numero de varidveis discretas for muito grande. Nesse caso, o
experimentador pode usar estratégias de planejamento similares as utilizadas anteriormente
para variaveis continuas, com o objetivo de construir menor numero de blocos discretos para
analise. Uma estratégia comumente usada para reduzir o nimero de blocos discretos ¢ utilizar
uma representagdo continua para a variavel discreta. Uma outra estratégia consiste em aplicar o
conceito de plano em cruz para cada um dos efeitos discretos. Essas estratégias sdo ilustradas
nos exemplos que seguem.

Exemplo 3.20- No problema proposto no Exemplo 3.19, o experimentador ndo pode executar
os 189 experimentos previstos por limitacdes orcamentarias e temporais. Por isso, o
experimentador admite que as variaveis discretas podem ser representadas adequadamente em
termos da forga 4cida do composto (4cido nitrico — HNO3 < acido sulftirico — H,SO4 < 4cido
cloridrico — HCI, medida em termos de mol de atomos de hidrogénio por massa de composto),
da condutividade elétrica do metal (ago < ferro < latdo) e do numero de vértices do corpo de
prova (esfera < quadrado < estrela). Em funcdo dessa proposta, o experimentador formula um
plano experimental a dois niveis na forma

Bloco Acido Material Corpo de Prova NE
1 Nitrico (-1) Aco (-1) Estrela (+1) 7
2 Nitrico (-1) Latdo (+1) Esfera (-1) 7
3 Cloridrico (+1) Aco (-1) Esfera (-1) 7
4 Cloridrico (+1) Latdo (+1) Estrela (+1) 7
5 Sulfurico (0) Ferro (0) Quadrado (0) 7

Como em cada um dos cinco blocos de experimentos sera executado um plano experimental a
dois niveis para duas variaveis, o nimero total de experimentos planejados ¢ igual a 35. O
modelo construido com os experimentos dos Blocos 1 e 2 pode ser comparado aos modelos
construidos com os experimentos dos Blocos 3 e 4 e do Bloco 5 para identificar a importancia
do meio acido sobre a resposta da velocidade de corrosdo. De forma similar, o modelo
construido com os experimentos dos Blocos 1 ¢ 3 pode ser comparado aos modelos construidos
com os experimentos dos Blocos 2 e 4 e do Bloco 5 para identificar a importancia do material
sobre a resposta da velocidade de corrosdo. Finalmente, o modelo construido com os
experimentos dos Blocos 1 e 4 pode ser comparado aos modelos construidos com os




164 Capitulo 3: Planos Fatoriais Fracionados

experimentos dos Blocos 2 e 3 e do Bloco 5 para identificar a importancia da forma do corpo
de prova sobre a resposta da velocidade de corrosdo. Obviamente, o conjunto de experimentos
proposto ndo permite a comparagdo exaustiva de resultados, como no caso do plano fatorial
completo. Contudo, como ja foi amplamente discutido nas se¢des anteriores, esse € 0 preco que
se paga toda vez que se reduz o niimero de experimentos de um plano experimental.

Exemplo 3.21- No problema proposto no Exemplo 3.19, o experimentador ndo pode executar
os 189 experimentos previstos por limitacdes orcamentarias e temporais. Por isso, o
experimentador admite que as variaveis discretas podem ser representadas adequadamente em
termos da forga 4cida do composto (4cido nitrico — HNO3 < acido sulftirico — H,SO4 < 4cido
cloridrico — HCI, medida em termos de mol de atomos de hidrogénio por massa de composto),
da condutividade elétrica do metal (ago < ferro < latdo) e do numero de vértices do corpo de
prova (esfera < quadrado < estrela). Em func¢do dessa proposta, o experimentador formula um
plano em cruz, como descrito abaixo

Bloco Acido Material Corpo de Prova NE
1 Nitrico (-1) Ferro (0) Quadrado (0) 7
2 Cloridrico (+1) Ferro (0) Quadrado (0) 7
3 Sulfurico (0) Ago (-1) Quadrado (0) 7
4 Sulfurico (0) Latdo (+1) Quadrado (0) 7
5 Sulfurico (0) Ferro (0) Esfera (-1) 7
6 Sulfurico (0) Ferro (0) Estrela (+1) 7
7 Sulfurico (0) Ferro (0) Quadrado (0) 7

Como em cada um dos cinco blocos de experimentos sera executado um plano experimental a
dois niveis para duas variaveis, o nimero total de experimentos planejados ¢ igual a 49. Os
modelos construidos com os experimentos dos Blocos 1, 2 e 7 podem ser comparados entre si
para identificar a importancia do meio acido sobre a resposta da velocidade de corrosdo. De
forma similar, os modelos construidos com os experimentos dos Blocos 3, 4 ¢ 7 podem ser
comparados entre si para identificar a importancia do material sobre a resposta da velocidade
de corrosdo. Finalmente, os modelos construidos com os experimentos dos Blocos 5, 6 ¢ 7
podem ser comparados entre si para identificar a importincia do corpo de prova sobre a
resposta da velocidade de corrosdo. Obviamente, ¢ como no caso anterior, o conjunto de
experimentos proposto ndo permite a comparagdo exaustiva de resultados, quando comparado
ao caso do plano fatorial completo. Contudo, como ja foi amplamente discutido nas secdes
anteriores e comentado no Exemplo 3.20, esse € o preco que se paga toda vez que se reduz o
numero de experimentos de um plano experimental.

3.4.4. Planos Rotacionais

Diz-se que um plano experimental é rotacional quando a variancia de predi¢do da
variavel de resposta do modelo ¢ similar em todas as condigdes experimentais propostas. Essa
condi¢do adicional imposta ao plano experimental pode ser util quando o analista deseja que o
modelo final obtido tenha um desempenho similar em todas as condigdes da malha de
experimentos, evitando que os diferentes pontos estejam sujeitos a diferentes erros de predigdo.




Capitulo 3: Planos Fatoriais Fracionados 165

Como mostrado no Capitulo 4 do volume I dessa série de publicacdes, para modelos
genéricos na forma linear nos parametros:

NF
=3 a; fi(x) (3.12)
i=1

a variancia de predigdo (6')2, ) pode ser calculada na forma

fi(x)

=110 AE) - rrlve| 2 613

S Nl;“ (x)

onde V, ¢ a matriz de covariancias das incertezas paramétricas. Quando os pardmetros sdo

estimados com a técnica de minimos quadrados (compativel com a idéia de avaliacdo de erros
com réplicas apenas no ponto central), a matriz 'V, ganha a forma (ver o Capitulo 4 do

volume I dessa série de publicagdes)

4-1

SHiP Yok YD)
N S NE
Vy=03 kz_ll[fz (xg )L (e )] kz_:l[fz (x4 )F kz_:l[f2(xk)][fNF (x¢ )]
NE : : NE E
Z_: fe () (e )] kzl[fNF )l 0] l;[fNF(Xk)]z
o : (3.14)
No caso particular em que o plano ¢ ortogonal
[ NE I
Y lAF 0 0
= NE
V, :O-i 0 [fz(xk)]z 0 (3.15)
k=1 ‘
NE
0 0 Z[fNF (x4 )]

de maneira que
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NF 2
oy =07, —NEM(X)] (3.16)
P
k=1

em que a Equacdo (3.16) pode ser aplicada a qualquer ponto x, depois de estimados os
pardmetros com os pontos experimentais X, kK =1 ... NE. Restringindo o uso da Equacdo (3.16)
aos proprios pontos experimentais da malha, chega-se a seguinte relacdo:

¥R | L [P

Gr =Y |FO Y e | - Jm=1.NE (A7)
DY 7Y o B DI VACS )y
k=1 k=1

onde os indices j e m designam pontos arbitrarios da malha experimental. A Equagéo (3.17)
pode ser rescrita na forma

g L)
- Z_)l[fl- (xi )P

k

=C , j=1..NE (3.18)

em que C ¢ uma constante positiva arbitraria. A Equacdo (3.18) mostra que a formula¢do de um
plano experimental rotacional depende dos efeitos que estdo sendo estimados e impde a
satisfacdo de NE equagdes ndo lineares simultaneamente, o que em geral s6 é possivel em
problemas muito simples, como mostrado nos exemplos abaixo.

Exemplo 3.22- Seja um plano experimental ortogonal a dois niveis, em que os efeitos estdo
normalizados convenientemente para assumirem os valores iguais a —1 ou +1 nos pontos
experimentais. Nesse caso, a Equagdo (3.18) ganha a forma:

i - -3

NE NE

i=1
de maneira que todo plano fatorial a dois niveis com efeitos normalizados no intervalo [-1,+1]
¢ também um plano rotacional. E curioso perceber que as variancias de predi¢do aumentam

com o numero de fatores (reducdo do grau de liberdade) e diminuem com o aumento do
namero de experimentos. Ambos os efeitos ja poderiam ser esperados.

Exemplo 3.23- Seja um plano experimental ortogonal a trés niveis, em que os efeitos estdo
normalizados convenientemente para assumirem os valores iguais a —1, 0 ou +1 nos pontos
experimentais. Nesse caso, a Equagdo (3.18) ganha a forma:
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¥ [l P | s

0< ’ <
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3

de maneira que planos fatoriais a trés niveis com efeitos normalizados no intervalo [-1,+1] ndo
sdo rotacionais. Quanto maior o numero de efeitos nulos na condicdo experimental
considerada, menor a variancia de predicdo (e melhor o desempenho relativo do modelo)
naquele ponto particular da malha experimental.

Exemplo 3.24- Se apenas os efeitos lineares principais devem ser estimados em um plano
experimental ortogonal, a Equacdo (3.18) ganha a forma:

que ¢ a equagdo que descreve uma hiper-elipsodide. Dessa forma, conclui-se que os pontos
experimentais que constituem um planejamento ortogonal devem estar inscritos em uma elipse,
para que tenha caracteristicas rotacionais e simultaneamente permitam a identificacdo
independente dos efeitos lineares principais. No caso muito particular em que as somas das
variaveis sejam constantes, a equagdo pode ser escrita na forma

NF x; NF x; NE
> = =>xj=C , j=1.NE
NE 2 2 y ’
i=l1 ZXZ i=1| 4 i=l1
ik
k=1

No caso particular em que trés variaveis estdo envolvidas, por exemplo, ¢ admitindo que C ¢
igual a 1, entdo

xij x5 +x3; =1, j=1.NE

Uma solucdo possivel para essa equagao ¢
V3
3

XIZXZ ZX3=

Outra solugdo possivel ¢
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xlzl s Xp = X3 =0

As solugdes anteriores sugerem a formulacdo de um plano fatorial a cinco niveis para
identificacdo dos efeitos principais de trés varidveis e com balanceamento do desempenho do
modelo em toda a malha experimental na forma

Experimento 21 22 23 NR
1 -1 0 0 1
2 +1 0 0 1
3 0 -1 0 1
4 0 +1 0 1
5 0 0 -1 1
6 0 0 +1 1
7 -0.5774 -0.5774 +0.5774 1
8 -0.5774 +0.5774 -0.5774 1
9 +0.5774 -0.5774 -0.5774 1
10 +0.5774 +0.5774 +0.5774 1
11 0 0 0 3

O leitor mais atento vai perceber que o plano apresentado acima ¢ a combinacdo de um bloco
em cruz com um bloco meio fatorial para trés variaveis, em que os niveis —1 e +1 foram
substituidos para satisfazer a condi¢do de rotacionalidade. Portanto, a solug¢do apresentada ndo
¢ Unica. Apesar disso, estratégias semelhantes podem ser adotadas em outros problemas que
envolvam mais varidveis e efeitos experimentais. As réplicas no ponto central foram
adicionadas para permitir a avaliacdo da variancia experimental, embora esse ponto ndo faca
parte do bloco rotacional. A matriz de correlagdes das condi¢cdes experimentais no caso
avaliado ¢ a seguinte

Z] Z2 Z3 Z] 22 Z]z3 Z223 212 Z% Z:)%
zi 1 0 0 0 0 [0632] 0 0 0
23 0 1 0 0 0632 0 0 0 0
z3 0 0 1 0,623 0 0 0 0 0
z12 0 0 | 0632 1 0 0 0 0 0
z123 0 0632 0 0 1 0 0 0 0
2z | 0632 | 0 0 0 0 1 0 0 0
22 0 0 0 0 0 0 1| -0258 | 0,258
23 0 0 0 0 0 0 |-0258| 1 |-0258
23 0 0 0 0 0 0 | -0258 | -0258 | 1

Logo, todos os efeitos ndo lineares podem ser estimados com o plano rotacional proposto (a
correlagdo nunca ¢é igual a 1 ou -1), embora esses efeitos estejam parcialmente fundidos aos
efeitos lineares principais e entre si, ndo podendo ser estimados de forma completamente
independente. Portanto, o plano proposto ndo ¢ ortogonal, quando os efeitos de ordem superior
sdo incluidos no modelo.
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Exemplo 3.25- Deseja-se construir um plano rotacional para um problema experimental que
envolve duas variaveis, incluindo-se no modelo o efeito da interacdo binaria. Portanto, ¢ de
forma analoga a realizada no Exemplo 3.24, a Equacédo (3.18) ganha a forma

2 2 2.2
X1j+X2j+X1ijj =1

cuja solugdo ¢é

2

2 _I—X2j
xlj— >
1+XZj

Possiveis solugdes numéricas sdo constituidas pelos pares [+1,0], [-1,0], [0.6,0.5], dentre
muitas outras possibilidades. Por isso, propde-se a seguinte solugdo rotacional

Experimento 1 22 2122 NR
1 -1 0 0 1
2 +1 0 0 1
3 0 -1 0 1
4 0 +1 0 1
5 -0.6 -0.5 +0.3 1
6 -0.6 +0.5 -0.3 1
7 +0.6 -0.5 -0.3 1
8 +0.6 +0.5 +0.3 1
9 0 0 0 3

Como nos demais casos, o ponto central foi adicionado para permitir a avaliacdo dos erros
experimentais. O plano proposto acima permite a determinacao dos efeitos lineares principais e
da interac@o binaria de forma independente. No entanto, a adi¢ao de termos quadraticos quebra
a ortogonalidade do plano, pois os dois efeitos quadraticos estdo parcialmente fundidos, como
visto nos demais casos.

3.5- Conclusoes

No Capitulo 2 ficou evidente que o numero de experimentos num planejamento fatorial
completo cresce como uma poténcia do niimero de niveis, 2 medida que o nimero de variaveis
aumenta. Por isso, neste capitulo foram apresentados e discutidos alguns procedimentos
classicos de planejamento de experimentos que podem ser obtidos como fragdes dos planos
fatoriais classicos. De forma geral, os planejamentos foram propostos com o objetivo de manter
as propriedades de ortogonalidade discutidas no Capitulo 2, para que ainda fosse possivel
estimar parametros independentes, apesar do menor numero de experimentos da grade
experimental. A despeito disso, foi mostrado que a redu¢do do nimero de experimentos traz
alguns inconvenientes para o analista, como a fusdo dos efeitos experimentais e a reducdo da
precisdo dos parametros estimados. Ambos os efeitos podem comprometer a analise qualitativa
e quantitativa dos resultados experimentais.
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E particularmente importante frisar que um procedimento sistematico para identificagio
e posterior eliminagdo do risco da fusdo de efeitos foi apresentado, com base nas tabelas e
procedimentos propostos originalmente por Taguchi. Contudo, durante a discussdo foi
abandonado o ultimo preceito remanescente do plano estatistico ideal, que diz respeito ao
ordenamento aleatorio da seqiiéncia experimental. Como discutido na Se¢do 3.3, hd muitas
razdes que podem justificar a realizacdo de experimentos numa ordem deterministica, visando
a reducdo do esforco e do custo da experimentacdo. Finalmente, foram discutidos aspectos de
blocagem, que permitem a extensdo dos procedimentos fatoriais para a investigagdo de efeitos
causados por variaveis discretas e a implementacdo de estratégias seqiienciais de
experimentagdo, para identificagdo de efeitos ndo lineares com minimo esfor¢o experimental.

3.6- Leitura Adicional

A literatura relacionada ao estudo de técnicas de planejamento de experimentos ¢ muito
vasta, ja que estas técnicas encontram aplicacdo nas mais variadas areas de pesquisa cientifica.
Assim, ndo cabe aqui uma revisdo detalhada de todos os livros que tratam deste assunto.
Sugere-se que o leitor interessado em rever os conceitos basicos relacionados ao calculo
estatistico e as técnicas de estimacdo de parametros consulte o Volume [ desta série de
publicagdes:

“Andlise de Dados Experimentais 1. Fundamentos de Estatistica e Estimacdo de Pardmetros”,
M. Schwaab e J.C. Pinto, E-Papers, Rio de Janeiro, 2007.

Dois textos classicos relacionados ao uso de técnicas estatisticas para a analise de dados
e processos e para o planejamento de experimentos sdo:

“Process Analysis by Statistical Methods”, D.M. Himmelblau, John Wiley & Sons, New York,
1970.

“Statistics for FExperimenters. An Introduction to Design, Data Analysis, and Model
Building”,G.E.P. Box, W.G. Hunter e J.S. Hunter, John Wiley & Sons, New York, 1978.

Algumas obras classicas ja foram citadas ao longo do texto, mas merecem ser também
relembradas como leitura adicional, como o texto original de Plackett e Burman

“The Design of Optimum Multifactorial Experiments”, R.L. Plackett e J.P. Burman,
Biometrika, 33, 305-325, 1946.

e os livros pioneiros de Taguchi

“Introduction to Quality Engineering: Designing Quality into Products and Processes”, G.
Taguchi, Asian Productivity Organization, Tokyo, 1986.

“Taguchi Methods, Orthogonal Arrays and Linear Graphs: Tools for Quality Engineering”, G.
Taguchi and S. Konishi, American Suppliers Institute, New York, 1987.

Um livro particularmente abrangente e que apresenta uma ampla colegdo de tabelas
experimentais para diferentes combinagdes de niveis €



Capitulo 3: Planos Fatoriais Fracionados 171

“Quality Through Design: Experimental Design, Off-Line Quality Control, and Taguchi’s
Contributions”, N. Logothetis ¢ H.P. Wynn, Oxford University Press, Oxford, 1989.

Finalmente, livros escritos em portugués que também apresentam e discutem técnicas
fatoriais fracionadas de planejamento experimental sdo:

“Estatistica Aplicada e Probabilidade para Engenheiros”, D.C. Montgomery e G.C. Runger, 2°
Edigdo, LTC, Rio de Janeiro, 2007.

“Planejamento de Experimentos e Otimizagdo de Processos”, M.1. Rodrigues ¢ A.F. lemma,
Casa do Pao Editora, Campinas, 2005.

“Planejamento de Experimentos Usando o Statistica”, V. Calado e D. Montgomery, E-Papers,
Rio de Janeiro, 2003.

3.7- Exercicios Sugeridos

1- Use o Exemplo 3.1 como referéncia para mostrar que um plano fatorial a trés niveis pode
sempre ser fracionado em trés subconjuntos ortogonais de condi¢des experimentais.

2- Construa um plano fatorial a trés niveis para trés varidveis e separe os trés blocos
resultantes do sacrificio da interagdo de mais alta ordem. Mostre que os trés blocos de
experimentos sdo ortogonais e identifique as interagdes confundidas em cada um dos trés
blocos.

3- Construa um plano de Taguchi para avaliar o efeito que as seguintes variaveis exercem
sobre a queda de pressdo observada no escoamento de um liquido no interior de um tubo:
diametro do tubo, rugosidade do tubo (ou seja, o grau de uniformidade da parede interna do
tubo), vazdo de liquido e temperatura do liquido. Admite-se que existe interagdao ndo linear
entre o didmetro e a rugosidade (imagina-se que a importancia da rugosidade deve diminuir
com o aumento do diametro) e entre o didmetro e a vazdo (imagina-se que o aumento do
diametro diminua também a importancia da vazao, porque a velocidade do escoamento cai).

4- Construa um plano experimental para avaliar o efeito que as condi¢des de agitacdo exercem
sobre os tamanhos médios das gotas de o6leo produzidas numa suspensdo aquosa. As
seguintes variaveis devem ser consideradas: o tipo de agitador (dncora, hélice, turbina), a
presenca de chicanas (o nimero de chicanas — 0, 1, 2 ou 3), a velocidade da agitagdo (100 a
900 rpm), a temperatura do processo (35 a 75 °C), o tipo de 6leo (azeite, gasolina, petrdleo)
e a carga de oleo (10 a 30% em massa). Identifique as variaveis discretas e proponha um
plano fatorial completo e um plano fatorial fracionado minimo para o problema. Discuta
como a analise dos dados devera ser realizada.

5- O Exemplo 2.12 do Capitulo 2 apresenta dois planos ortogonais ndo fatoriais para duas
variaveis. Comprove a propriedade de rotacionalidade de ambos os planos propostos.



