Capitulo 3

O Problema Amostral —
Inferéncias e Comparacoes

No Capitulo 2 foram apresentadas diversas distribui¢des de probabilidade que
representam diferentes problemas em que varidveis aleatorias estdo envolvidas. No
entanto, esses modelos probabilisticos dependem de parametros que, na maioria
absoluta das vezes, ndo podem ser determinados a priori. Por exemplo, na distribuicao
binomial descrita pela Equagdo (2.5), quem ¢ o parametro p? E na distribuicdo normal
descrita pela Equagdo (2.53), quem sdo os pardmetros u (média) e o (varidncia)?
Repare que uma pessoa desavisada poderia dizer que a média x e a varidncia o® sdo os
valores calculados pela defini¢do de média da Equacao (1.71) e de variancia da Equacdo
(1.72). No entanto, para que a média e a varidncia sejam calculadas a partir das
defini¢des introduzidas pelas Equagdes (1.71) e (1.72), € necessario que a distribuicao
de probabilidades normal da Equacdo (2.53) esteja perfeitamente definida, o que
significa que e o devem ser conhecidos. Essa contradigdo indica claramente que os
parametros da distribuicdo tém que ser obtidos de outra forma, que ndo a partir das
defini¢des introduzidas nos Capitulos 1 e 2. Se o problema analisado tiver carater
multivariavel, como aqueles abordados nas Se¢des 2.8 a 2.10, o numero de pardmetros
da distribuicdo pode ser muito grande. Portanto, ¢ necessario desenvolver técnicas que
permitam inferir os parametros que descrevem os modelos probabilisticos, para que eles
de fato possam ser tteis para a analise de problemas reais.

Mas por que ¢ tdo importante que se conheca a distribui¢do de probabilidades
que esta associada a um determinado problema? A resposta fundamental dessa questdo ¢
que, se as curvas de distribuicdo de probabilidades que descrevem as flutuagdes
aleatorias observadas em certos problemas sdo conhecidas, entdo € possivel comparar os
problemas e discriminar aqueles resultados que devem ser (e os que ndo devem ser)
esperados. O primeiro caso constitui o conjunto de procedimentos chamados de testes
de hipoteses. A pergunta tipica que gera esse conjunto de procedimentos ¢: "Serd que
uma certa propriedade ou conjuntos de resultados obtidos das diferentes curvas de
distribui¢do analisadas podem ser considerados iguais (diferentes)?"”. Como sera visto
nos proximos capitulos, o analista ¢ chamado todo o tempo a opinar sobre essa questdo,
para saber se um processo ou conjunto de resultados permanece constante ou esta
mudando. O segundo caso constitui o conjunto de problemas chamados de
determinacao dos intervalos de confianca. A pergunta tipica que gera esse conjunto
de procedimentos é: "Qual é o conjunto de resultados mais provavel?", ou ainda "Que
resultados podem ser descartados com certo grau de confianga?”. Como veremos nos
capitulos seguintes, respostas para essas questdes permitem racionalizar sobre a
qualidade dos resultados obtidos experimentalmente e sobre o contetido de informacao
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disponivel para analise. Além disso, as respostas dessas perguntas quase sempre geram
procedimentos de projeto e rotinas de decis@o, como visto no Exemplo 2.3.

Para resolver as questdes propostas acima, ¢ necessario amostrar o sistema; isto
¢, tomar medidas representativas do problema estocastico considerada. O objeto
fundamental desse capitulo é discutir como medidas experimentais podem ajudar o
analista a definir as distribuicdes de probabilidade que descrevem as flutuagdes
observadas e, dessa forma, permitir a comparagao de resultados e a tomada de decisdo.

3.1. Definiciao de Intervalo de Confianca

Para que seja possivel tomar decisdes, ¢ preciso decidir que resultados podem
ser considerados normais (ou seja, t€ém grande probabilidade de ocorrer) e que
resultados devem ser considerados anormais (ou seja, que t€ém probabilidade tdo baixa
de ocorrer que podem ser descartados na grande maioria das vezes). Para tanto, define-
se como o intervalo de p% de confianga ao conjunto de resultados que, segundo a curva
de distribui¢cao de probabilidades considerada, concentra p% dos resultados admissiveis.
Portanto, sdo descartados os (100—p%) resultados menos provaveis, sendo (100—p%)/2
desses resultados localizados na extremidade inferior e (100—p%)/2 desses resultados
localizados na extremidade superior. A Figura 3.1 ilustra esse conceito.
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Figura 3.1 - [lustragdo grafica do conceito de intervalo de confianga.

Portanto, se (x;, x,) sdo os limites de confianga com p% de probabilidade de uma
certa variavel x, descrita por uma curva de densidade de probabilidades (x), entdo

Pe(x)= | o (x)dv ==L 3.1)

X

? 1-p 1
Pie(x)= [ plx)de=1-—"F =20 (3.2)

Ymin
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Os exemplos a seguir ilustram o procedimento de analise proposto.

Exemplo 3.1 - Admita que dois catalisadores industriais distintos seguem diferentes
padroes de decaimento de atividade. No primeiro caso, sabe-se que a distribui¢do de
tempo de vida segue a curva exponencial tipica, na forma

ex [_tj
Pl 70

t =
2 (1)=—5
onde ¢ ¢ dado em horas. No segundo caso, sabe-se que a distribui¢do de tempo de vida
segue uma curva gama, na forma

Comparando-se as médias e varidncias das duas distribui¢des, obtém-se no
primeiro caso (Equagdes (2.29-30))

wy =10 e o, =100
e no segundo (Equagdes (2.50-51))
tor =10 € 03, =5

Portanto, vé-se que, embora os dois catalisadores apresentem tempos médios de
vida iguais (10 h), o tempo de vida do segundo catalisador ¢ muito mais uniforme que o
tempo de vida do primeiro catalisador. Dessa maneira, parece muito mais facil decidir
sobre o momento de troca do catalisador no processo industrial no segundo caso que no
primeiro. Para ilustrar esse efeito, no primeiro caso o intervalo de confianca de 95%

(p=095, (1- p)/2=0.025, (1+ p)/2=0.975) para o tempo de vida do catalisador ¢
(0.25,36.89), .

enquanto para o segundo ¢

2

(6.1,14.8)95%
Repare que se o nivel de confianga exigido for maior e igual a 98% (p=0.98,
(1-p)/2=0.01, (1+p)/2=0.99), entdo os intervalos para cada catalisador sdo,
respectivamente:
1 2

(0.10,46.05), e (5.54,15.92).

os quais sdo intervalos de confianca mais largos devido ao aumento no nivel de
confianca exigido. A Figura 3.2 ilustra graficamente as duas distribuicdes de
probabilidade analisadas.



Capitulo 3: O Problema Amostral — Inferéncias e Comparagoes 101

0.10
~ —— Distruibuigio Expon(z; 10)
/ \ — — Distruibui¢do Gama(z; 19, 2)
0.08 | -
=
E 0.06 |
g 0.04
m .
0.02 -
0.00 : :
0 10 20 30 40 50
t
Figura 3.2 - Comparagdo entre as duas distribui¢cdes de tempo de vida dos
catalisadores.

Exemplo 3.2 - Freqiientemente ¢ necessario calcular integrais de curvas de densidade
de probabilidade, para computo de médias, varidncias, intervalos de confianca, etc. Na
maior parte dos problemas, no entanto, solugdes analiticas ndo estdo disponiveis. Temos
portanto que calcular as integrais numericamente.

Muitas técnicas numeéricas foram desenvolvidas para o cdmputo de integrais e
ndo se pretende aqui fazer uma revisdo dessas técnicas. Contudo, uma técnica de
integracio muito simples esta ilustrada na Figura (1.22) e nas Equagdes (1.66-69). E a
chamada técnica do retingulo para integracgéo, definida como

X, — X,

Ax

NR =

que consiste fundamentalmente em aproximar a integral pela soma das areas dos
retangulos que tém base igual a Ax (precisdo da integragdo) e altura igual ao valor da
funcdo no ponto médio do intervalo Ax considerado. Portanto, o calculo das integrais
necessarias para a andlise dos dados ndo deve ser considerada uma dificuldade

intransponivel. Muito pelo contrario, essas integrais podem ser calculadas até com certa
facilidade.



Capitulo 3: O Problema Amostral — Inferéncias e Comparagoes 102

Por exemplo, seja a curva exponencial do Exemplo 3.1, dada por

Pl 70

10

p(1)=

cujo valor médio ¢ conhecido e igual a 10. Numericamente, o valor médio pode ser
obtido na forma

0 100

t
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A Tabela 3.1 ilustra a qualidade dos resultados obtidos para diferentes valores de
At. Observe que a convergéncia dos resultados € bastante rapida, & medida que a
precisdo da integracdo aumenta (A¢ diminui). Um residuo final ¢ observado porque a
integral ¢ computada até o limite maximo de 100, que serve como referéncia para o
limite superior infinito.

Tabela 3.1 - Convergéncia do procedimento de integragdo numérica usado para o
calculo da média da curva Expon(¢; 10).

At 100 10 5 1 0.5 0.1 0.05
NR 1 10 20 100 200 1000 2000
1 3.369 10.377 10.097 9.999 9.996 9.995 9.995

Para fins de tomada de decisdo, todo resultado observado que ndo estiver contido
no intervalo de confianca pode ser considerado anormal (improvavel), de maneira que
ele indica a mudanga de comportamento do sistema estudado ou o aparecimento de um
novo fato, até entdo desconsiderado. Deve ser enfatizado que, ao se definir o intervalo
de confianca com p% de probabilidade, define-se implicitamente que as decisdes
estardo erradas (100-p)% das vezes. Portanto, pode-se dizer que o estabelecimento do
nivel de confianga é equivalente a definicdo da fracdo de vezes que um erro pode ser
tolerado. Por exemplo, ao se dizer que uma variavel aleatoria estd num certo intervalo
95% das vezes, diz-se simultaneamente que ela ndo esta naquele intervalo 5% das vezes
por razdes meramente aleatorias. Portanto, ao se dizer que a observagdo de um valor
fora do intervalo de confianga indica uma mudanga, erra-se 5% das vezes.

Erroneamente costuma-se acreditar que, quanto maior o nivel de confianca
exigido, menor o intervalo de confianga. Preste atengdo que o resultado correto ¢
exatamente o oposto: quanto maior o nivel de confianca exigido, mais largo o intervalo
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de confianca. Isso ocorre porque é necessario incluir maior quantidade de resultados

possiveis, a medida que aumenta o grau de confianca exigido. Isso cria um problema

para o processo de tomada de decisdo muito interessante:

a) Para aumentar a confianga ¢ diminuir o risco de erro no processo de tomada de
decisdo, aumenta-se o nivel de confianca exigido;

b) A medida que se aumenta o nivel de confianga, aumenta-se simultaneamente o
conjunto de resultados possiveis e diminui-se o nimero de resultados considerados
pouco provaveis, tornando o processo de tomada de decisdo sobre o que é possivel e
0 que nao ¢ possivel mais dificil.

Por exemplo, considere os resultados obtidos no Exemplo 3.1 com a distribuigdo
gama. Suponha ainda que foi observada perda de atividade para uma pastilha de
catalisador apos 6 horas de operagdo. Sera que algo mudou no processo? No limite de
95% de confianca (portanto a probabilidade de tomar uma decisdo errada ¢ de 5% ou 1
em 20) ¢ possivel dizer que algo estranho ocorreu, pois o tempo de vida de 6h € pouco
provavel. No entanto, no limite de 98% de confianca (portanto a probabilidade de tomar
uma decisdo errada ¢ de 2% ou 1 em 50) ndo ¢ possivel dizer que ocorreu mudanga no
processo, ja que 6h ¢ um valor provavel. No limite de 100% de confianga, qualquer
valor seria possivel! Veja que fica muito mais dificil detectar falhas quando o nivel de
confianca exigido sobe, embora as decisdes sejam sempre tomadas com mais seguranga.

Pelas razdes discutidas acima, ndo ¢ possivel generalizar nem recomendar de
forma absoluta um nivel 6timo de confianca para determinagdo dos intervalos de
confianga e tomada de decisdo. Cada processo e cada analista definem o intervalo de
confianga adequado para a analise executada. Se uma eventual decisdo equivocada ndo
envolve riscos nem custos muito grandes, pode-se trabalhar com niveis de confianga
mais baixos e aumentar a velocidade do processo de detecgdo de falhas e/ou mudangas
do processo (essa ¢ uma estratégia arrojada). Se uma eventual decisdo equivocada pode
comprometer seriamente a seguranga e/ou a economia do processo, deve-se trabalhar
com niveis de confianca mais altos, sabendo-se que essa estratégia certamente
provocara atrasos no processo de tomada de decisdo (essa ¢ uma estratégia
conservadora). Os niveis tipicos de confianca utilizados para tomadas de decisdo sdo os
niveis de 90%, 95%, 98% e 99%, com utilizagdo muito mais freqiiente dos niveis de
confianca de 95% e 98%.

Exemplo 3.3 - Conforme discutido na secao anterior, a curva normal ¢ muito utilizada
para representacdo de erros de medida. Portanto, ¢ muito conveniente determinar os
limites tipicos de confianca para variaveis que apresentam flutua¢des normalmente
distribuidas.

A Tabela A.1 encaminhada no Apéndice apresenta as probabilidades da curva
normal, parametrizada na forma

Normal(u;O.l), u= XA
O-X

onde u representa a variavel x normalizada. A Tabela A.1 s6 contém as probabilidades
acumuladas de valores positivos de #, uma vez que a curva normal € simétrica e
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P, (u) =1-P, (—u)

Para ler a Tabela A.1, considere a linha 1.0 e a coluna 0.05, onde se encontra o
numero 0.8531. Nesse caso,

P,.(1.05)=0.8531
P, (~1.05)=1-0.8531=0.1469

Usando a Tabela A.1, para obter o intervalo de confianga de 90%, procura-se o
limite inferior onde P4c(u;) = 0.05 e o limite superior onde P4c(uz) = 0.95. Segundo a
Tabela A.1, u, = 1.65 (P4c(1.65) = 0.9505). Pela simetria da curva normal, conclui-se
que u; = -1.65 (P4c(-1.65) = 1 — 09505 =0.0495). Logo, os limites de 90% de confianga
de uma variavel distribuida normalmente sdo

X, =py —1.650, <x<u,+1.650, =x,

Usando a Tabela A.1, para obter o intervalo de confianga de 95%, procura-se o
limite inferior onde Pc(u1) = 0.025 e o limite superior onde P4c(uy) = 0.975. Segundo a
Tabela A.1, u, = 1.96 (P4c(1.96) = 0.9750). Pela simetria da curva normal, conclui-se
que u; = -1.96 (P4c(-1.96) = 1 — 09750 =0.0250). Logo, os limites de 95% de confianga
de uma variavel distribuida normalmente sdo

x, =py,—1960, <x<u,+1.960, =x,

Usando a Tabela A.1, para obter o intervalo de confianga de 98%, procura-se o
limite inferior onde Pyc(u;) = 0.01 e o limite superior onde P4c(uz) = 0.99. Segundo a
Tabela A.1, u = 2.33 (P4c(2.33) = 0.9901). Pela simetria da curva normal, conclui-se
que u; = -2.33 (P4c(-2.33) =1 — 09901 =0.0099). Logo, os limites de 98% de confianga
de uma variavel distribuida normalmente sdo

X =py—2330, <x<pu,+2330, =x,

Usando a Tabela A.1, para obter o intervalo de confianga de 99%, procura-se o
limite inferior onde P4c(u1) = 0.005 e o limite superior onde P4c(uz) = 0.995. Segundo a
Tabela A.1, u, = 2.58 (P4¢(2.58) = 0.9951). Pela simetria da curva normal, conclui-se
que u; = -2.33 (P4c(-2.58) = 1 — 09951 = 0.0049). Logo, os limites de 99% de confianga
de uma variavel distribuida normalmente sdo

X =py—2.580, <x<u,+2580, =x,

Esses limites de confianca serdo muito utilizados para analise de dados ao longo
das secdes e capitulos posteriores.

3.2. O Problema de Amostragem
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Os exemplos da sec¢do anterior mostram que, uma vez conhecida a distribuicdo
de probabilidades que governa um certo problema estocastico, muitas informagdes tteis
e procedimentos de tomada de decisdo podem ser construidos. No entanto, a situacdo
real ¢ muito distinta da situagdo considerada até aqui, pois quase nunca é possivel saber
a priori qual ¢ a distribuicdo de probabilidades que governa um fenomeno. Pior ainda,
mesmo quando a forma da fungdo de distribui¢do é conhecida, ainda assim os
parametros que caracterizam a distribui¢do de probabilidades em geral n3o sdo
conhecidos. Para medir grandezas fisicas, como a temperatura, ¢ possivel construir
equipamentos de medicdo, como um termdmetro. Infelizmente, ndo ha equipamentos
que possam ser conectados aos problemas fisicos para determinar as curvas de
distribuicdo de probabilidades dos diferentes problemas. Como proceder entdo? A
resposta ¢: EXPERIMENTANDO!!!

A Equacgdo (1.4), reproduzida abaixo, utilizada para definir a probabilidade de
um evento em um problema discreto, mostra que é possivel construir um histograma de
probabilidades em um problema discreto a partir da repeticdo do experimento um
numero suficientemente grande de vezes. Mas o que ¢ um numero suficientemente
grande de vezes?

_lim| _fi |_ lim [Lj (1.4)

Exemplo 3.4 - Uma moeda ¢ jogada para o alto varias vezes e a fracdo de vezes em que
se obtém o resultado Cara ¢ langada no grafico da Figura 3.3.
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Figura 3.3 - Fracdo de vezes em que se obtém o resultado Cara no experimento da
moeda para varias simulagdes diferentes
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Os experimentos foram realizados no computador, usando-se a seguinte funcao
para geragdo de numeros aleatorios com distribui¢do uniforme

X, =11X, —Trunc(11X,)

com sementes X1=0.40634930 e X,=0.75832446. A seguinte regra foi usada para decidir

sobre o resultado da simulacdo: X; < 0.5 é Coroa ¢ X; > 0.5 é Cara. Podem ser
observados grandes desvios do valor nominal, mesmo quando o numero de
experimentos € bastante grande. Portanto, o infinito pode estar realmente longe!!!! Isso
indica de forma clara uma vez mais que nao ¢ realista acreditar que as distribui¢des de
probabilidade possam ser construidas unicamente da medida de dados experimentais, ja
que um numero de repeti¢des extremamente elevado pode ser necessario.

Exemplo 3.5 - Uma forma conveniente de gerar curvas de probabilidade acumulada em
problemas continuos a partir da experimentagdo ¢ admitir uma vez mais a validade da
regra de integracdo por retangulos. Nesse caso, admitindo-se que varios valores foram
medidos e foram organizados de forma crescente

X, <X, <X,.<X, <X,

pode-se admitir que cada um desses valores limita um intervalo de igual probabilidade,
dado que foram esses os intervalos amostrados pela repeticdo do experimento. Repare
que essa argumentagdo ¢ extremamente questionavel, dado que a repeticdo do
procedimento de medida, de forma geral, ndo resultard na mesma seqiiéncia de valores.
No entanto, se essa argumentacao ¢ aceita, entdo

i
PAC(X"):NH

onde o denominador (N+1) designa o niimero de intervalos continuos definidos pelos N
pontos amostrados. Se a mesma fungdo de geracdo de numeros aleatorios definida no
Exemplo 3.4 e as mesmas sementes sdo usadas para gerar os pontos experimentais,
obtém-se os resultados apresentados na Figura 3.4. Deve ser observado como as curvas
de densidade acumulada sdo diferentes nos diferentes procedimentos de amostragem,
mesmo quando 40 pontos experimentais distintos sdo amostrados. Isso indica uma vez
mais que nao ¢ realista acreditar que as distribuicdes de probabilidade possam ser
construidas unicamente da medida de dados experimentais, ja4 que um numero de
repeti¢des extremamente elevado pode ser necessario.
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Figura 3.4 - Probabilidade acumulada de pontos gerados pelo gerador de pontos
pseudo-aleatorios no Exemplo 3.3, admitindo-se que os intervalos sdo igualmente
provaveis.

Portanto, verifica-se uma vez mais que o infinito pode estar realmente longe!!!!

Os Exemplos 3.4 ¢ 3.5 mostram que, mesmo em problemas muito simples, o
numero de repeticdes experimentais necessarias para se construir um histograma ou
uma curva de densidade de probabilidades com precisdo pode ser muito grande. Na
maior parte dos problemas de interesse da engenharia e das ciéncias basicas, ndo ¢
possivel realizar tantos experimentos por causa do tempo e do custo necessario para a
experimentacdo. Dessa forma, o analista tem que conviver com muitas incertezas a
respeito da distribuicdo real de probabilidades que pode ser associada a um problema
fisico. Por isso, muito freqiientemente hipoteses sdo formuladas a respeito de como as
curvas de distribui¢do de probabilidade regulam a flutuagdo de grandezas fisicas reais,
como mostrado no Capitulo 2. Conseqiientemente, dificuldades adicionais podem
aparecer durante o processo de tomada de decisdo, ja que algumas medidas flutuam
aleatoriamente, ja que ndo se conhece com suficiente precisdo a curva de distribui¢do de
probabilidades que governa o problema e uma vez que as hipoteses formuladas ndo sdo
necessariamente verdadeiras.

Nesse contexto, o uso de modelos de distribuigdo de probabilidades, como
aqueles apresentados no Capitulo 2, ¢ bastante conveniente, pois reduz a busca da
distribuicdo de probabilidades a busca de uns poucos pardmetros que sdo necessarios
para descrevé-los. Infelizmente, no entanto, na grande maioria das vezes os modelos sdo
escolhidos sem grande fundamentagdo tedrica ou experimental e muito pouca atengdo
tem sido dada na literatura técnica as conseqii€ncias praticas que podem resultar de uma
escolha mal feita do modelo de distribui¢do de probabilidades. Por isso, ha que se ter
cuidado na hora de escolher o modelo mais adequado para descrever as flutuagdes
observadas. (Testes de aderéncia serdo formulados nesse e nos proximos capitulos para
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ratificar ou ndo o modelo de distribuicdo de probabilidades utilizado para descrever os
fenomenos fisicos. Como veremos, essa escolha ¢ fundamental para a correta
formulagdo dos problemas de estima¢do de parametros e planejamento experimental.)

3.1.1. Médias e Varidncias Amostrais

Como mostrado no Capitulo 2, na maior parte dos modelos analiticos de
distribuicdes de probabilidades € possivel fazer uma associacdo direta entre os
pardmetros do modelo e os valores da média e da variancia. Como esses valores sdo
extremamente importantes para caracterizar em torno de que valores e de quanto
flutuam os dados experimentais, parece claro que o problema fundamental de ajuste da
maior parte dos modelos probabilisticos, e em particular da curva normal, ¢ a
determinagdo da média e da varidncia a partir dos dados experimentais amostrados.

Portanto, admitamos a principio que um certo conjunto de valores amostrais xi, xp, ...,
xy foi obtido a partir da repeticdo de um certo experimento aleatoério. A questio
fundamental entdo é: como obter uy e o a partir desse conjunto de dados amostrados?

De acordo com as Equagoes (1.7) e (1.71), reproduzidas abaixo, o valor médio
pode ser obtido a partir do histograma ou da densidade de probabilidades como:

NR
My :Zpixi (1.7)
i=1
Uy = j xgo(x)dx (1.71)

No entanto, de acordo com a discussdo dos paragrafos anteriores, ndo se
conhecem as distribui¢des reais de probabilidade do problema, mas apenas um conjunto
de dados amostrados. Como conciliar entdo a realidade e os objetivos pretendidos? Para
isso, formulemos a seguinte hipotese:

Hipotese Fundamental 1.1 - A Hipéotese do Experimento Bem Feito

Admita que cada valor experimental pode ser obtido de forma semelhante, seguindo
procedimentos idénticos de experimentagdo e sem vicios na execuc¢ao dos experimentos.
Assim, admita que as flutuagdes observadas encerram a realidade da natureza
experimental do problema e ndo sdo influenciadas por erros ou vicios cometidos pelo
analista. Nesse caso, cada dado representa igualmente a grandeza experimental
desconhecida, em torno da qual as observagdes experimentais flutuam. Portanto, cada
observagdo experimental pode ser considerada igualmente provavel e a cada uma das

observagdes x1, X2, ..., xy pode ser associada a mesma probabilidade p, =1/N de que
este seja o melhor valor para representar a medida fisica real.

Se a hipdtese do experimento bem feito ¢ aceita, entdo, por analogia direta com a
Equagéo (1.7), é possivel escrever:
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_ N N 1 ;xi
X:Zpixi :Z(ﬁjxi :T (3-3)

onde X éa chamada média amostral do conjunto de dados. Antes que se seja tentado

a confundir X com uy, € conveniente perceber os resultados apresentados no exemplo
abaixo.

Exemplo 3.6 - Nas Tabelas 3.2 e 3.3 apresentam-se as médias amostrais calculadas para
os problemas analisados nos Exemplos 3.4 e 3.5.

Tabela 3.2 - Médias amostrais obtidas no Exemplo 3.4.

N 10 20 40 80 160 o0

Semente | 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 -

X 0.50010.4000.600 | 0.450 | 0.500| 0.42510.538 {0.438|0.513 | 0.506 | 0.500

Tabela 3.3 - Médias amostrais obtidas no Exemplo 3.5.

N 10 20 40 80 160 )

Semente 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 -

X 0.51810.483|0.559(0.422|0.512|0.488|0.547(0.516|0.521 | 0.513 | 0.500

Observe que a média amostral flutua de experimento para experimento em torno
da média verdadeira, igual a 0.500 em ambos os casos. A média amostral, portanto, ndo
deve ser confundida com a média real da distribui¢do de probabilidades amostrada, que
o analista a principio desconhece.

O Exemplo 3.6 mostra claramente que a média amostral X flutua e, por isso,
nao deve ser confundida com a média verdadeira uy da distribui¢do. (Se houver davidas
a esse respeito, lembre que o valor médio do experimento dos dados ¢ 3.5, como
mostrado no Exemplo 1.4. No entanto, parece perfeitamente normal jogar o dado trés

vezes e obter o numero 1 trés vezes seguidas, resultando na média amostral X =1.)
Mais ainda, se a média amostral flutua de experimento para experimento (nesse caso o
experimento consiste em tomar amostras de tamanho N), ela ¢ também uma variavel
aleatéria, assim como os dados amostrados x;. Portanto, a média amostral X deve ser
encarada como uma variavel aleatéria que flutua em torno de certo valor médio e com
certa variancia, que devem a principio ser caracterizados, assim como a distribui¢do de
probabilidades que descreve as flutuagdes de X . Mas certamente a conseqiiéncia mais
importante dessa discussdo é que ndo devemos ter esperangas de obter o valor real da
média gy, a ndo ser que tenhamos a distribuicdo real de probabilidades do problema, o
que, segundo a discussdo apresentada na se¢do anterior, de maneira geral ndo ¢ possivel.
Dessa forma, se tivermos que obter informagdes sobre o problema a partir da
experimentacdo (amostrando), nunca saberemos qual é o valor verdadeiro da média

Hx.

Embora a discuss@o anterior parega um pouco frustrante, ela coloca a
perspectiva verdadeira que o experimentador deve ter em relacdo aos dados obtidos a
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partir da observagdo experimental. Nao apenas os dados flutuam, em funcdo dos
diversos erros experimentais apresentados nas se¢des iniciais, como também os valores
obtidos a partir da manipulagdo desses dados, como a média amostral, também flutuam.
Dessa forma, o experimentador tem que aprender a conviver com essas incertezas ¢ a
caracterizar as flutuagdes com que convive. Em particular, para o procedimento de
calculo da média amostral é possivel escrever as seguintes propriedades.

Propriedade 3.1 - Se os experimentos x;, i=1...N, sdo todos realizados em condi¢des

idénticas e flutuam em torno da média verdadeira gy, a média amostral X também
flutua em torno do valor médio verdadeiro .

== =y (3.4)

Repare que a Propriedade 3.1 (Equagdo (3.4)) dad o alento de garantir que,
embora o valor da média amostral ndo possa ser confundido com o valor da média real,
na média o valor da média amostral ¢ igual ao valor da média real. (Observe como a
propriedade de linearidade da média foi util para escrever a Equacdo (3.4).) Isso
significa que, se o experimento usado para obtencdo da média amostral for repetido
infinitas vezes, na média o experimento resultara na obtengdo da média real. No entanto,
na pratica o experimento serd realizado UMA UNICA VEZ, para uma amostra de
tamanho N. Por isso, a Propriedade 3.1 ndo garante a obtencdo do valor médio
verdadeiro para um conjunto finito de experimentos, mas garante a consisténcia do
procedimento experimental usado. Podemos ao menos garantir que a média amostral

flutua em torno do valor médio verdadeiro. No entanto, como ambos x; ¢ X flutuam ao

redor da mesma média verdadeira s, qual seria entdo a utilidade de se calcular a média
amostral? A Propriedade 3.2 responde a essa pergunta.

Propriedade 3.2 - Se as medidas experimentais x;, i=1,...,V, sdo medidas independentes

(o3 , =0, i# j) realizadas em condigdes idénticas e flutuam todas em torno da
i

mesma média verdadeira sy com variéncia o}, entio a média amostral X flutua em

torno do valor médio verdadeiro zy com variancia igual a a% =c2/N.
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N 2 N 2
_ _ 5 in in_NluX
Var{X}:E{(X—,uX)}:E By | (=Ey| | =

{[Zx Nty }:NLE{&@ —ux)j2}= (3.5)

1 N N 1 N N
VE{;; o) = BB )5 )|
1 N N N 2 2
POMIGHES DRSS
i=1 j= i=

A Propriedade 3.2 (Equagdo (3.5)) é extremamente importante porque ela mostra
de forma inequivoca que a variancia da média amostral ¢ inversamente proporcional ao
tamanho da amostra considerada. Logo, quanto maior o tamanho N da amostra a partir
da qual foi obtido o valor da média amostral, menor o nivel de incerteza desse valor.
Assim, a grande utilidade do célculo do valor amostral médio ¢ a redug¢@o do contetido

de incerteza sobre o valor da média real uy. (Observe que o Exemplo 2.13 ilustra bem
esse efeito de redugdo da incerteza com o aumento de N.) E possivel inclusive planejar o
tamanho da amostra para que se tenha um nivel especificado de flutuagdo no valor da
meédia amostral, se uma avaliacdo da varidncia experimental de uma tnica medida ¢
conhecida. No entanto, o contetdo de incerteza so vai para zero no limite em que N vai
a infinito, o que é impossivel do ponto de vista pratico. Dessa forma, sempre havera

algum conteudo de incerteza sobre o valor real de zz.

Exemplo 3.7 - Suponha que a cada medida x;, i=1....,N, de uma mesma populacao ¢
associado o peso w;, i=1,...,N. Suponha ainda que

. N
XZZW,-X,-
i=1
O<w, <1

Nesse caso, a Propriedade 3.1 pode ser escrita na forma:

_ N N N N
E{X} :E{zwz’xi} = ZWiE{xi} = ZWi,uX = IUXZWI' = Hy
i1 i=1 i1 i=1

enquanto a Propriedade 3.2 pode ser escrita como
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Var{}}:E{(}_,,X)Z}:E{@m_ﬂsz}:E{@w,.(x,.—yx)jz}:
E{iﬁw"wf(xf ~ ) (% _ﬂX)}:ﬁﬁWinE{(xj — ) (x _ﬂx)} =

i=1 j=

N N N N

2 _ 2 2 _ 2 2 2
22 WWOY =D WOy =03 W <oy
4 — ,

i=1

de maneira que qualquer média ponderada dos dados amostrados flutua em torno do

valor médio gy com variancia inferior a dos dados amostrados. Isso mostra que ha um
certo grau de arbitrariedade na definicdo da média amostral da Equagdo (3.3), ja que
qualquer média ponderada dos ntimeros amostrados também satisfaz as Propriedades
3.1 e 3.2 definidas anteriormente. Por isso, retornaremos a esse problema no Capitulo 4,
para aumentar um pouco mais a significagdo tedrica da Equagdo (3.3).

A mesma discussdo apresentada para a média amostral pode ser agora estendida
para a medida amostral da variancia. Nesse caso, as Equagdes (1.36) e (1.72),
reproduzidas abaixo

NR

o =Var{x}:E{(xl.—,uX)z}:zpi(}ci—yx)2 (1.36)

i=1

Cry = J (x—,uX)zgo(x)dx (1.72)

min

e a hipotese do experimento bem feito sugerem a seguinte definicdo para a varidncia
amostral, s

N (o %)

£ =Y p(x-x) = i(%j(x -x) = (3.6)

i=1 i=1

N
=1

No entanto, antes que a Equacdo (3.6) seja aceita como medida adequada da
variancia amostral (o que de fato ela ndo €, como sera mostrado ao longo desta secao), ¢
conveniente observar o Exemplo 3.8.

Exemplo 3.8 - Nas Tabelas 3.4 e 3.5 apresentam-se as varidncias amostrais calculadas a
partir da Equacdo (3.6) para os problemas analisados nos Exemplos 3.4 e 3.5.

Tabela 3.4 - Variancias amostrais obtidas no Exemplo 3.4.

N 10 20 40 80 160 )

Semente 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 -

2 0.25010.24010.240{0.248 | 0.250 | 0.244 | 0.249 | 0.246 | 0.249 | 0.250 | 0.250
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Tabela 3.5 - Variancias amostrais obtidas no Exemplo 3.5.

N 10 20 40 80 160 o0

Semente | 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 -

sy 0.13710.094|0.107 | 0.084 {0.098|0.078 | 0.083 | 0.082 | 0.083 | 0.083 | 0.083

Observe que a variancia amostral flutua de experimento para experimento em
torno de valores proximos das variancias verdadeiras, iguais a 0.250 no primeiro caso ¢
0.083 no segundo caso. A variancia amostral, portanto, ndo deve ser confundida com a
variancia real da distribuicdo de probabilidades amostrada, que o analista a principio
desconhece.

Assim como no caso da média amostral, o Exemplo 3.8 mostra claramente que a
variancia amostral sf( flutua e, por isso, ndo deve ser confundida com a variancia

verdadeira o da distribuicio. Mais ainda, se a varidncia amostral flutua de

experimento para experimento (nesse caso 0 experimento consiste em tomar amostras
de tamanho N), ela ¢ também uma variavel aleatoria, assim como os dados amostrados
x;. Portanto, a varidncia amostral também deve ser encarada como uma variavel
aleatoria que flutua em torno de certo valor médio e com certa variancia, que devem a
principio ser caracterizados, assim como a distribuicdo de probabilidades que descreve

as flutuagdes de s3 . Como no caso da média amostral, nio devemos ter esperangas de
obter o valor real da varidncia o}, a nio ser que tenhamos a distribuigdo real de

probabilidades do problema, o que de maneira geral ndo ¢ possivel, como ja discutido.
Dessa forma, se tivermos que obter informagdes sobre o problema a partir da
experimentac¢do (amostrando), nunca saberemos qual é o valor verdadeiro da variancia

o . No entanto, como no caso anterior € mostrado a seguir, é possivel escrever um
conjunto de propriedades bastante uteis para a variancia amostral.

Propriedade 3.3 - Se os experimentos x;, i=1...N, sdo realizados de forma independente

em condicdes idénticas e flutuam em torno da média verdadeira gy com variancia (7)2( ,a

Equacdo (3.6) NAO fornece uma avaliagdo consistente da variancia amostral, sendo
necessario reescrever a Equacao (3.6) na forma:

ﬁ(x,._}f
si=disl (3.7)
N-1

A variancia amostral definida pela Equagdo (3.7) flutua em torno do valor real da
variancia o .

Para mostrar a Propriedade 3.3, é conveniente primeiramente abrir a Equagao
(3.7) em termos dos desvios em relagdo a média verdadeira, em geral desconhecida.
Assim,
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b N N N’
N N 2
Z(N(xz_ﬂX)_Z(xl_ﬂX)J
i=1 j=1
N3 J —
N N N 2
5 s =2 o= ) B )+ S )|
i=1 Jj=1 j=1
N3’ ' - (3.8)
i 2
Z(xi_/uX) 7 NN ] XX
= N _lezf(x,_ﬂx)(xj ﬂx)*'ﬁzl‘,zl,;(xj_ﬂx)( /ux)
=l j= i=l j=1 k=
N
;(xi_lu)()2 1 &&
= N _F;;(xi_ﬂ)()(xj_ﬂx)
Agora, o valor médio da Equacao (3.8) pode ser calculado como
S E{(x -1, )]
E Xi— Hy N N
= 1
E{sif=" 7 2 B (v ) (v~ )|
N Na (3.9)

SR Noy 1 No2 No* (N-1
- N2 IZ::jZZI:O-)Z(i,Xj = NX _F;O')Z(l = NX _ NZX :( N )0_)2(

Repare que a Equacéo (3.9) mostra que, na média, a Equagéo (3.6) leva um valor
de variancia amostral menor que o valor da variancia real do problema. Esse ¢ um
defeito inaceitavel do procedimento de inferéncia do valor real da varidncia. Para
corrigir o resultado, no entanto, o procedimento a seguir ¢ muito facil: basta
multiplicarmos o resultado obtido por N e dividirmos o resultado por (N-1), o que
resulta na Equac¢do (3.7) e na Propriedade 3.3. Diz-se, portanto, que a variancia amostral
definida na Equacdo (3.7) ¢ uma avaliacdo consistente da variancia real do problema.
Deve ficar bem claro que a necessidade de apresentar o valor (N-1) no denominador da
Equagcio (3.7) nada tem de arbitrario - muito pelo contrario. E exatamente essa corre¢io
que permite obter, na média, uma inferéncia consistente da variancia real do problema a
partir dos dados amostrados. O valor (N-1) ¢ chamado de nimero de graus de
liberdade do problema, representado usualmente por v. Como no caso da média
amostral, o fato da Equacdo (3.7) fornecer uma medida consistente da varidncia ndo
significa que a varidncia amostral obtida em um problema particular ¢ igual a variancia
verdadeira e desconhecida do problema. Para que isso fosse verdade, seria necessario
obter a média a partir de infinitas repeti¢des do problema fisico investigado, o que ndo ¢é
possivel. Portanto, nunca saberemos de fato qual ¢ o valor real da varidncia do problema
a partir de dados amostrados. No entanto, a Equacdo (3.9) oferece ao menos o consolo
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de que o valor obtido para a varidncia amostral a partir da Equacao (3.7) flutua ao redor
do valor verdadeiro da variancia.

Propriedade 3.4 - Se os experimentos x;, i=1...N, sdo realizados de forma independente

em condi¢des idénticas e flutuam em torno da média verdadeira yx com variancia 0')2( ,

entdo a variancia amostral descrita pela Equagdo (3.7) flutua em torno de o) com
variancia igual a:

Var{sﬁ(}:E{(sﬁ(—of()z}:%{1+Z—;(l€;—3)} (3.10)

onde ky ¢ a kurtose, definida na Equagdo (1.57).

A Equacdo (3.10) pode ser mostrada com facilidade substituindo-se a Equagao
(3.8) no lado esquerdo da Equagdo (3.10) e efetuando-se as operagdes necessarias. Essa
demonstragcdo fica deixada como exercicio para o leitor interessado por causa do
excessivo numero de manipulacdes algébricas necessarias. Contudo, a Equagdo (3.10) ¢
muito importante porque ela indica de forma inequivoca que o nivel de flutuagdo da
variancia amostral cai continuamente, & medida que aumenta o tamanho do conjunto de
dados amostrados, convergindo para zero quando N vai a infinito. Dessa maneira,
quanto maior o tamanho do conjunto amostral, maior a precisdo com que se obtém o
valor da variancia amostral. Para o caso muito especifico em que os dados amostrados
seguem uma distribuigdo normal, entio ky =3 (Esse é um resultado cldssico para a
curva normal. Lembre-se que a curva normal é uma curva bi-paramétrica, de maneira
que, fixados média e varidncia, todos os demais momentos da curva de distribui¢do
ficam também automaticamente fixados.) e a Equagdo (3.11) ganha a forma mais
simples

Var{si}zE{(sf(—a;)z}:]zvo-_j‘l (3.11)

Observe que as Equagdes (3.7) e (3.10-11) mostram que ¢ impossivel fazer
qualquer inferéncia sobre a variancia real de um problema se apenas um dado ¢ medido
(N-1 = v=0). Esse resultado ¢ obviamente pertinente, pois ndo ¢ possivel ter mesmo
qualquer nogdo de espalhamento dos dados se apenas um dado experimental esta
disponivel.

A Equacgdo (3.7) pode ser entdo utilizada automaticamente para descrever o
desvio padrao amostral,

Sy =Sy (3.12)

a covariancia amostral,

> (5 -X)(3-7)
5%, ==L (3.13)
N-1
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e o coeficiente de correlacio amostral,

2
= (3.14)
SXSY

Tyy

De forma similar a mostrada nos casos anteriores, as Equagdes (3.12-14)
definem formas consistentes de avaliar as grandezas de interesse para a andlise a partir
de dados amostrados. Também de forma similar, essas grandezas amostrais devem ser
encaradas como varidveis estocasticas, sujeitas a flutuagdes que convergem para zero
quando o tamanho do conjunto de dados amostrados vai para infinito.

Exemplo 3.9 - A covariancia amostral, definida pela Equagao (3.13), pode ser colocada
na forma

i[N(x,- _:UX)_i(xj —NX)HN(% —ﬂy)—i(yj —uy)}

i=1 Jj=1 J=1

S = N (N -1)

AME

ﬁ[N(x,-—ﬂX ﬁ(x —ux)}{ V= Hy)- (y,-—uy)}

i=1 j=1 J

S = N*(N-1)
N

VR (s )mm)  NES () m)

i=1 -2 i=l j +

Aplicando o operador de média e admitindo que as medidas x; e y; obtidas de um
mesmo experimento podem estar correlacionadas entre si, mas ndo com medidas de
experimentos distintos, entdo

2 NziE{(xi—,uX) } Nﬁﬁ:E{ X~ Hy ( ,;—,Uy)}
E{Sxy}: = Nz(N—l) - NZ(N—l) -

N N
N'Yow NXow
i=1

i=1 2

N (N-1) NP(N-1)
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que mostra que a Equacdo (3.13) de fato permite uma inferéncia consistente da
covariancia entre dois conjuntos de dados.

3.3. Distribuicoes e Intervalos de Confianca de Grandezas Amostrais

Como as grandezas amostrais devem ser encaradas como variaveis aleatorias e
sujeitas a flutuacdes, cuja variancia depende do tamanho N do conjunto amostrado,
torna-se pertinente perguntar sobre a forma da curva de distribui¢do que governa as
flutuacdes das grandezas amostrais. De maneira geral, essa pergunta pode ser
respondida através do procedimento ilustrado abaixo para uma funcdo genérica dos
pontos amostrais.

Seja uma fungdo genérica dos pontos amostrais definida como fxy,...,xy).
Suponha que € possivel explicitar a dependéncia inversa do valor de xy, para que o valor
de f{x,....xy) atinja um valor especificado f; na forma xy = g(xi,...,xy-1,f;). Entdo a
seguinte igualdade pode ser escrita

5 g(xl"“’XN—l’fZ)
Jsgf(f)df: jgo(xl)... j go(fol) J go(xN)de dxy ,..dx, (3.15)
fi x Xy g(xl’“"xN—l’fl)

onde sdo feitas (N-1) integracdes sobre as (N-1) variaveis que podem flutuar
independentemente para gerar os valores especificados da funcdo f e uma integracdo

sobre o valor de xy, que especifica de fato os valores desejados de f. Se f; é o valor

minimo admissivel para a fungdo f{xi,...,xy), entdo a Equacdo (3.15) pode ser rescrita
como

g(5g ety S3)
P, (fz) = JSO(xl ) J SO(XAH) J SO(XN)de dxy_y...dx, (3.16)

Xy_p g(xl""’XN—l’fl)
cuja derivagio gera a curva de densidade de probabilidades @, de f(xi,....xy).

Para ilustrar de forma mais clara o uso das Equacdes (3.15-16), suponha que se
deseja conhecer a fun¢do densidade de probabilidades da média entre dois pontos,
obtidos segundo uma distribuicdo de probabilidades arbitraria (x). Nesse caso, deseja-
se conhecer a fungdo distribuicdo de probabilidades da seguinte transformacao

f(xlaxz):)_(: & 42‘362

que resulta na transformagdo inversa
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g(xl,)_() =x,= 2)_(—x1

Obviamente, o valor minimo de X ¢ o valor minimo de x;, de maneira que

Fmax 2X-x
PAC()_(): J So(x1) Jl So(xz)dxz dx,
Ymin 2 X i

Procedimentos semelhantes podem ser gerados para as demais variaveis
amostrais. Dessa forma, o importante ¢ perceber que a densidade de probabilidades de
uma grandeza calculada a partir de variaveis aleatorias (e, portanto, essa grandeza
também ¢ a principio uma variavel aleatoria) pode ser obtida a partir de procedimentos
matematicos bem definidos. Isso ndo significa dizer que solugdes analiticas estdo
sempre disponiveis, dado que as transformagdes matematicas sdo complexas ¢ muitas
vezes intratdveis analiticamente.

Exemplo 3.10 - Para a distribuicdo uniforme no intervalo (0,1), mostram-se a seguir as
funcdes de densidade de probabilidade para a média e a varidncia amostrais obtidas a
partir de dois pontos. Para a média amostral

1 2X—x1

Pe(x)=] ! dx, |dx,

0

E preciso lembrar que a distribui¢do uniforme é igual a zero fora do intervalo
(0,1), de maneira que as seguintes relagdes de desigualdade precisam ser satisfeitas:

0<x <1,
0<2X -x <1

ou
0<x <1,

2X-1<x <2X
Mas so € possivel satisfazer ambas as desigualdades se

0O<x <2X seX<05
2X-1<x, <1 seX>05

Portanto, para o caso da média amostral, resulta que
20X | 24y 2X

PAC()_():j J dx, dxlzj[Z)_(—xl]dx1=2)_(2 se X <0.5
0

0 0
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2X-1 2X—x

o 1 1
PAC(X)Z I dez}dxl+2ll 2[ dx, |dx, =

0

se X>0.5

1

2

1 1
di+ [ [2X—x |dy =4X-2X -1
2X-1
€ portanto

go()_() =4X seX<05

go()_():4—4)_( se X >0.5

que ¢ a distribuicdo triangular do Exemplo 1.13. Logo, a distribui¢do triangular do
Exemplo 1.13 pode ser interpretada como a distribuicdio da média de dois pontos
obtidos a partir da distribuicdo uniforme. Observe que a distribuicdo triangular
concentra os valores da média amostral ao redor de 0.5 mesmo quando as medidas
isoladas estdo uniformemente distribuidas no intervalo [0,1], como descrito pela
Propriedade 3.2.

No caso da varidncia amostral, ¢ conveniente ver primeiramente que o valor
minimo admissivel para a varidvel é igual a zero, obtido quando os dois pontos
amostrados sdo iguais. Além disso,

2{XIWJT{%(’“;’%JT[’“;“ZH’%’“T2[%7}2

S
¥ 1 1

de tal maneira que, para qualquer valor especificado de s; , valores menores que esses
sdo encontrados no intervalo

X, =255 <X, <X, +4[25%
Dessa forma, a Equacao (3.16) pode ser escrita como

1] 2s§(

PAC(S)z():j J dx, |dx, , s3 <0.5

0 X 2s§(
Como no problema anterior, € necessario garantir que
0<x <1,
X, —+/25% >0
1 X 4

X, +4/25% <1

ou
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0<x <1,
2
X, >A(28y ,

x, <1—4/2s7%
que s6 podem ser satisfeitas se

257 <x, <1—4/2s% , 57 <0.5

Para que a desigualdade acima seja satisfeita, € necessario que

253 <1—4/2s% , 53 <0.125

Portanto
2?3( x+ 2s§( 1- 2s§( X+ 2v§(
2\ _
P, (SX)— J. J dx, |dx, + J. J. dx, |dx, +
0 0 253( x - 25§(

K K 2s
PAC(S)Z()Z J J dx, |dx, + J.X [ldxz}dxl+
0 0 25%{ 0

,0.125<52 <0.5

resultando em

&c(s)i):z(\/g—si) , 0<% <0.5

€ portanto

go(si):z{\/zl?—l} 0<s2 <05
X

que mostra que as variancias amostrais pequenas sao mais provavelmente obtidas que as
variancias amostrais grandes. A curva de densidade ¢ inclusive singular no ponto s3 =0.
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O Exemplo 3.10 mostra que, mesmo em problemas supostamente muito simples,
a obtencao formal das curvas de distribuicao que descrevem as flutuagdes de grandezas
amostrais pode ser muito complexa. Isso se deve ao fato de que multiplas combinagdes
de resultados podem levar aos mesmos valores amostrais. Por isso, optamos nesse texto
em apresentar os resultados classicos da literatura, sem mostrar os procedimentos que
tornam possivel a obtengdo dessas solucdes. O leitor interessado pode consultar a
literatura adicional apensada ao final do capitulo para informac¢des matematicas mais
detalhadas a esse respeito.

E interessante observar, no entanto, que o computador pode auxiliar bastante a
tarefa numérica de gerar as curvas de distribuicdo de probabilidades, uma vez fixadas a
distribuicdo de probabilidades da variavel amostrada ¢ o tamanho N do conjunto de
dados, como mostrado no Exemplo 2.13. Para tanto, pode-se utilizar o procedimento
numérico descrito a seguir. O procedimento, normalmente chamado de Procedimento
de Monte Carlo, consiste em gerar muitos numeros aleatorios (ND ntimeros, com ND
da ordem de milhares) que seguem a distribuicdo de probabilidades estudada e computar
as grandezas amostrais a partir de conjuntos contendo N desses dados. Dessa forma,
muitos valores sdo obtidos para as grandezas amostrais a partir de N dados que seguem
a distribuicao considerada. Obtém-se assim uma amostra fidedigna da distribuicdo das
grandezas amostrais. As curvas de probabilidade acumulada podem entdo ser obtidas,
como mostrado nos Exemplos 2.13 e 3.5. Esse tipo de procedimento numérico pode ser
executado com facilidade em computadores pessoais para quaisquer distribuicdes de
probabilidades e para qualquer tamanho amostral considerado, como ilustrado a seguir
no Exemplo 3.11.

Algoritmo 3.1 - Geragdo de curvas de distribui¢do de grandezas amostrais.

Fixados N, tamanho da amostra, e ND, numero de dados amostrais

1- Gerar N dados com distribuigdo uniforme (ver Secgdo 2.4);

2- Transformar os N dados para a distribui¢do desejada (ver Equacdes 2.24-25);

3- Calcular a grandeza amostral desejada (ver Secdes 3.1-3.3);

4- Repetir o procedimento até que sejam gerados ND valores amostrais;

5- Construir o histograma (ver Exemplo 2.13) ou a curva de probabilidades
acumuladas (ver Exemplo 3.5) e, a partir delas, obter as curvas de densidade de
probabilidade.

Exemplo 3.11 - Para o computo das médias e variancias amostrais a partir de dois
pontos aleatorios distribuidos uniformemente no intervalo (0,1), como mostrado no
Exemplo 3.10, ¢ possivel calcular os intervalos de confianca na forma:

Confiang¢a de 95%:

P (X1)=2X1=0025 = Xi=0.1119

P (X2)=4X2-2X2=0975 = X1=038881
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PAC(s;):z(st;—sfﬂ):o.ozs = 52, =7.91x10"

P (s3,) 2(1/2s§(2 —5)2(2) ~0.975 = s2,=0.354

O Algoritmo 3.1 ¢é usado nesse exemplo para gerar a distribuicdo desejada
numericamente. A fung¢do de distribuicio uniforme foi gerada usando-se o
procedimento

X, =11X, —Trunc(11X,)

com semente X;=0.75832446 (ver Se¢do 2.4). Fez-se ND igual a 2000 ¢ N=2. Os
resultados obtidos e ordenados em ordem crescente sdo apresentados nas Figuras 3.5 e
3.6. Os limites apresentados separam os menores 2.5% (50 menores valores) e os
maiores 2.5% (50 maiores valores) valores calculados, de maneira que entre eles
encontram-se 95% dos valores obtidos.

0100 1.000
y & @D o
=] -]
2 2 _«f&& d
= 0075 = 0975
; ; /
- -1
= 0050 | = 0950 |
il il z
& 2 0925 FJ
e Z
o @
0000 L—eo 0 ET - - 0,900 - - -
.00 005 010 015 0.20 .50 0.85 0,90 0,95 L0
Media Amostral Media Amostral
0100 1.000 g
P
- @.gf = o o &
= Ho = &f&“@
= @wo@f ! = 9§97 —*
g o oo% £ pra
= & = &
= 0.050 | & o = 0,950 of
2 0025 / 2 0925t
i ff"’ i
0,000 - - - ! 0,900 - - -
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Figura 3.5 - Limites de confianca da média e variancia amostrais obtidos
numericamente.

Vé-se que os resultados podem ser considerados muito bons, se comparados aos
valores calculados de forma exata. Os limites de confianca obtidos para a média
amostral sdo aproximadamente iguais a 0.11 e 0.88, enquanto os limites de confianga
obtidos para a varidncia amostral sio aproximadamente iguais a 1.2x10™ e 0.32. Vé-se,
contudo, que ainda ha razoavel grau de incerteza nos valores dos limites de confianga, a
despeito do numero elevado de pontos experimentais considerados. Observa-se uma vez
mais que o numero de dados necessarios para a adequada representagdo de curvas de
distribuicdo de probabilidades pode ser muito elevado. Apesar disso, quando toda a
faixa de valores admissiveis € considerada, observa-se concordancia bastante boa entre
as curvas geradas numérica e teoricamente.
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Figura 3.6 - Probabilidades acumuladas das médias e variancias amostrais em toda a
faixa de valores admissiveis.

Apesar dos resultados anteriores terem ilustrado a dificuldade de gerar
teoricamente as curvas de distribuicdo de probabilidades de grandezas amostrais, alguns
resultados classicos sdo disponiveis para o caso em que as medidas experimentais estdo
sujeitas a flutuagdes normais.

3.3.1. A Distribuicao t de Student

Seja x uma variavel aleatoria sujeita a flutuagdes normais, com média py e

A . 2 . , . . ~ 2
variancia o) . Sejam N o numero de amostragens independentes de x feitas e X e s,
as média e varidncia amostrais obtidas. Pode-se mostrar que a variavel normalizada ¢,
definida como:

= X =Hy (3.17)

esta distribuida na forma

1 @{ i j(v;j (3.18)

onde v ¢ o numero de graus de liberdade e I" representa a funcdo gama, definida pela
Equagédo (2.46). A forma da distribuigdo # de Student (publicada originalmente por W.S.
Gosset, sob o codinome de Student, donde vem o nome normalmente usado para
referenciar essa importante distribuicdo estatistica) estd mostrada na Figura 3.7,
enquanto valores para as probabilidades acumuladas s@o apresentados na Tabela A.2 do
Apéndice.
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Figura 3.7 - Ilustracdo da distribuicao t.

A Figura 3.7 mostra que a distribuigdo ¢ ¢ simétrica em relagdo ao eixo y de
coordenadas e ¢ definida sobre todo o dominio real (-00,+00). Além disso, a distribuicdo ¢
depende de um unico pardmetro, v, que representa o tamanho do conjunto amostral.
Quanto maior o valor de v, mais estreita ¢ a distribuicdo em torno do valor médio =0,
em fungdo das menores incertezas existentes sobre o valor real da média quando N
aumenta. A distribuic@o ¢ tem enorme importancia pratica porque permite impor limites
precisos sobre a regido de confianca onde deve estar a média verdadeira, a partir de
valores amostrados, como mostrado nos exemplos que se seguem.

Exemplo 3.12 - Admita que testes de atividade catalitica foram realizados em condigdes
supostamente idénticas, resultando no seguinte conjunto de dados:

Tabela 3.6 - Dados de atividade catalitica obtidos experimentalmente.

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

x; (g/h g) | 0450 | 0.467 | 0.431 | 0.440 | 0.452 | 0.458 | 0.438 | 0.462 | 0.447 | 0.452

onde i designa o experimento realizado e x; designa a atividade medida, em gramas de
produto por hora por grama de reagente. Nesse caso,

10
_ in

X =-E— =0.450
10
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Sy =+/5y =9.65-107

Sabemos, no entanto, que ndo devemos confundir a média e a varidncia
amostrais com a média e a varidncia verdadeiras da distribuicdo. Para construir o
intervalo de confianca da média real a partir dos valores amostrais, podemos contar com
o auxilio da distribuicéo .

Suponha que um nivel de confianca de 95% ¢ requerido. Nesse caso, deseja-se
obter os valores de ¢ e 7, tais que:

P, (£,9)=0.025, P, (1,,9)=0.975

Esses valores podem ser obtidos da integracdo da Equagdo (3.18) e estdo mostrados na
Tabela A.2. Na linha referente a 9 graus de liberdade e na coluna referente a uma
probabilidade acumulada de 0.975 encontra-se o valor #, = 2.262. Como a distribuigdo t
¢ simétrica em relagdo ao eixo y, conclui-se que #; = -2.262. Pode-se dizer, portanto, que
com 95% de confianga

0.450— 4,

2262 <1 2962
9.65-10~
J10
ou
0450-22622 010 ) <0.450+226220 10"
J10 T
c

0.443 < p, <0.457

Portanto, embora ndo seja possivel dizer qual ¢ o valor verdadeiro da média, ¢
possivel definir o intervalo onde ela deve ser encontrada, com um certo grau de
confianca, desde que os dados medidos estejam sujeitos a flutuagdes normais. Para os
niveis de confianga de 98% e 99%, os resultados obtidos sdo respectivamente iguais a:

P (1; 9)=0.010, P, (1,; 9)=0.990

2821 <r = 2P0 M 5 eny

J10
0450282129100 ) 0450428212010
N

V1o

0.441< u, <0.459

P, (t; 9)=0.005, P, (,; 9)=0.995
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0.450—

-3.250<t= X £3.250
2.65-10~
Jio
-3 3
0450-325022°100 < <0.450+325022 10

J1o

0.440 < 11, < 0.460

V10

Como ja discutido em exemplos anteriores, quanto maior o grau de confianga
exigido, maior o intervalo de confianca obtido, tornando mais dificil o processo de
tomada de decisdo.

Deve ficar bem claro que o Exemplo 3.12 acima admite implicitamente que a
medida experimental esta distribuida de forma normal e que todas as medidas de fato
representam o mesmo fenomeno. S6 assim € possivel usar a distribui¢do ¢ de Student.
Caso a distribuicdo da medida amostrada original ndo seja normal ou caso o conjunto de
medidas represente coisas diferentes, a utilizagdo da distribuicdo ¢ ndo faz qualquer
sentido. Nesse caso, outra distribui¢do da média amostral deveria ser gerada ou o
Algoritmo 3.1 deveria ser usado, como ilustrado no Exemplo 3.11. E verdade, no
entanto, que como conseqiiéncia do Teorema do Limite Central (ver Secdo 2.6), a
distribuicdo ¢ converge para a curva normal a medida que N aumenta,
independentemente da distribuicdo de probabilidades que deu origem aos dados
amostrados. Portanto, para N suficientemente grandes (7emos visto que isso pode
representar valores inconcebiveis para a pratica experimental. Portanto, cuidado com

essas hipoteses!), € possivel dizer que X esta distribuido normalmente em torno de i,
A .. 2 2
com variancia igual a oy = s / N.

Exemplo 3.13 - Suponha que tenha sido admitida distribuicdo normal para a média
amostral. Entdo, segundo a Tabela A.1 da curva normal, para limite de confianca de
95%, podem ser obtidos os seguintes valores:

Py (14;9)=0.025, P, (£,;9) = 0.975

1960 <u = 20" He 960
9.65.10°
Jio
0450196022210 )y <0.450+1.960 2210

Jio

0.444 < 1, <0.456

V1o

resultando numa visdo mais otimista que a real da regido onde se encontra a média
verdadeira. Para valores menores de N, como usados na pratica experimental, essas
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diferengas podem vir a ser muito grandes, de forma que o uso dessa aproximacao
raramente pode ser justificado.

Exemplo 3.14 - Suponha que o seguinte conjunto de dados, mostrado de forma
ordenada na Tabela 3.7, ¢ gerado a partir de um gerador de nlimeros uniformemente
distribuidos no intervalo (0,1), como no Exemplo 3.3.

Tabela 3.7 - Conjunto de dados gerados de acordo com uma distribui¢cdo uniforme em
(0,1).

i 1 2 3 4 5

X; 0.007 0.176 0.337 0.884 0.927

Nesse caso,

10
2

X =+—=0.466
5

S, =+/s7 =0.418

Se a regido de confianga da média ¢ calculada como no Exemplo 3.12, para um
grau de confianga de 99%

Py (1;9)=0.005 ; P, (£,;9)=0.995

0.466— 11,
0.418
J5

0.466 — 4.604w <, <0.466 + 4.604w

V5 V5

-0.395< u, <1.321

-4.604 <t = <4.604

O resultado obtido acima é absurdo, pois sabemos que a média esta, com 100%
de confianga, contida no intervalo (0,1). Ela jamais pode ser negativa ou maior que 1,
como calculado, porque os pontos estdo sendo gerados com a distribuicdo uniforme.
Onde esta o erro do procedimento usado? O erro fundamental cometido foi usar a
distribuicdo ¢, valida para valores amostrados que seguem uma distribuicdo normal, e
ndo uma distribuicdo uniforme. Isso mostra de maneira inequivoca como as hipoteses
feitas a respeito dos dados podem ser importantes para a analise. Portanto, se a func¢do
de densidade de probabilidades que gera os pontos aleatorios ndo é conhecida, o uso da
distribui¢do ¢ de Student para interpretar médias amostrais pode ser temerario.




Capitulo 3: O Problema Amostral — Inferéncias e Comparagoes 128

3.3.2. A Distribuicio Chi-Quadrado (y%)

Seja x uma variavel aleatoria sujeita a flutuagdes normais, com média py e

‘A . 2 . ’ . . S 2
varidncia o) . Sejam N o numero de amostragens independentes de x feitas e X e s,

L, e A . . . ., . 2
as média e varidncia amostrais obtidas. Pode-se mostrar que a variavel normalizada y”,
definida como:

Zzzi(xf_XJ (3.19)

i=1 O-X

esta distribuida na forma

p(2*)=Chi(z5v)=—— (¥’ ) e” (.20
2 ZF(J
2
apresentando
E{z)=v (3.21)
Var{y*}=2v (3.22)

onde v ¢ o numero de graus de liberdade e [" representa a funcdo gama, definida pela

Equacdo (2.46). A forma da distribuicao ;(2 estd mostrada na Figura 3.8, enquanto
valores para as probabilidades acumuladas sdo apresentados na Tabela A.3 do
Apéndice.

2\ A
o)

Vi

Vi <WVp

Va

Figura 3.8 - Ilustragdo da distribuigéo xz.
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A Figura 3.8 mostra que a distribui¢do ;(2 ndo apresenta qualquer eixo de
simetria e ¢ definida sobre o dominio real positivo [0,00). Além disso, a distribuigdo ;(2
depende de um unico parametro, v, que representa o tamanho do conjunto amostral.
Quanto maior o valor de v, mais larga ¢ a distribui¢cdo em torno do valor médio }(2:1/. A
distribui¢ao ;(2 tem enorme importancia pratica porque, dentre muitas outras coisas,
permite impor limites precisos sobre a regido de confianca onde deve estar a varidncia
verdadeira, a partir de valores amostrados, como mostrado nos exemplos a seguir. Para
tanto, observe que

vy 2

, N(x-X sy
Y| & - : —(N-1)2x 3.23
g z( o J = 63

Além disso, somas normalizadas como a apresentada na Equacdo (3.19) aparecem com
muita freqiiéncia em problemas praticos, como mostrado nos préximos capitulos.

Exemplo 3.15 - No Exemplo 3.12, foram analisados 10 dados de atividade de
catalisador em réplicas experimentais independentes. As média e variancia amostrais
obtidas foram:

10
_ in

X =-—=0.450
10

10

> (x,-0.450)"

5= ———=932:10"

5y =52 =9.65-107

Sabemos, no entanto, que ndo devemos confundir a média e a variancia
amostrais com a média e a varidncia verdadeiras da distribuicdo. Para construir o
intervalo de confianca da variancia real a partir dos valores amostrais, podemos contar

i C 2
com o auxilio da distribui¢do y".

Suponha que um nivel de confianca de 95% ¢ requerido. Nesse caso, deseja-se

obter os valores de xlz e x% tais que:
Py (27:9)=0.025, P, (23:9)=0.975
Esses valores podem ser obtidos da integracdo da Equagdo (3.20) e estdo mostrados na

Tabela A.3. Na linha referente a 9 graus de liberdade e na coluna referente a uma

probabilidade acumulada de 0.025 encontra-se o valor Xlz =2.700. Na linha referente a
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9 graus de liberdade e na coluna referente a uma probabilidade acumulada de 0.975

encontra-se o valor X% =19.023. Pode-se dizer, portanto, que com 95% de confianga

2

272 =2.700< 4 =(N—1);—’§ <19.023 = 4

X
ou
52 ) S
(N-1)=2 <oy <(N-1)=
2 X
c
993.2.10-6 oo <993.2.10'6
19.023 * 2.700
c

44.110° < o2 <311.7-10°

De forma similar, para graus de confianga de 98% e 99%, os resultados obtidos
sdo respectivamente iguais a:

Py (27:9)=0.010, P, (23:9)=0.990
2
77 =2.088< 4 :(N—l);—)§<21.666:;(22
X
S2 S2
(N-1)-% <oy <(N-1)-%
2 1

93.2-10°  , . 932-10°

9—— <0y <9——
21.666 2.088
38.7-10° <o <401.7-10°

Py (77:9)=0.005, P,.(73:9)=0.995
2
2P =1735< 1> =(N-1)=£ <23.580 = 42
X
s)zr 2 S)z(
(N-1)% <oy <(N-1)-=%
ZZ 1

932:10°  , 932.10°

99— <oy <9———
23.589 1.735
35.6-10° < o < 483.5-10°

Vé-se, portanto, que as incertezas existentes durante a obtencdo do valor real da
variancia podem ser muito grandes, quando N ¢ pequeno.
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Deve ficar bem claro que o Exemplo 3.15 acima admite implicitamente que a
medida experimental esta distribuida de forma normal e que todas as medidas de fato
representam o mesmo fendmeno. SO assim ¢é possivel usar a distribuigdo Xz. Caso a
distribuicdo da medida amostrada original ndo seja normal ou caso o conjunto de

. . . e o A
medidas represente coisas diferentes, a utilizacdo da distribuicdo y~ ndo faz qualquer
sentido e resultados espurios, como aqueles mostrado no Exemplo 3.14, podem ser
obtidos.

Exemplo 3.16 - Observe no Exemplo 3.15 que o fator (N —1) / x. diz quantas vezes

maior a variancia real pode ser, quando comparada a variancia amostral. Por isso, esse
numero ¢ apresentado abaixo para alguns valores tipicos.

Tabela 3.8 - Fatores que dizem quantas vezes maior que a varidncia amostral a
variancia real pode ser.

N=1 2 3 5 10 20 30 40 50 100

95% 0 1018 | 39.5 | 826 | 333 | 2.13 | 1.81 | 1.65 | 1.55 | 1.35

98% 0 6366 | 99.5 | 13.5 | 431 | 249 | 2.03 | 1.82 | 1.69 | 1.43

99% o 25460 199.5] 193 | 5.19 | 2.78 | 2.21 | 195 | 1.80 | 1.49

Observe na Tabela 3.8 que com cinco réplicas ¢ possivel apenas garantir a
ordem de grandeza da varidncia verdadeira. Para garantir o primeiro algarismo
significativo (incertezas inferiores a 100% do valor medido) da variancia verdadeira sdo
necessarias entre 20 e 30 réplicas! Quando o numero de réplicas chega a 100, as
incertezas sao da ordem ainda de 35 a 50% do valor medido! Para que a incerteza seja
inferior a 10% do valor medido sdo necessarias 900 (95%), 1250 (98%) ou 1500 (99%)
réplicas, o que ¢ inaceitavel do ponto de vista do trabalho cientifico experimental. Por
isso, teremos sempre que conviver com incertezas muito grandes em relagdo aos reais
valores da variancia experimental.

A Tabela 3.8 também mostra que as incertezas da varidncia real caem muito
rapidamente para pequenos valores de N (por exemplo, caem cerca de duas ordens de
grandeza quando N ¢ incrementado de 2 para 3), mas depois decaem muito lentamente
para valores elevados de N (por exemplo, decaem cerca de uma ordem de grandeza
quando N ¢ incrementado de 5 para 30). Por isso, raramente ha justificativas para que se
reproduza um dado experimental mais do que 5 vezes, uma vez que ganhos apreciaveis
de certeza requereriam aumento muito grande do nimero de réplicas experimentais. Por
isso, uma regra heuristica de repeticdo pode ser formulada, recomendando a replicacdo
de dados ndo mais do que 5 vezes, a ndo ser que seja muito facil repetir o experimento.

3.3.3. A Distribuicio F de Fisher

Sejam x e y varidveis aleatorias sujeitas a flutuagdes normais, com médias sy e

“A . 2 2 . , .
My e varidncias o, e o, . Sejam N;| e N, os nimeros de amostragens independentes de

. N e 2 2 o~ , 4+ ‘n . . .
x ey feitas, sendo que X e Y e s, e s, sdo as médias e variancias amostrais obtidas.
Pode-se mostrar que a variavel normalizada F, definida como:
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F=L°x (3.24)

13°) oo

go(F):F(F;Vl,VZ):ﬁV1 v, — (3.25)
r(zjr(zJ (v, F + vz){ 2 ]
com
Vs
E{F}_v2—2 (3.26)
2v2 (Vl +v, —2)
Var{F} = (3.27)

vi(v,—4)(v, - 2)2

onde v ¢ o numero de graus de liberdade e I' representa a fungdo gama, definida pela
Equacgdo (2.46). A forma da distribui¢do F estd mostrada na Figura 3.9, enquanto
valores para as probabilidades acumuladas s3o apresentados na Tabela A.4 do
Apéndice.

A Figura 3.9 mostra que a distribuicao F ¢ definida sobre o dominio real positivo
[0,0). A distribui¢do F depende ainda de dois pardmetros, v € 5, que representam os

tamanhos dos conjuntos amostrais analisados. Quanto maiores os valores de V| e v,
mais estreita ¢ a distribuicdo, uma vez que as varidncias amostrais tendem a se
aproximar das variancias reais. Além disso, a distribuicdo F apresenta a seguinte
propriedade de simetria:

1
PAC(F;Vla‘/z):p% = PAC(F;VZaVIJZIOO_p% (3.28)

que ¢ induzida pela propria definicdo do valor de F. A Equacdo (3.28) diz que se a
probabilidade de se encontrar um valor de F inferior a um certo marco ¢ igual a p% para
dois conjuntos 1 e 2, ao se inverter a defini¢do dos conjuntos 1 e 2 os resultados devem
ser qualitativamente idénticos. Como a defini¢cdo dos conjuntos foi invertida, o valor do
marco também tem que ser. Nesse caso, 0 que era maior passa a ser menor e vice-versa.
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o(F) 1

—— v; <V,
-V, >V,
0= yv3 < V4, V3 < Vi, Vy < Vs
= vy > vy, V3I< VYV, V<V,

Figura 3.9 - Ilustracdo da distribuigao F.

A distribui¢do F tem enorme importancia pratica porque permite estabelecer
comparagdes muito mais eficientes entre diferentes varidncias amostrais que aquelas
. 2 . . .
obtidas com a distribui¢do y”. Para tanto, observe que se as varidncias reais dos dois
conjuntos de dados analisados sdo supostamente iguais, entdo

2

S

F=X (3.29)
Y

que ¢ o formato basico de F usado nos exercicios seguintes.

Exemplo 3.17 - Se dois conjuntos de dados supostamente equivalentes (variancias reais
supostamente iguais) contém 3 e 5 dados amostrados, respectivamente, quio diferentes
podem ser as varidncias obtidas?

De acordo com os resultados do Exemplo 3.16, as diferencas observadas podem
ser muito grandes. Dados 2 e 4 graus de liberdade, respectivamente, e fixando o grau de
confianga em 95%, procuram-se os valores de F tais que

P (F;2,4)=0.025, P,.(F,;2,4)=0.975

Esses valores podem ser obtidos diretamente da integragdo da Equagéo (3.25) ou através
da Tabela A.4. Nesse caso, como a distribuicdo F é biparamétrica, sdo apresentadas
varias tabelas para valores preestabelecidos da probabilidade acumulada. Usando a
Tabela montada para a probabilidade acumulada de 0.975, na coluna relativa ao grau de
liberdade igual a 2 e na linha relativa ao grau de liberdade igual a 4 obtém-se o valor
F»>=10.649. Nao ha tabela disponivel para a probabilidade acumulada de 0.025. Nesse
caso, usando a propriedade de simetria descrita pela Equagdo (3.28), na tabela de
probabilidade acumulada de 0.975, na coluna relativa ao grau de liberdade igual a 4 e na
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linha relativa ao grau de liberdade igual a 2 obtém-se o valor de F;=1/39.248. Portanto,
com 95% de confianga

2
L p=S 210649
39.248 52

quando o conjunto x tem trés medidas amostrais € o conjunto y tem cinco medidas
amostrais.

De forma similar, para 98% de confianga

1
1
2
L p=% 218000
99.249 5?

Deve ficar bem claro que o Exemplo 3.17 acima admite implicitamente que as
medidas experimentais estdo distribuidas de forma normal e que todas as medidas de
fato representam o mesmo fendmeno. So assim € possivel usar a distribui¢@o F. Caso a
distribuicdo da medida amostrada original ndo seja normal ou caso o conjunto de
medidas represente coisas diferentes, a utilizacdo da distribui¢do F pode ndo fazer
qualquer sentido, resultando em resultados espurios, como aquele mostrado no Exemplo
3.14.

3.4. Fazendo Comparacoes Entre Grandezas Amostrais

Com enorme freqiiéncia, o analista ¢ chamado a decidir se medidas amostrais
podem ser consideradas equivalentes ou ndo. De forma mais especifica, deseja-se saber
se o valor médio real ou se a variancia real do problema pode estar mudando ou pode ter
mudado durante os estudos experimentais. Como veremos nos capitulos seguintes, essa
questdo pode exercer enorme influéncia sobre o tratamento dos dados e a interpretacdo
final do conjunto de dados experimentais.

Uma forma muito simples de estabelecer essas comparacdes e tomar decisdes
esta baseada na construcao dos intervalos de confianca para a varidvel considerada. Por
exemplo, sejam « e [ as grandezas comparadas (por exemplo, médias ou variancias
amostrais) e sejam o) < a< e [ < < [ os respectivos intervalos de confianga para
um grau de confianca p% especificado. Entdo, admitindo que oy < fi, as grandezas o e
f sdo distintas com grau de confianca p% se o, < fi; ou seja, se ndo ha intersegdo entre
os intervalos considerados.

Exemplo 3.18 - Admita que dois estudantes diferentes obtiveram os seguintes dados de
titulacdo no laboratorio:

Tabela 3.9- Medidas de titulag@o obtidas por dois alunos.



Capitulo 3: O Problema Amostral — Inferéncias e Comparagoes 135

1 2 3 4 5 6 7
1- Volume (ml) | 76.48 76.43 77.20 76.25 76.48 76.48 76.6
2- Volume (ml) | 77.10 78.4 77.2 76.2 77.7 76.8 -
As médias e varidncias amostrais sdo iguais a
7 6
_ in _ xl
X, =E—=7656¢ X,=—=77.23

} =l . =0.0906 ¢ s; =L =0.5707

5, =457 =0301 ¢ 5, =452 =0.755

Os intervalos de confianga da média e variancia amostrais do primeiro conjunto

podem ser obtidos a partir das distribui¢des ¢ e ;(2, como feito nas secdes anteriores.
Fixando o grau de confianca em 95% e levando-se em conta que v|=N-1=6, para a

média
P, (11;6) =0.025, P,. (12;6) =0.975

76.56 — 1,
AL <2447

J7
0.301

76562447200 < 41 <7656 +2.447 2201
V7

NGl

76.28 < 11, < 76.84

2447 <t=

e para a variancia
P, (7:6)=0.025, P,.(72:6)=0975

2
7P =1237< 2 =(N, —1)% <14.449 = 52

1

0.0906 , 0.0906
<o, <
14.449 1.237

0.03762 < &7 < 0.4394

Os intervalos de confianca da média e varidncia amostrais do segundo conjunto
podem ser também obtidos a partir das distribuigdes ¢ ¢ XZ. Fixando o mesmo grau de
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confianga de 95% para fins de comparacgdo e levando-se em conta que vj=N-1=5, para a
média

Py (1:6)=0.025, P,.(1,;6)=0.975

7723 -,

—2.571<t= 0755 <2.571
J6
77.23—2.571m <p, < 77.23+2.571m

J6 J6

76.44 < u, <78.03
¢ para a variancia
Py (235)=0.025, P, (73:5)=0.975
20 =0.831< z* =(N, —1);_—222 <12.833=4;
2

0.5707 , .0.5707
<0, <5
12.833 0.831

0.2224 < 02 <3.434

Comparando-se os intervalos de confianga da média, observa-se que no limite de
95% de confianga ha interse¢do dos intervalos na faixa 76.44 <y, u, <76.84, de
maneira que ndo € possivel dizer que as médias sdo diferentes. De forma similar, para as
variancias obtém-se interse¢do na regido 0.2224 < o}, o5 < 0.4394, de maneira que ndo
¢ possivel dizer que as variancias sao diferentes. Logo, por esses critérios as medidas
dos dois alunos poderiam ser consideradas equivalentes e, por isso, até misturadas em
um unico conjunto de dados.

De forma similar, aplicando o teste F para 95% de confianga

1
P, (F;s, 6j =0.975, Py (F,;6,5)=0.975

1

2

=0.1670< F =L < 6.9777
5.9876 2

O valor de F obtido foi
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2
SRR 0.096 _ ) 1587
$2 05707

que nado satisfaz a desigualdade acima. Portanto, no limite de confianga de 95%, o valor
de F obtido experimentalmente pode ser considerado pouco provavel. Logo, é pouco
provavel que as variancias reais dos dois problemas sejam iguais. Logo, com 95% de
confianga, pode-se dizer que o segundo aluno lidou com mais flutuagdes experimentais
do que o primeiro, indicando que os experimentos conduzidos pelo primeiro aluno sdo
mais precisos.

Repare que as conclusdes obtidas com os intervalos de confianga da variancia e
com o teste F sdo distintas. Isso ndo ¢ incomum; muito pelo contrario. No entanto, o
teste F tem capacidade muito maior de detectar diferencas de varidncias amostrais que
os intervalos de confianga obtidos com a distribui¢do Xz. Por isso, pode-se afirmar com
95% de certeza que os conjuntos amostrais podem ter a mesma média, mas tém
variancias distintas. Portanto, ndo parece haver argumentos que justifiquem a mistura
dos dados, ja que os dois conjuntos ndo parecem ter sido amostrados de uma mesma
populagao.

Deve ficar bem claro que o Exemplo 3.18 acima admite implicitamente que as
medidas experimentais estdo distribuidas de forma normal e que todas as medidas de
fato representam o mesmo fendmeno. S6 assim seria justificavel o uso das distribui¢cdes
t, ;(2 e F para a andlise. Caso as medidas amostradas ndo sejam distribuidas
normalmente ou caso os conjuntos de medidas representem coisas diferentes, a
utilizacdo dessas distribui¢des pode ndo fazer qualquer sentido, resultando em
resultados espurios, como aquele mostrado no Exemplo 3.14.

As comparagdes feitas através dos intervalos de confianca sdo muito simples e
podem ser executadas com facilidade. No entanto, a literatura esta repleta de testes
comparativos desenvolvidos para condi¢des particulares, onde informagdes adicionais
sdo conhecidas. Nao ¢ objetivo desse texto discorrer longamente sobre esse assunto € o
leitor interessado pode buscar informacgdes adicionais nas referéncias apensadas ao final
do capitulo. No entanto, algumas dessas situacdes particulares sdo apresentadas a seguir.

3.4.1. Testes Adicionais para a Média

o~ . . , 1. o, . . A . 2 .
Condicdo especial 1 - Seja uma média histérica uy e a respectiva variancia o, , obtidas

com numero elevado de graus de liberdade e consideradas iguais aos valores

verdadeiros. Deseja-se saber se uma nova média amostral X , obtida a partir de um
novo conjunto de dados de tamanho N, ¢ compativel com os dados passados. Admite-se
que as medidas amostrais flutuam de acordo com a curva normal.

Nesse caso, a variavel

u= (3.30)

)_(_;UX
Ox
JN
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¢ normalmente distribuida, com média zero e variancia igual a 1. Logo, a curva normal

pode ser usada para gerar os intervalos de confianca de X e verificar se o valor obtido ¢
compativel com o esperado.

<X <p, (3.31)

Oy
Hy —U—F— \/— +“2W

Condicdo especial 2 - Seja uma média historica yz, obtida com nimero elevado de
graus de liberdade e considerada igual ao valor verdadeiro. Deseja-se saber se uma nova

meédia amostral X , obtida a partir de um novo conjunto de dados de tamanho N, ¢

’ 2 2 .
compativel com os dados passados. Desconhece-se o, , mas se conhece s, . Admite-se
que as medidas amostrais flutuam de acordo com a curva normal.

Nesse caso, a variavel

= X Hy (3.32)

segue a distribuigdo 7, com v=N-1 graus de liberdade. Logo, a distribuicdo ¢ pode ser

usada para gerar os intervalos de confianga de X e verificar se o valor obtido ¢
compativel com o esperado.

<X<yX+z (3.33)

iy v

Condicdo especial 3 - Dois conjuntos de dados com (Yl,sf,Nl) e (Z,si,Nz) estdo

disponiveis. Deseja-se saber se as médias podem ser consideradas diferentes. Admite-se
que as medidas amostrais flutuam de acordo com a curva normal.

Como os dados flutuam normalmente, as médias amostrais também flutuam
normalmente com variancias desconhecidas e iguais a ¢ /N, e o2/N,. A diferenga

entre as médias amostrais, D = X, . - X, , , flutua com varidncia o2 =o2/N, +o2/N, . Se

as populagdes sdo similares, o) =o”[I/N, +1/N,], o} =0; =0”.

Admitindo-se que as médias sdo iguais, porque as populacdes sdo semelhantes, ¢
que se conhece a variancia verdadeira dos dados o, entdio a variavel

u=-—— (3.34)

tem distribuicdo normal, com média zero e variancia igual a 1. Assim,

-u,0, <D <-u,o, (3.35)
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Se a variancia real nao ¢ conhecida, admitindo-se que os conjuntos sdo similares
e que tém a mesma variancia verdadeira, entdo

2 2
2 Vlsl + V2S2
Sy =

(3.36)
Vi +V2

¢ uma estimativa melhor da varidncia da medida, com v; + v, graus de liberdade.
Assim,

1 1
s =80, (—Jr—j (3.37)
¢ uma estimativa da variancia de D com v; + 1, graus de liberdade. Logo, a variavel

t=— (3.38)

SD
segue a distribui¢do ¢z, com v; + 1, graus de liberdade, de forma que

1,5, <D<-t,s, (3.39)

Exemplo 3.19 - O desempenho de dois tipos de gasolina é apresentado abaixo:

Gasolina 1 2
Milhas/galdao (média) 22.7 213
Desvio padrao amostral 0.45 0.55
Numero de carros em que foram feitas as medidas 5 5

D=X,-X,=14
, vsiHv,st  4.0.452+4.0.55°

s), = = =0.2525
v, +v, 4+4
s =S50, (i+lj = 0.2525(1+1j =0.101
N, N, 5°5
s, =0.3178
=2 _4.405
SD

Para 8 graus de liberdade e 95% de confianga,
-2.306<t<2.306

Conclui-se, portanto, que o valor observado de ¢ ¢ pouco provavel e que as
gasolinas sdo diferentes com 95% de confianga.




Capitulo 3: O Problema Amostral — Inferéncias e Comparagoes 140

E importante observar que testes similares podem ser utilizados para verificar se
uma determinada média difere significativamente de zero, por exemplo. Este teste ¢é
bastante importante para a estimacdo de parametros, como serd visto nos capitulos
posteriores.

3.4.2. Testes Adicionais para a Varidncia

o~ . . r o qe . y . . A . 2 o
Condicdo especial 1 - Seja uma média histdrica sy e a respectiva variancia o), , obtidas

com numero elevado de graus de liberdade e consideradas iguais aos valores
verdadeiros. Deseja-se saber se uma nova variancia amostral s7 , obtida a partir de um

novo conjunto de dados de tamanho N, ¢ compativel com os dados passados. Admite-se
que as medidas amostrais flutuam de acordo com a curva normal.

Nesse caso, a variavel
7P =(N-1)-% (3.40)

segue a distribui¢ao ;(2, com v=N-1 graus de liberdade. Logo

2 2
z (;fl)qiwiﬁ (3.41)

3.4.3. Testes Adicionais de Aleatoriedade

o~ . . , 1. o, . . A . 2 .
Condic¢do especial 1 - Seja uma média historica sy e a respectiva variancia o, , obtidas

com numero elevado de graus de liberdade e consideradas iguais aos valores
verdadeiros. Deseja-se saber se as flutuagdes das medidas amostrais em um conjunto de
tamanho N podem ser admitidas normais.

Nesse caso, a variavel

2
N —
2= z(Mj (3.42)
segue a distribui¢ao ;(2, com v= N graus de liberdade. Logo,

n<r<un (3.43)

Condicao especial 2 - Deseja-se saber se as flutuacdes das medidas amostrais em um
conjunto de tamanho N podem ser admitidas normais.
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Nesse caso, a variavel

—\2
Yx—-X
7 =Z( , ) (3.44)
i=1 SX
segue a distribuicao ;(2, com 1=N-1 graus de liberdade. Logo,
n<X <1 (3.45)

Condicdo especial 3 - Deseja-se saber se as flutuagdes das medidas amostrais em um
conjunto de tamanho N seguem uma distribuicdo estatistica particular.

Esse problema pode ser tratado de forma mais rigorosa usando-se as ferramentas
de estimacdo de pardmetros apresentadas nos proximos capitulos. No entanto, uma
técnica muito usada consiste em construir uma tabela na forma:

Intervalo Limites do Probabilidade | Numero total
Intervalo do Intervalo | de observacoes
1 X0 <x <X 1/NI N
2 X1 <x<x 1/NI N,
NI Xy <x <xNp 1/NI Nny

que divide o dominio de definicdo da distribuicdo que estd sendo testada em NI
intervalos igualmente provaveis. Entdo, o nimero de observagdes efetuadas em cada
intervalo ¢ distribuido na tabela. Para analisarmos os dados, ¢ conveniente observar que
um ponto experimental pode estar ou ndo no intervalo considerado (2 respostas sdo
possiveis) e que a probabilidade de acerto (1/NI) é conhecida. Logo, o nimero provavel
de pontos colhidos em cada intervalo pode ser previsto com a curva binomial. Os
valores observados sdo entdo comparados com aqueles obtidos pela curva binomial,
para um dado grau de confianca. Se todos os valores observados estdo em conformidade
com a previsdo efetuada com a distribui¢ao binomial, entdo a curva de probabilidade
originalmente proposta pode ser considerada plausivel;, caso contrdrio, a curva de
probabilidade proposta deve ser descartada. Se N ¢ o numero total de pontos
considerado, um procedimento heuristico consiste em fazer NI/ = JN . Sabe-se que se
NI < 5, o poder de discriminagdo dessa técnica ¢ muito baixo, o que mostra uma vez

mais a necessidade de grande niimero de réplicas para um ajuste adequado da curva de
distribuicao de probabilidades.

Exemplo 3.20 - No Exemplo 3.5 foi gerada a seguinte seqiiéncia de pontos
experimentais que seguem uma distribuicdo uniforme:

Tabela 3.10 - Nuimeros aleatorios com distribui¢do uniforme no intervalo (0,1),
gerados como no Exemplo 3.5.

0.0109 | 0.1194 | 0.3298 0.3970 | 0.4607 | 0.6282 | 0.7481 0.8654

0.0306 | 0.1610 | 0.3369 | 0.4055 0.4766 | 0.6725 0.7573 0.9101
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0.0316 0.2291 0.3416 0.4423 0.5192 0.6732 0.7680 0.9237
0.0498 0.2430 0.3475 0.4476 0.5202 0.7062 0.7706 0.9493
0.0680 0.3138 0.3665 0.4518 0.5482 0.7227 0.8227 0.9702

A média e variancia amostrais sdo iguais a
40
XX
X =-—-=0.4884
40
40 5
D (x,-0.4884)
57 =42 =0.07952

: 39
5, =+/s7 =0.2820

Deseja-se saber se a curva normal pode representar de forma adequada esse
conjunto de dados aleatérios. Para isso, admitindo que x, =X, que o) =55 € que

NI =40 =6 , monta-se a seguinte Tabela de distribuicdo dos dados.

Tabela 3.11 - Distribui¢do dos pontos da Tabela 3.10 em intervalos de igual
probabilidade da curva normal.

Intervalo Limites do Probabilidade Numero total
Intervalo do Intervalo de observacoes

1 —0<x<0.2156 1/6 7

2 0.2156 < x < 0.3669 1/6 8

3 0.3669 < x <0.4884 1/6 7

4 0.4884 < x < 0.6099 1/6 3

5 0.6099 < x <0.7612 1/6 7

6 0.7612 < x <o 1/6 8

Os limites de confianga de 95% obtidos a partir da curva binomial, com m=40 e
p=1/6 (ver Secdo 2.1) sdo 2 (P4c(2;40,1/6)=0.025) e 12 (P4(12;40,1/6)=0.975). Logo, o
numero de observagdes em cada um dos intervalos analisados deve estar entre 2 ¢ 12,
com 95% de confianga. Como essa condicdo ¢ satisfeita em todos os intervalos da
Tabela 3.11, ndo ¢ possivel dizer que os dados da Tabela 3.10, gerados segunda uma
distribuicdo uniforme, ndo seguem uma distribui¢do normal. Vé-se uma vez mais como
¢ dificil definir de forma inequivoca a curva de distribuicdo de probabilidades que rege
um determinado problema fisico. A Figura 3.10 confirma claramente o resultado e
mostra como pode ser dificil discriminar diferentes curvas de densidade de
probabilidade mesmo quando um niimero razoavel de pontos esté a disposi¢do, como no
caso.
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1.0

0.8 |

0.6 -

0.4

¢ Dados Gerados
—— Curva Normal

0.2}

Probabilidade Acumulada

0.0 ' ' : '
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Xj
Figura 3.10 - Ajuste normal aos dados da Tabela 3.10.

3.4.4. Testes Adicionais de Independéncia dos Dados

Condicao especial 1 - Dois conjuntos de dados com ()_(,sf(,N ) e (}_’,sﬁ,N) estdo

disponiveis. Deseja-se saber se os dados podem estar correlacionados. Admite-se que as
medidas amostrais flutuam de acordo com a curva normal.

Nesse caso, a medida de dependéncia é dada pela covariancia ou pelo fator de
correlagdo (ver Secdo 1.6). No entanto, como saber se a medida ¢ significativa? Um
teste bastante simples € baseado na Equacdo (1.40)

Var{x+y} :Var{x}+2Covar{x,y}+Var{y} (1.40)

Se os dados sdo independentes, a varidncia da soma (diferenga) ¢ a soma das
variancias. Se os dados ndo sdo independentes, a varidncia da soma (diferenga) ¢
diferente da soma das variancias. O teste consiste em verificar com o teste F se a
diferenca observada € inferior ou nao aquela que poderia ser causada por mera flutuagao
aleatoria.

Exemplo 3.21 - O seguinte conjunto de dados esta disponivel:

X: 1 2 3 4 5
Vi 1.1 1.9 3 39 51

que resultam nas grandezas amostrais
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X =3 s2=250 s, =1.5811

Y=3 s2=251 s, =1.5843
2

52, =2.50 Pry =2 =0.998

SxSy

Para a soma (diferenga) de x ¢ y, as grandezas amostrais sdo

X+Y=6  si,=101 s, =3.1639

X-Y=0 s>,=001 s,,=01

Fixando-se o limite de confiangca em 95%, para quatro graus de liberdade obtém-
se

< F <9.6045
9.6045
Para os dois casos analisados
sy 0.0l skiy  10.01
F= 2_2 = =0.002 ; F= 2+2 = =2.00
(8x+sY) 5.01 (8x+sY) 5.01

Vé-se, portanto, que as diferencas observadas na variacdo das diferencas ndo
poderiam ser explicadas por flutuagdes puramente aleatérias. Assim, pode-se dizer que
a covariancia (e o fator de correlacdo) entre x e y sdo significativos com 95% de
confianca.

O resultado obtido ndo deve impressionar demais o leitor, pois esse problema era
facil de resolver. Na maior parte dos casos, poucos pontos resultam quase sempre em
baixa qualidade de resolugdo dos termos de correlag@o.

Condic¢do especial 2 - Um conjunto de dados com ()_(,sf(,N ) estd disponivel. Deseja-se

saber se os dados obtidos sdo realmente aleatérios ou se podem estar correlacionados
entre si. Admite-se que as medidas amostrais flutuam de acordo com a curva normal.

Nesse caso, ¢ conveniente definir a funcio de auto-correlacio na forma

N-k

Z(xi —)_(o)(ka —Xk)
Cy =5 (3.46)
k N-k-1

ou na forma
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N-k

- o)

C, = = (3.47)

0.5

em que ¢ calculada a covariancia (Equagdo (3.46)) ou a correlacdo (Equacdo (3.47)) de
dados amostrais deslocados de k£ unidades no tempo. Nesse caso, X, ¢ a média amostral

dos primeiros N-k valores amostrados, enquanto X, ¢ a média amostral dos Gltimos N-k

valores amostrados. A func¢do de auto-correlagdo pode fornecer importantes pistas sobre
a existéncia de dinamica (ndo aleatoriedade) entre os dados amostrados ¢ sobre a
existéncia de efeitos experimentais indesejados. No entanto, para evitar a tomada
equivocada de conclusdes, a significdncia dos valores calculados com a Equacao (3.46)
deve ser sempre testada, como ilustrado no Exemplo 3.21. Como procedimento
heuristico, recomenda-se que (N-k) seja sempre igual ou superior a 20 para uso eficiente
das Equagdes (3.46-47).

Fundamentalmente, a fungdo de auto-correlagdo mostra se existe uma memoria
entre dados que se sucedem em uma sériec de dados. Se existe uma relagdo
deterministica entre os dados (por exemplo, os dados representam a resposta de um
processo a uma dada perturbag@o), as correlagdes sdo significativas e se aproximam do
valor unitario. Se os dados s@o corrompidos por erros experimentais e/ou as
perturbagdes do processo sdo muito freqiientes, as correlagdes tendem a diminuir a
medida que o atraso k aumenta. Dessa forma, é possivel definir um horizonte de
memoria do processo, que ¢ o maximo valor de k para o qual ainda se observam
correlagdes significativas entre os dados. Essa informagdo pode ser fundamental em
varios problemas.

Um exemplo tipico de aplicacdo pratica dos espectros de auto-correlacdo ¢ a
analise do comportamento dindmico de processos. Se um processo opera em condigdes
estacionarias (todas as variaveis se mantém aproximadamente constantes ao longo do
tempo), as flutuacdes dos dados refletem apenas os erros de medida e operacdo do
processo (ou seja, as flutuacdes sdo essencialmente aleatdrias), de forma que o espectro
de auto-correlagdo deve apresentar correlagdes muito proximas de zero para qualquer
valor de k considerado. Assim, se correlagdes pronunciadas sdo observadas para valores
de k baixos, esse ¢ um indicio claro de que o processo opera de forma dindmica na
freqiiéncia de amostragem dos dados e que qualquer tentativa de interpretacdo dos
dados deve ser feita a luz de um modelo dinamico do processo. Portanto, o espectro de
auto-correlag@o auxilia na definicdo da melhor estratégia de modelagem matematica dos
dados disponiveis. Além disso, o maximo valor de k para o qual as correlacdes ainda
podem ser consideradas significativas (k,,,,) € uma constante de tempo que caracteriza o
processo e o procedimento de amostragem. Esse dado pode conter importante contetido
de informacdo para a implementagdo de rotinas de controle de processo e simulagéo.
Por exemplo, o uso de simuladores estacionarios s6 deveria ser usado para descri¢do do
processo se os dados estdo amostrados com freqii€ncia inferior aquela definida por k.,
para que seja possivel filtrar a influéncia dindmica que um dado da seqiiéncia exerce
sobre o outro. Mais ainda, esquemas de controle devem coletar informagdes do processo

com freqiiéncia superior aquela definida por k., para que seja possivel capturar a



Capitulo 3: O Problema Amostral — Inferéncias e Comparagoes 146

informagdo dindmica e corrigir efeitos causados por perturbacdes indesejadas do
processo.

Exemplo 3.22 - Para o conjunto de dados ilustrado abaixo na Figura 3.11, calcula-se o
espectro de auto-correlacdo da Figura 3.12. Vé-se de forma clara que as correlagdes
diminuem lentamente, a medida que a distidncia entre os dados aumenta, e tornam-se
ndo significativas apos um certo tempo.

Lo

0.8

0.6

0 20 40 60 80 100 120
Amostragem i

Figura 3.11 - Dados amostrados num processo de experimentagao.

1.00
0.75 % -
07
g .
T 0.50 — -Z
= é A
=) 1% A e
&5} 7 ﬁ Al
i
0.25 o
%/ AL 1
2 : N
z = ; ,//J =
0.00 L Ak A/ 4 i
1 23 4506 78

Deslocamento

Figura 3.12 - Funcdo de auto-correlagdo para os dados da Figura 3.11.

Considerando-se que correlagdes da ordem de 0.5 ja sdo bastante fracas,
observa-se na Figura 3.12 que o horizonte de memoria caracteristica do processo ¢ de
16 unidades de amostragem (k). Esse deslocamento da uma idéia da dindmica do
processo e de qudo longe uma informagdo inserida no processo de experimentacdo
permanece influenciando os demais resultados obtidos. Se comportamento aleatorio

fosse desejado, como durante a execucdo de réplicas experimentais, os dados deveriam
ser recusados.

3.4.5. Testes Adicionais para Outliers
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Outlier ¢ a expressdo usada genericamente para designar pontos experimentais
que parecem nao se adequar a uma distribuicdo particular de probabilidades definida
pela grande maioria dos demais pontos experimentais. Quase sempre a detec¢do de
outliers visa a eliminacdo desses pontos suspeitos de ndo fazerem parte do conjunto.
Essa ¢ uma questdo muito controversa da pratica estatistica, em particular quando
poucos pontos experimentais estdo disponiveis, ¢ sera analisada algumas vezes nos
capitulos que seguem. De uma forma cautelosa, como descrito por E.J. Gumbel
(Technometrics, 2, 165, 1960): "A rejei¢do de outliers em bases puramente estatisticas
¢ e continua a ser um procedimento perigoso. Sua existéncia pode ser a prova de que a
populagdo estudada ndo é, na realidade, o que se assumiu que fosse."

Se o numero de graus de liberdade é pequeno, o melhor teste para detec¢dao de
outliers parece ser primeiramente a repeti¢do da medida experimental e em segundo
lugar a comparagdo estatistica dos resultados amostrais obtidos quando o candidato a
outlier é removido ou adicionado ao conjunto de dados. Se as comparagdes resultarem
em conclusdes de equivaléncia, a decisdo mais sensata sera manter o candidato a outlier
no conjunto de pontos experimentais, a ndo ser que sobre ele pairem duvidas de erros
grosseiros.

Exemplo 3.23 - Os seguintes dados foram obtidos para a concentracdo de uma espécie
quimica em uma solugdo mineral

x (ppm): 232 234 235 241 255

havendo desconfianga de que o ultimo ponto seja na realidade um outlier. Para analisar
a questdo, para um grau de confianga de 95%, o conjunto amostral que contém o outlier

X=2394 $2=0873 5,=0934 v=4
22.78 < 1, <25.10

¢ comparado com o conjunto amostral que ndo contém o outlier

X=2355 s2=0150 5,=0387 v=3
22.93< 1, <24.17

I <F=M=5.82<15.101
9.9792 0.150

Como as médias e variancias obtidas com e sem o outlier sdo estatisticamente
semelhantes, ndo parece razoavel descartar o candidato a out/ier do conjunto de pontos.

3.5. A Regiao de Confianca em Problemas Multidimensionais

Chama-se de regido de confianga com probabilidade p aquela regido do espago
de variaveis que concentra uma probabilidade definida e igual a p das possiveis
flutuacdes observaveis no problema. Em um problema unidimensional, a definicdo da
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regido de confianga ¢ extremamente simples, pois consiste simplesmente em descartar
as extremidades inferior e superior dos valores menos provaveis que concentram
probabilidades (1-p)/2. Em um problema multidimensional, no entanto, a definicdo da
regido de confianga pode ndo ser um problema bem posto, pois diferentes regides, com
diferentes formas, podem resultar numa mesma concentragdo de probabilidades. Essa
questdo esta ilustrada no Exemplo 3.24 a seguir.

Exemplo 3.24 - Considere a distribuicdo exponencial de probabilidades definida para
duas variaveis no Exemplo 2.14.

p(xl;xz) =2 72%)

Pode-se entdo construir regides de confianga com forma quadrada, com lados de
tamanho 2a e centradas ao redor do ponto médio, na forma

1+a 0.5+a I+a 0.5+a

J. 2677 dx dx, =2J e J. ) dx, dx, =
1-a 0.5-a 1-a 0.5-a
l+a 0.5+a
) e(_xl) e(_2X2)
-1 -2
1-a 0.5-a

cuja confianca depende do valor de a. Como ambas as variaveis x| e x; sdo estritamente
positivas, o maior valor admissivel para a ¢ 0.5 (lados iguais a 1). Portanto, o maior
quadrado centrado em torno da média representa uma confianca de 33.15%.

Alternativamente, pode-se também construir regides de confianga com forma
retangular, com lados de tamanhos proporcionais a 2:1 e centradas ao redor do ponto
médio, na forma

142 a 0.5+a 1+2 a 0.5+a

J 2677 g dx, =2 j e j e, dx, =

e

De forma analoga, o maior desses retangulos admissivel tem lados iguais a 2 e a 1.
Nesse caso, o retangulo maximo admissivel concentra uma confianga de 74.76%. Logo,
parece claro que existe um retdngulo com os lados na proporcdo 2:1 e centrado em torno
do ponto médio que concentra a mesma confianga do quadrado com lado de
comprimento igual a 1. Na realidade, esse retdngulo tem os lados com comprimentos

iguais a 1.44 e 0.72, nas diregdes de x| e x, respectivamente.

1-2a 0.5-a 0.5-a

1+2a 0.5+a

(=)
-1

(-2x)
-2

e e

1-2a 0.5-a

Da mesma forma que feita entre o retangulo e o quadrado no caso anterior,
diferentes regides de forma retangular, circular, elipsoidal, etc., podem ser desenhadas
para conter a mesma probabilidade de observagdo dos dados que a regido quadrada
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proposta inicialmente. Logo, ndo é possivel definir a forma da regido de confianca de
forma inequivoca sem que restri¢des adicionais sejam impostas ao problema.

3.5.1. A Geometria da Regiao de Confianca da Curva Normal Multidimensional

Como mostrado no Exemplo 3.24, ndo € possivel definir uma regido de
confianca de forma inequivoca em problemas multidimensionais sem que se imponham
restrigdes adicionais ao problema. No caso particular da curva normal multidimensional,
uma propriedade muito importante é o fato de que a curva apresenta a forma de um
chapéu ou sino, convergindo para o valor zero a medida que as variaveis tendem a
infinito em quaisquer direcdes do espaco. Portanto, € possivel desenhar curvas de nivel
fechadas, onde a densidade de probabilidade se mantém constante. Por isso, para o caso
da curva normal multidimensional, define-se a regido de confian¢a com probabilidade p
aquela regido do espaco de variaveis que ¢ limitada por uma superficie onde todos os
pontos estdo associados a um mesmo valor da densidade de probabilidade e onde a
integral da funcdo densidade de probabilidade ¢ igual a p. O conceito de regido de
confianga aqui proposto pode ser facilmente compreendido se imaginarmos que a
funcdo densidade de probabilidade descreve um relevo no espaco e as superficies que
delimitam regides de diferentes probabilidades sdo as curvas de nivel, como mostrado
na Figura 3.13..

Relevo Tri-Dimensional Curvas de Nivel
2.0

0.0

Profundidade

ol ;If/}j’;%
';I
. "‘f'l;ffg'""?

LU
G

U999, %
GRS

S RN

%é* ~F %‘:::::“ - 5 “"\?\e& 30

Distancia Lateral

Figura 3.13 - Defini¢do da regido de confianca para a curva normal multidimensional.

No caso da curva normal, a defini¢do da regido de confianga estd associada ao
expoente da Equagdo (2.72), dado que os demais termos da equacdo sdo constantes e
nao dependem do ponto experimental considerado. Sendo assim, as curvas de nivel que
limitam as regides de confianga satisfazem a Equacao (3.48) abaixo:

(x—u)T V;(x—u):c (3.48)

onde ¢ € uma constante que caracteriza o nivel da funcdo densidade de probabilidade e,
portanto, o grau de confianga. Quanto menor o valor de ¢, maior o grau de confianga,
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uma vez que a func¢do normal tende a zero para valores muito grandes. A regido de
confianga € entdo aquela que satisfaz a Equacao (3.49)

(x—n) V{'(x—p)<c (3.49)
constituida pelos pontos interiores em relagdo a curva de nivel.

As Equagdes (3.48-49) sdo muito estudadas na Algebra e caracterizam um
conjunto particular de curvas chamadas de formas quadraticas. Este nome deve-se ao
fato de que, depois de feitas as multiplicagdes vetoriais, a Equacdo (3.48) pode ser
colocada na forma:

NX NX

22 () =) (x, - ) = ¢ (3.50)

i=1j=1

que ¢ a generalizacdo de uma polinomial de segundo grau para varias variaveis. v,;l éo

elemento i da inversa da matriz de covaridncias de x.

Como a matriz Vx € positiva definida, a curva definida pela Equagdo (3.48) ¢
uma forma quadratica muito especial, que recebe o nome de hiper-elipse; ou seja, uma
elipse no espago de dimensdo NX. Portanto, a regido de confianga obtida a partir da
curva normal € sempre uma elipse no espacgo de variaveis de dimensdo NX. O problema
¢ que o estudo da Equagdo (3.48) na forma proposta ¢ bastante dificultado pelo fato da
matriz Vx ndo ser diagonal, o que faz com que todos os termos quadraticos aparecam,
como na Equacdo (3.50). Portanto, antes de estudar as caracteristicas da hiper-elipsoide
que define a regido de confianga, é conveniente diagonaliza-la. Para tanto, lembremos
do problema classico de valores caracteristicos, colocado como encontrar os numeros A
(valores caracteristicos) e vetores d (vetores caracteristicos) que satisfazem a seguinte
equacao:

V,d=4d (3.51)
ou seja
(Vx—ll)dzﬂ (3.52)

O sistema de equagdes (3.52) € um sistema linear classico. Para que existam
solugdes ndo triviais da Equacdo (3.52), é necessario que a matriz (Vx - Al) seja
singular; ou seja, que seu determinante seja igual a zero. Portanto, a equagéo

det(V, —A1)=0 (3.53)

¢ a equacdo que permite calcular os valores caracteristicos do sistema. Uma vez obtidos
os valores caracteristicos do sistema, a Equacdo (3.51) pode ser utilizada para que sejam
obtidos os vetores caracteristicos. Como a matriz (Vx - AI) é singular, infinitos vetores
caracteristicos satisfazem a Equagdo (3.51). Para normalizar e definir de forma tnica a
solug¢do do problema, € conveniente tomar como solucdo, dentre as infinitas solugdes
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existentes, aquela cujo vetor tem tamanho unitario. Deve ser ainda enfatizado que a
Equagdo (3.53) resulta sempre em um polindmio de grau NX, que portanto admite até
NX diferentes raizes ou valores caracteristicos. Como a matriz Vx ¢ positiva definida e
simétrica, ¢ possivel garantir que todos os seus valores caracteristicos sdo niimeros reais
€ positivos.

A Equagao (3.51) pode ser re-escrita de forma compacta, englobando todas as
solucdes caracteristicas do sistema ao mesmo tempo, na forma:

A 0 -« 0

S S 0 4 - 0
Vi[did, i ]=[d,d, i ] 0o o0 . (3.54)

0 0 - Ay

que pode entdo ser usada como defini¢do da matriz diagonal dos valores caracteristicos
e da matriz de vetores caracteristicos na forma:

V,D=DA (3.55)
onde
A 0 -« 0
A:(:) /17 (:) (3.56)
0 0 - 4y
(5]
D=[dyidy - idnx] (3.57)

Desta forma, € possivel representar a matriz Vx como o produto de matrizes
V, =DAD™ (3.58)

onde A tem estrutura diagonal.

}. Neste caso, os valores caracteristicos sdo

1
Exemplo 3.25 - Seja a matriz A:{O

iguais a:

1-14 -1

det(A—)tI):det([ - _lDz(l_z)(z_z)_o(_l):o

AP=31+2=0
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cujas raizes so:

Assim, os vetores caracteristicos podem ser obtidos como:
1 -1}||a a a-b=a a a

=1 = = = =d,
0 21||b b 2b=b b 0

A solug¢do com tamanho unitario € d, = {O}

B HE R B R

2
A solugdo com tamanho unitario ¢ d, = 2
V2
2
V2
1 -X=
10 2
Desta forma, A = e D= .
0 2 V2
0o =
2

Calculando-se a matriz inversa de D como

b 1 [dzz —du}_ 1 V2 ﬂ{l 1}

T NY =7 2 2
det(D)| —d,, d,, (\/E] - 0 2
2

chega-se finalmente a representacao diagonalizada de A como

o 2 Al
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Como além de positiva definida, a matriz Vx € simétrica, ¢ possivel mostrar que

D' =D", de forma que nos problemas que nos interessam mais diretamente, é possivel
escrever:

V, =DAD" (3.59)

Substituindo a Equagdo (3.59) na Equagdo (3.48), a equagdo que descreve a
superficie que envolve a regido de confianga ganha a forma:

(x—p) DA'D (x—p)=c (3.60)

Finalmente, redefinindo as variaveis do problema como

z=D"(x—p) (3.61)
a Equacdo (3.60) ganha a forma
Z'A'z=c¢ (3.62)
que tem a forma explicita
NX 2
Z.
= 3.63
2 (3.63)

i=174

facilmente identificavel como uma elipse centralizada no ponto central e com semi-
eixos com comprimentos iguais a y/cA . Repare que ¢, ou o grau de confianga exigido,

ndo exerce qualquer influéncia sobre o formato da regido de confianga, excetuando-se
obviamente o aumento proporcional de todos os semi-eixos da elipse. Por isso, quase
sempre o fator ¢ ¢ desprezado durante a andlise, ja que ele apenas muda de forma
absolutamente proporcional os eixos da elipse. Esses resultados indicam que as regides
de confianca obtidas para a curva normal para diferentes niveis de confiangca formam
uma estrutura semelhante a da cebola, em que as regides com maior confianca
envolvem completa e proporcionalmente as regidoes de menor confianca.

O conjunto de transformagdes introduzidas através da Equacao (3.61) representa
uma translacdo para o zero e uma rotagdo da elipse, de forma a fazer com que os seus
semi-eixos coincidam com os eixos ortogonais e que o centro da elipse coincida com a
origem dos eixos de coordenadas. As transformacgdes da Equacdo (3.61) sdo isométricas,
no sentido de que elas preservam a forma original da figura geométrica, como ilustrado
na Figura 3.14.



Capitulo 3: O Problema Amostral — Inferéncias e Comparagoes 154

Elipse: 2.5(z-3)3(z-8)(w+2)+2.5(w+2)’
0:r— S— T T =

w

-2.0 -1.0 0.0 Lo 2.0

Z X

Figura 3.14 - Transformagdes geométricas devidas as mudangas de coordenadas.

A partir da Equacdo (3.63) fica relativamente facil extrair muitas informacoes
sobre a geometria da regido de confianca de um problema descrito pela curva normal
multidimensional. As informag¢des mais importantes sdo:

1- A regido de confiang¢a da curva normal multidimensional ¢ uma hiper-elipse, cujos
eixos tém comprimentos proporcionais a /4, , onde A, i=l,...,NX, sdo os valores

caracteristicos de Vx;

2- A assimetria maxima da hiper-elipse que descreve a regido de confianga, ou fator de
esfericidade, definida como a razdo entre os comprimentos extremos de seus eixos, pode
ser dada por

= [ (3.64)

3- Como o traco de uma matriz (a soma dos elementos da diagonal principal) € igual a
soma de seus valores caracteristicos, ou seja,

w()=3 =34 (3.65)

i=1 i=1

o traco da matriz de covariancias ¢ igual a soma dos comprimentos quadrados de seus
eixos;

4- Como o volume de uma elipse é proporcional ao produto do comprimento de seus
eixos, conclui-se que o volume da regido de confianga ¢ proporcional a raiz quadrada do
produto dos valores caracteristicos de Vx. Como o produto dos valores caracteristicos
de uma matriz ¢ idéntico ao valor do determinante da matriz, ¢ possivel escrever
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Volume ~ ,/det(V, ) = ﬁ\/;T (3.66)
i=1

Portanto, os valores caracteristicos da matriz de covaridncias Vx guardam
muitas informagdes a respeito da geometria da regido de confianga da distribuicdo
normal. Repare que distribuicdes probabilisticas ndo normais podem apresentar
geometria da regido de confianga bastante distinto do aqui apresentado.

Exemplo 3.26 - Seja a distribui¢do de probabilidades exponencial apresentada abaixo:

cujo vetor de médias e matriz de covariancias sao dados por

1 2020 - 0
T A e S
HNX 0 0 e 27]%//\’

A regido de confianca da distribuicdo exponencial pode também ser obtida
explorando-se a simetria da distribuicdo em torno do centro p e o fato de que a fungao
converge suavemente para o zero nos limites de infinitamente positivos ou negativos.
Assim, como no caso da curva normal, a regido de confianga pode ser dada pela
equacdo

onde ¢ é uma constante relacionada ao grau de confianga desejado. A equacdo que
define a forma da regido de confianca ¢ a equacdo de oM planos, a depender do sinal
adotado para o termo na fun¢do médulo. Esses planos cruzam os eixos coordenados nos
pontos

Como os planos definidos pela equacdo se interceptam nos mesmos 2NX pontos, esses
pontos constituem os vértices de um poliedro regular, cujas faces planas sdo os planos
que conectam os vértices em cada um dos quadrantes definidos quando os eixos
coordenados sdo centrados em p. O poliedro ¢ formado entdo por 2™ faces e 2NX
vértices. Os eixos do poliedro s3o paralelos aos eixos coordenados, conectam vértices
opostos e tém comprimentos iguais a 2c¢ 7. Assim, no espago bidimensional a regido de
confianga tem a forma de um losango, com centro em p e eixos paralelos aos eixos
coordenados. No espago tridimensional a regido de confianga tem a forma de um
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octaedro regular, com faces triangulares, centro em p e eixos paralelos aos eixos
coordenados. E assim por diante.

E muito importante perceber que a Equagdo (3.61) sugere uma mudanga de
varidveis na forma

NX

Z :Zdi/(x/ _'uj) (3.67)

J=1

onde dj; representa o j-¢simo componente do i-€simo vetor caracteristico de Vx. Se os
valores caracteristicos sdo ordenados de forma que

A>A4>> Ay (3.68)

entdo as varia¢des observadas podem ser decompostas ao longo das dire¢oes definidas
pelos vetores caracteristicos, sendo que as variagdes sdo maximas ao longo de dj

(dire¢@o que define o maior eixo da hiper-elipse) e minimas ao longo da direcdo dyy
(direg@o que define o menor eixo da hiper-elipse). Por isso, os vetores caracteristicos
sdo freqiientemente chamados de dire¢des principais de variagdo, enquanto os valores
caracteristicos sdo usados para definir as diregdes do espaco ao longo das quais as
variagdes sdo mais importantes. Quando um ou mais dos valores caracteristicos
apresentam ordem de magnitude muito inferior as dos demais, ¢ possivel sugerir a
redu¢do do niimero de varidveis do problema, ja que isso indica que uma ou mais
combinagdes de variaveis permanecem essencialmente constantes no conjunto de dados.

1
Exemplo 3.27 - Seja o vetor de médias p:[z} e a matriz de covaridncias

100 9 . i ~
X = 9 | , CUJos valores caracteristicos sdao

100-4 9 ,
det| |77 | |=(100-2)(1-2)=81= 27 -1012+19=0

101£+/101> —4.19

2
A, =100.81153, A, =0.18847

A=

Observa-se que as flutuagdes ocorrem principalmente ao longo da direcdo 1,
enquanto as flutuagdes observadas ao longo da diregdo 2 sdo comparativamente pouco
importantes. Isso sugere que hd apenas uma variavel aleatoria no problema, e ndo duas,
como sugerido pela matriz de covariancias e observagdes experimentais. A direcdo
principal de variacdo pode ser obtida como,

100 9| a a 100a +9b=100.81153 a
=100.81153 = = a=11.0901
9 1]/b b 9a+b=100.81153 b
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Para obter o vetor unitario

11.0901 S
d, = = ||d,[=+v11.0901° +1* =11.13509

1

g ! 11.09017 [0.9960
' 11.13509 1 | 10.0898

que sugere a seguinte mudanca de variaveis

Assim

z, = 0.9960x, +0.0898x, —1.1756

que ¢ a verdadeira variavel aleatoria do problema.

A segunda direcdo de varia¢do pode ser obtida como,

100 9| a a 100a +9b =0.18847a
=0.18847 = = a=-0.09017b
9 1]||b b 9a+b=0.18847b

Para obter o vetor unitario

~0.09017 —
d, = = [d,]|=+0.09017* +1* =1.00406

1

L [-000017] _[-0.0898
27 1.00406 1 ~1 0.9960

que sugere a seguinte variavel se mantém essencialmente constante e igual a zero

Assim

z, = —0.0898x, +0.9960x, —1.9022 =0

Portanto

x, =0.09016x, +1.9098 = 0

3.6. Conclusoes

Foi mostrado nesse capitulo que, em geral, os parametros que caracterizam as
curvas de distribuicdo de probabilidades em problemas estocasticos (em particular a
média e a varidncia) ndo podem ser jamais obtidos por métodos empiricos. Nesses
casos, ¢ preciso definir procedimentos consistentes de inferéncia, a partir de dados
amostrados empiricamente. Contudo, as grandezas amostradas constituem também
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variaveis aleatorias, sujeitas a flutuacdes e incertezas. E necessario, portanto, descrever
como essas grandezas flutuam e definir a forma das respectivas distribuicdes de
probabilidade.

No caso particular de medidas sujeitas a flutuagdes normais, mostrou-se que a
média amostral flutua de acordo com a distribui¢do t de Student, que pode ser utilizada
para fins de determinacdo dos intervalos de confianga dos valores amostrados e para
comparagdes entre valores amostrados em diferentes conjuntos de dados. De forma
similar, mostrou-se que a varidncia amostral flutua de acordo com a distribui¢io >, que
também pode ser utilizada para fins de determinagdo dos intervalos de confianca dos
valores amostrados e para comparagdes entre valores amostrados em diferentes
conjuntos de dados. Contudo, comparacdes de variancias obtidas em diferentes
conjuntos de dados podem ser feitas de forma mais eficiente com o auxilio da
distribuicdo F de Fisher.

Finalmente, foi mostrado que a geometria natural das regides de confianga em
problemas multidimensionais, descritos adequadamente pela distribuicdo normal, ¢ a
geometria das formas elipticas. Nesse caso, os valores caracteristicos e vetores
caracteristicos que caracterizam a matriz de covariancias do problema representam
respectivamente os conteudos de incertezas e as dire¢des caracteristicas de flutuacdes
do problema analisado.

3.7. Leitura Adicional

Como ja discutido ao final dos Capitulos 1 e 2, a literatura dedicada a
apresentacdo e discussdo do problema amostral é imensa. Ndo cabe aqui, portanto, uma
revisdo extensa dessa area. O leitor interessado encontrara centenas de livros que
abordam esses assuntos em qualquer biblioteca dedicada a Matematica e a Engenharia.

Como ja apresentado anteriormente, um texto classico relacionado ao uso e
aplicagdo dos conceitos discutidos no Capitulo 3 em problemas de Engenharia ¢
apresentado em

“Process Analysis by Statistical Methods”, D.M. Himmelblau, John Wiley & Sons,
New York, 1970.

Um outro texto classico sobre analise e comparagdo de dados experimentais €
apresentado por

“Statistics for Experimenters. An Introduction to Design, Data Analysis, and Model
Building”,G.E.P. Box, W.G. Hunter ¢ J.S. Hunter, John Wiley & Sons, New York,
1978.

Uma discussdo mais formal sobre as propriedades matematicas associadas ao
problema de inferéncia estatistica e aos testes de hipoteses é apresentada em

“Probability and Statistical Inference. Volume 1: Probability”, J.G. Kalbfleisch,
Springer-Verlag, New York, 1985.
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“Probability and Statistical Inference. Volume 2: Statistical Inference”, J.G.
Kalbfleisch, Springer-Verlag, New York, 1985.

“Probability and Statistics. Theory and Applications.”, G. Blom, Springer-Verlag, New
York, 1989.

Textos basicos sobre a algebra de matrizes e formas quadraticas, em especial
sobre o calculo de valores e vetores caracteristicos, podem ser encontrados em

“Matrix Computations”, G.H. Golub e C.F. van Loan, The John Hopkins University
Press, Baltimore, 1996.

“Linear Algebra and Its Applications”, G. Strang, Harcourt Brace Jovanovich College
Publishers, Orlando, 1988.

“Advanced Engineering Mathematics”, C.R. Wylie e L.C. Barrett, McGraw-Hill, New
York, 1985.

3.8. Exercicios Sugeridos

1- Suponha que vocé esta insatisfeito com a reprodutibilidade de uma certa técnica
experimental e ndo pode comprar um novo equipamento ¢ nem pode melhorar a
técnica disponivel. O que vocé pode fazer para melhorar a precisdo das analises
efetuadas? Sera que vocé pode obter uma precisdo arbitrariamente pequena para uma
técnica experimental? Justifique.

2- Suponha que a analise de dados historicos disponiveis no laboratério indiquem que a
variancia de uma certa medida experimental ¢ igual a * = 1. Como vocé poderia
propor um sistema de amostragem que reduzisse em 10 vezes a varidncia das
medidas? Justifique.

3- Quatro turmas de operadores trabalham numa empresa quimica. O desempenho das
quatro turmas deve ser avaliado. Vocé é o engenheiro recomendado para isso. Para
tanto, vocé deve analisar os dados de conversdo do reator quimico onde se processa a
reacdo. Os dados disponiveis sdo os seguintes:

Turma 1l | Turma?2 | Turma 3 | Turma 4
0.892 0.850 0.775 0.915
0.910 0.875 0.872 0.921
0.880 0.880 0.650 0.917
0.900 0.842 0.881 0.911
0.920 0.900 0.910 0.907
0.905 0.910 0.720 0.899
0.860 0.891 0.851 0.912
0.920 0.905 0.820 0.910
0.904 0.870 0.730 0.907

N} fool EN] Ko)y U,N BN JUSE 1 \O) B
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10 0.930 0.865 0.780 0.913
11 0.921 0.880 0.792 0.905
12 0.872 0.891 0.751 0.898
13 0.897 0.832 0.891 0.902
14 0.880 0.886 0.950 0.911
15 0.911 0.872 0.971 0.907
16 0.908 0.907 0.918 0.906
17 0.915 0.652 0.863 0.913
18 0.882 0.871 0.721 0.908
19 0.920 0.915 0.753 0.906
20 0.900 0.870 0.828 0.909

a) Calcule as médias e variancias amostrais para cada conjunto de dados;

b) Calcule os intervalos de confianca da média e da variancia para cada conjunto
de dados. Explicite as hipoteses usadas;

c) Aplique os testes cabiveis e verifique se as turmas sdo ou ndo equivalentes;

d) Verifique se os dados de cada grupo podem estar correlacionados aos dados dos
demais;

e¢) Construa um grafico na seguinte forma:

Limite Superior de 98% de Confianga

Limite Inferior de 98% de Confianca

Para cada turma, verifique se ha outliers; ou seja, pontos fora da regido de
confianca. Podem ser observadas tendéncias de aumento ou decréscimo de
conversao?

f) Vocé mandaria alguma turma para treinamento?

4- Seja o conjunto de dados relativos a variavel x; retirados do computador com a rotina
RANDOM:

00 10 20 30 40
1 0.1025 0.2217 0.3737 0.8341 0.0910
2 0.1147 0.3344 0.4521 0.4298 0.9511
3 0.9508 0.1351 0.5811 0.6315 0.1223
4 0.7212 0.6227 0.9123 0.4726 0.8711
5 0.4393 0.5111 0.7314 0.6215 0.5661
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6 0.6161 0.7502 0.3122 0.5871 0.6161
7 0.0012 0.8192 0.4659 0.2012 0.9813
8 0.1200 0.9095 0.2197 0.3191 0.6715
9 0.8837 0.0195 0.7382 0.4615 0.2328
10 0.4141 0.5823 0.1180 0.9867 0.9142

a) Calcule média e variancia para a lista de medidas disponiveis.

b) Faca z; = x; e y; = x;+;.. Calcule o coeficiente de correlacdo entre z e y. Vocé
consegue observar alguma tendéncia?

c¢) Divida os dados em 10 classes, de forma que

Classe, = 0 < x, < 0.10, ..., Classe,, = 0.9 < x, < 1.00
Monte o histograma de freqiiéncia das classes.
d) A distribui¢@o obtida ¢ supostamente uniforme. Os dados confirmam isso?
Admitindo-se que

0, x <0
p(x) =41, 0<x<1
0, x >1

calcule a média e a variancia esperadas.
e) As médias e variancias obtidas podem ser consideradas equivalentes as teoricas?
Quais os limites de confianca dos dados obtidos?

5- Suponha que um problema estocastico envolve duas variaveis sujeitas a flutuagdes
normais. Suponha ainda que o vetor de médias e a respectiva matriz de covariancias

sdo dados por:
X, 1 v 1 09
X = ) = , =
o P oo 1

a) Calcule a forma da regido de confianca (faca ¢ = 1 na Equagdo (3.48));
b) Calcule as diregdes principais e interprete os resultados;
¢) Como vocé descreveria a regido de confianga, com um nivel de confianga
correspondente a ¢ = 1, onde vocé espera encontrar valores de x; e x,?
M <y < X

min max
X, =x,5Xx,

6- Trés valores medidos estdo disponiveis: 1.0, 1.5 ¢ 8.0.
a) Caracterize estatisticamente os dados;
b) Suponha que o experimentador desconfia do ultimo valor medido. Que conselho
vocé daria ao experimentador?
¢) Admita que um quarto valor € obtido e ¢ igual a 1.3. A sua opinido muda? E se o
quarto valor obtido for igual a 5.0? E se for igual a 9.1?



