Capitulo 1

Principios Basicos de Estatistica

1.1. A Natureza dos Problemas Cientificos e da Experimentacao

Desde o inicio da Histéria do Homem, temos sentido a necessidade de entender
o funcionamento do mundo que nos cerca. Essa necessidade de compreensdo sempre foi
motivada por questdes muito praticas, como por exemplo, entender o comportamento do
tempo, para prever a ocorréncia de chuvas ou de secas, que tém implicagdes diretas
sobre a sobrevivéncia das comunidades que dependem da agricultura para subsistir.
(Aliés, essa ¢ uma questdo que ainda consome o trabalho diario de milhares de pessoas
em todo o mundo, o que mostra como o conhecimento sobre certas questdes
fundamentais da vida pode se acumular muito lentamente ao longo dos anos.) Como
bem demonstra o exemplo, a necessidade de compreender o mundo, embora algumas
vezes busque apenas satisfazer a curiosidade de alguns “curiosos” sobre certas questdes
que os cercam, quase sempre nasce da vontade de se controlar ou prever um conjunto de
fenomenos naturais, de forma a tornar possivel melhorar, otimizar ou fazer com que a
natureza funcione de forma a nos beneficiar de alguma maneira particular. No exemplo,
todos esses elementos estdo presentes, como vemos abaixo:

Problema pratico: E necessario plantar para que se produzam alimentos. Secas
e enxurradas destroem as plantacdes, consomem o trabalho e provocam falta de
alimento. Seria bom saber onde e quando secas e enxurradas vao ocorrer, pois assim
poderiamos escolher o momento certo para plantar e para armazenar os alimentos.

Questao fundamental: Como funciona o tempo?

Finalidade basica da resposta: Prever o momento adequado para o plantio ¢
armazenamento de alimentos.

Embora o exemplo proposto seja extremamente simples, ele permite identificar
os elementos fundamentais do problema cientifico:

1- O problema pratico motivador;

2- A necessidade de compreensdo do fendmeno;

3- A necessidade de previsao.

O problema pratico motivador pode ser compreendido como a chama que aguga
a curiosidade do investigador. Qualquer um que ja teve a oportunidade de desenvolver e
submeter um projeto a uma agéncia de financiamento ja teve também que preencher um
formulario onde se pergunta para qué serve o projeto ¢ quais sdo os objetivos do projeto.
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E dificil acreditar que alguém esteja interessado em um problema sem que haja qualquer
objetivo a ser alcangado ou resposta a ser obtida. (Freqiientemente as pessoas discordam
sobre a relevancia dos objetivos a serem alcangados numa investigacdo, embora eles
nunca estejam ausentes.) O problema pratico constitui a mola fundamental da era
tecnologica e movimenta milhdes de pessoas em todo mundo, com uma infinidade de
pequenos e grandes problemas que precisam ser resolvidos.

Para que o problema possa ser resolvido de forma adequada, ¢ necessario
compreender os fendOmenos naturais que geram o problema pratico. Quais sdo as causas
do fendmeno? Quais sdo as conseqiiéncias? Como as causas e conseqiiéncias estdo
relacionadas? A busca de respostas para essas questdes ¢ freqiientemente denominada
de modelagem do fendmeno. As causas e conseqiiéncias sao usualmente denominadas
de variaveis do problema analisado. A estrutura que relaciona as variaveis do problema
¢ denominada de modelo.

Nesse ponto, uma questdo fundamental deve ser colocada: a identificacdo das
varidveis de um problema implica necessariamente na observacdo do fendmeno e na
obtencdo de dados (atividade empirica), enquanto a construgdo de uma estrutura que
relaciona as variaveis implica necessariamente em um processo abstrato para explicacdo
e justificativa dos resultados observados (atividade tedrica). Esse intimo relacionamento
existente entre as atividades empirica e tedrica foi compreendido desde o Iluminismo.
(Ainda hoje alguns “investigadores” continuam insistindo na discussdo sem sentido
sobre 0 que ¢ mais importante - investigagdo experimental ou tedrica. Ndo entre nessa,
pois experimento sem teoria ou teoria sem experimento nao faz sentido!!!!) S6 podemos
dizer que compreendemos um fendmeno se somos capazes de identificar as variaveis
relevantes do problema e se somos capazes de dizer como certos grupos de variaveis
influenciam os demais; ou seja, se temos um modelo para o fendmeno. Nessa fase, a
atividade experimental tem como principais objetivos permitir a identificagdo adequada
das variaveis relevantes do problema e a construgdo do modelo.

Finalmente, atinge-se a fase em que o conhecimento acumulado deve ser
utilizado para resolver o problema proposto. Assim, o modelo deve ser utilizado para
prover as respostas do problema. E a etapa de predigio. A resposta é entdo
implementada, visando resolver o problema pratico que originou a investigagdo. Caso a
resposta predita de fato resolva o problema pratico, dizemos que o modelo desenvolvido
¢ valido; caso contrario, a compreensao do fendmeno ndo foi adequada para resolver o
problema e precisa ser reavaliada. Novamente a teoria e a pratica estdo inter-
relacionadas, haja visto que a compreensdo tedrica s6 ganha importincia se pode ser
aplicada para resolver o problema pratico original. Se isto ndo & possivel, a teoria
construida ndo tem validade no mundo que nos interessa de fato e tem que ser revista.

Tomando como base a discussdo acima, vé-se que € através da experimentagdo
que os problemas praticos sdo construidos, que a as variaveis relevantes do problema
sdo identificadas e que o modelo pode ser montado e validado. A pratica tedrica permite
correlacionar as variaveis e fazer previsdes, que fornecem as respostas para os
problemas praticos originalmente propostos (e outros que porventura venham a serem
propostos).
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1.2. Metodologia Cientifica e Experimentacio

As discussdes apresentadas anteriormente podem ser colocadas num contexto
mais geral, definindo-se a Metodologia Cientifica de tratar um problema. Este contexto
mais genérico esta apresentado resumidamente na Figura 1.1.

Observacgdes ¢ fatos
geram um problema.

y

Realizam-se experimentos.
Acumula-se informacao de
natureza empirica.

y

I[dentificam-se variaveis relevantes.
Constroem-se modelos.

y

[ Usa-se o modelo para responder

perguntas e fazer previsoes.

Respostas e
previsoes sdo confirmadas
experimentalmente?

Problema
resolvido.

Figura 1.1 - Esquema Geral do Método Cientifico.
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O que a Figura 1.1 ndo acentua, no entanto, sdo os seguintes pontos:
1.2.1. A natureza ciclica do trabalho cientifico

Como o conhecimento acumulado ¢ sempre utilizado para resolver os mais
variados problemas, mesmo aqueles que ndo foram originalmente propostos e utilizados
para gerar os modelos, os modelos sdo continuamente testados. Isso faz com que a
abrangéncia do modelo aumente continuamente (desde que as respostas providas sejam
de fato uteis e confirmadas experimentalmente) e que ele seja continuamente revisto e
melhorado (o que ocorre sempre que uma resposta obtida seja inadequada e seja negada
pela observagdo empirica).

O exemplo classico desta “natureza ciclica” ¢ a da Teoria do Movimento de
Newton. As Leis de Newton foram utilizadas nos mais diversos campos da Ciéncia de
forma bem sucedida para descrever os mais variados fenomenos. No momento em que
os fisicos tentaram utilizar as Leis de Newton para descrever o movimento dos sistemas
de alta energia, tanto na Astronomia quanto na Fisica Atomica, as respostas obtidas com
o modelo foram negadas pelas observacdes experimentais. Nesse momento, houve a
necessidade de modificar o modelo, para que as novas observagdes pudessem ser
também descritas pela estrutura tedrica - e nasceu a Teoria da Relatividade. Note que
mais de 100 anos separam as Leis de Newton da Teoria da Relatividade, o que
demonstra que a Teoria do Movimento de Newton foi testada durante muito tempo até
se demonstrar incompleta. Quanto mais tempo uma estrutura tedrica permanece viva e
mais ela ¢ testada, mais bem sucedida ela é. Hoje as Leis de Newton podem ser vistas
como aproximagdes excelentes da teoria mais geral, validas para sistemas de baixas
energias.

Estes fatos mostram que o investigador jamais deve acreditar em verdades
absolutas e deve estar sempre preparado para contestar o conhecimento estabelecido.
Pense que apenas uma fracdo muito pequena de todas as observagdes possiveis ja foi de
fato feita. Tudo ainda esta por ser descoberto.

1.2.2. A natureza imparcial do trabalho cientifico

Se um conhecimento cientifico ¢ de fato obtido, ele deve poder ser utilizado por
todos para resolver problemas semelhantes. Desta forma, observacdes experimentais
devem ser reprodutiveis e os mesmos resultados devem ser obtidos sempre que as
mesmas condicdes forem impostas ao problema. Se condi¢des similares levam a
observacoes distintas, ndo ha como sistematizar o conhecimento, ndo ha como construir
modelos e ndo hd como fazer predi¢des. Nao ha Ciéncia, portanto. O conhecimento e a
metodologia cientificos ndo sdo manifestagdes individualizadas nem profissdes de fé (o
que de forma nenhuma invalida estas manifestagdes do espirito humano, como forma de
compreender a vida e o universo). Por isso, o bom investigador sempre reproduz suas
observagdes, para garantir que estas sdo validas e representam de fato um fendmeno real
que pode ser controlado.

1.2.3. A natureza limitada do trabalho cientifico
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Para que as observagdes sejam feitas, diversas condi¢des devem ser impostas ao
sistema experimental investigado, de maneira que as conclusdes obtidas s6 sdo validas
no contexto limitado em que as observagdes sdo feitas. Algumas destas condigdes sdo
impostas sem mesmo que saibamos disto. Por exemplo, sdo classicos os estudos sobre a
natureza ondulatéria ou particulada das radiagdes eletromagnéticas, particularmente da
luz. A depender de como as condi¢des experimentais sdo fixadas, conclui-se ou uma
coisa ou outra. Hoje, sabe-se que toda particula em movimento tem a ela associado um
movimento ondulatério e vice-versa. O investigador e o ambiente interagem de forma
nem sempre bem definida com o experimento que estd sendo realizado e podem
interferir nos resultados finais obtidos. Como ndo podemos controlar os efeitos que ndo
conhecemos, ¢ natural que os resultados experimentais obtidos em condigdes
semelhantes ndo sejam exatamente os mesmos. Por isso, toda a observacao
experimental esta sujeita a flutuacdes ou a um certo grau de incerteza. Nao € possivel
obter um resultado experimental 100% correto, pois ndo € possivel controlar todo o
universo para que realizemos o experimento. O ideal ¢ que as flutuac¢des (ou incertezas
ou erro experimental) sejam tdo pequenas quanto possivel, indicando um controle
bastante efetivo sobre as varidveis mais relevantes para a consecugdo dos dados
experimentais obtidos.

1.2.4. A natureza limitada do modelo

Como toda observacdo experimental esta sujeita a flutuagdes e deve ter seu
escopo limitado ao contexto experimental em que foi executado, ndo ¢ possivel
construir modelos perfeitos. Desta forma, nenhum modelo reflete exatamente a
realidade e incertezas tedricas devem também ser esperadas. Um modelo bem sucedido
¢ aquele que consegue explicar os resultados experimentais com incertezas compativeis
com aquelas observadas experimentalmente. Ndo é possivel descrever a realidade com
precisdao maior do que aquela permitida pela observacao experimental. Como o modelo
¢ utilizado para fazer previsdes e prover respostas a perguntas feitas, toda previsdo e
resposta obtida através do modelo também apresentam um certo grau de incerteza, que
deve ser considerada.

Por tudo o que foi discutido, observa-se que tdo ou mais importante que a
propria observacdo experimental € a caracterizagdo apropriada das incertezas a que tais
observagoes estdo sujeitas.

1.3. As Fontes de Erro e o Ideal Deterministico

O homem tem procurado através dos tempos as leis que regem o funcionamento
do universo. Segundo o ideal positivista, uma vez conhecidas as leis que regem o
universo seriamos capazes de entender todo o passado e todo o futuro, ja que o
desenrolar da vida e da histéria nada mais seria do que a solu¢do do complexo sistema
de equagdes que representaria estas leis supremas. O destino teria sido ditado quando as
condicdes iniciais foram fixadas e todo o universo foi colocado em movimento.

Diz-se que um sistema ou processo ¢ determinista ou deterministico se,
fazendo-se sempre a mesma pergunta, obtém-se sempre a mesma resposta. Esse ¢ o
resultado tipico que se obtém ao se resolver um conjunto de equacdes matematicas,
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como aquelas que descreveriam o funcionamento do universo. Por exemplo, seja o caso
de um tanque de reacdo continuamente alimentado por uma corrente de processo
(Figura 1.2), que flui com vazao (volume/tempo) conhecida e que contém um composto
A numa concentragdo também conhecida (massa/volume). Suponha ainda que ¢
conhecida a vazdo da corrente de retirada (volume/tempo), que contém A numa
concentracdo C, (massa/volume) desconhecida. Sabe-se que A se transforma em um
segundo composto B dentro do tanque, fendmeno esse chamado de reacdo quimica. A
velocidade com que essa transformagao ocorre ¢ conhecida pelos quimicos e descrita
pela relagdo

R,=KC)V (1.1)

onde R, (massa/tempo) ¢ a velocidade da transformagdo, K (1/tempo) ¢ uma constante
caracteristica do sistema e 7 (volume) é o volume ocupado do tanque. Usando a “lei”
desse pequeno universo que diz que “a massa se conserva”, é possivel dizer que todo o
composto A que entra na alimentacdo ou sai na corrente de retirada ou vira B. Nesse
caso, € possivel escrever as seguintes relagdes matematicas, que representam essa “lei”
do universo:

o 4 N\
C"A vl

OO "
A-B | . T

A /G

Figura 1.2 - O Tanque de Reagdo Continuamente Agitado.

q,C., =qC,+KCV (L.2)
C
= oo (1.3)
q+KV

Dessa forma, repare que sob as mesmas condigdes de operagdo (¢o, ¢, Cao, V),
obtém-se sempre o mesmo valor de C,4. A solugdo desse problema, na forma proposta,
estd completamente determinada pelas condi¢des da experimentagao.

Sabe-se que isso nem sempre ¢ verdade. Todos ja experimentaram a sensacao de
tentar tirar o numero seis no dado, sem sucesso. Varios fatores contribuem para que o
resultado de um experimento seja desconhecido, mesmo que a principio todas as
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variaveis parecam estar bem definidas. E o chamado pesadelo determinista. Vejamos
alguns exemplos:

1.3.1. O livre arbitrio

Sob condi¢des idénticas o individuo pode optar por solugdes diferentes. Embora
esta seja uma questdo extremamente complexa, com aspectos religiosos, filosoficos e
morais que ndo pretendemos aprofundar aqui, o fato ¢ que a alma humana ¢ bastante
complexa e resolve problemas de formas inusitadas e imprevistas. Por isso a dificuldade
de se fazer previsdes nas areas de Ciéncias Humanas e Sociais.

1.3.2. A heterogeneidade dos individuos

Os individuos de um grupo ndo s@o idénticos e respondem de forma diferente a
diferentes impulsos. Dessa forma, a ndo ser que todos os elementos do grupo sejam
conhecidos com detalhes, previsdes sobre comportamentos coletivos sdo complexos.
Isso ¢ verdade tanto nas areas de Ciéncias Humanas e Sociais quanto nas areas de
Ciéncias Exatas. Isso ocorre, por exemplo, sempre que se tentam prever as propriedades
da gasolina ou outras fracdes de petroleo, que sdo misturas complexas de um ntimero
enorme de compostos quimicos distintos. Problemas similares ocorrem durante a analise
de sistemas biologicos, dado que as células dos organismos que constituem esses
sistemas ndo sdo necessariamente iguais.

1.3.3. A precisao finita dos instrumentos de medidas

Mesmo que fossem conhecidas todas as “leis” do universo, ainda assim
teriamos dificuldades de fazer previsdes absolutamente corretas, porque os instrumentos
de medida tém capacidade finita de afericdo. Nao conseguimos nunca observar uma
grandeza com todas as infinitas casas decimais. As medidas reais se aproximam mais do
esquema apresentado na Figura 1.3, onde se observam flutuagdes (ruidos) por causa da
precisdo finita do instrumento. Qual o valor real da medida apresentada no registro da
Figura 1.3?

X

Figura 1.3 - Registro de uma Variavel x com Ruido como uma Funcao do Tempo.
1.3.4. A medicao indireta e a necessidade de calibracgio

Muitas vezes € necessario inferir uma variavel a partir da medida de uma outra
variavel. Por exemplo, quando se mede a temperatura com um termdmetro de mercurio,
mede-se de fato o volume do mercurio em um cilindro graduado. Como o volume do
mercurio muda com o aumento da temperatura (como ocorre com todas as demais
substancias), relaciona-se o volume medido com a temperatura do sistema. Isso gera a
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necessidade de construir uma fung¢do que relaciona o volume com a temperatura,
chamada de modelo de calibracdo. Contudo, como é possivel escolher o melhor
modelo de calibragdo? Como ¢é possivel garantir que o modelo de calibragcdo permanece
valido em todas as condi¢des de experimentagcdo? Esses fatos introduzem incertezas
adicionais ao processo de medicao e aos valores experimentais medidos.

1.3.5. A possivel existéncia de falha no processo de medicao

Instrumentos sdo constituidos por equipamentos e processos; portanto, estdo
sujeitos a falhas. Por exemplo, uma régua plastica pode se deformar quando ¢ mal
acondicionada em mochilas e pastas escolares, introduzindo erros e imprecisdes
adicionais no processo de medida. De forma similar, a existéncia de mau contato em um
circuito elétrico pode causar ruido e desvios nas medidas fornecidas por um
equipamento. O problema ¢ que esses desvios e deformagdes nem sempre sdo
percebidos pelo experimentador.

1.3.6. O controle limitado sobre um niimero pequeno de variaveis

E um fato adicional ¢ que ndo conhecemos todas as varidveis relevantes para um
dado problema com toda a precisdo. Em geral, apenas as varidveis mais importantes sao
levadas em consideragdo durante a analise de um problema real, de forma que
flutuagdes podem ser esperadas por conta das variaveis ndo controladas do problema.
Por exemplo, sera que todos os possiveis contaminantes da corrente de alimentagdo sdo
conhecidos? Sera que o isolamento ¢ perfeito e ndo ha nenhuma perda de calor no
sistema?

E qual ¢ a conseqiiéncia desses fatos? A principal delas é que, mesmo quando
conhecemos bastante um sistema, ha sempre algum grau de incerteza, algum grau de
variabilidade, algum grau de imprecisdo. Nunca ¢ possivel garantir com certeza absoluta
qual é o resultado de um determinado experimento. Diferentes equipamentos de
medidas e diferentes experimentadores obtém valores medidos diferentes para uma
mesma variavel medida. Obviamente, alguns sistemas apresentam maior ou menor grau
de imprecisdo que outros. Parece dbvio que uma coisa ¢ a precisdo obtida quando se
prevé o comportamento meteorologico e outra € a precisdo obtida quando se prevé o
tempo que um objeto que cai do 3" andar de um bloco de apartamentos leva para atingir
o chdo. E, portanto, ja sentimos aqui a necessidade de caracterizar o grau de
variabilidade existente num sistema experimental qualquer.

Diz-se que sistemas que apresentam variabilidades ou incertezas quanto ao
resultado final t€m natureza estatistica ou estocastica. O exemplo clédssico de
comportamento estocastico ¢ o experimento dos dados ou da roleta. Estes sdo casos
limites de aleatoriedade, no entanto, haja visto que € sempre possivel estabelecer algum
grau de determinismo em problemas preponderantemente estocasticos e vice-versa. Por
exemplo, sabemos que, ao langarmos um dado, nunca obteremos valores maiores do que
6 ¢ menores do que 1. De forma similar, correntes quimicas sempre t€ém algum grau de
impureza ¢ os instrumentos de medida ndo sdo perfeitos, de forma que o valor de C4 no
tanque de reag¢do da Figura 1.2 s6 pode ser obtido com um certo grau de precisdo. Além
disso, desde a década de 70 sabe-se que sistemas deterministicos regidos por equagdes
diferenciais ndo lineares podem apresentar dependéncia exponencial aos dados iniciais
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A variavel X parece flutuar mais que a variavel Y e parece também flutuar de forma um
pouco mais regular, embora ndo seja possivel identificar um padrdo de comportamento
na Figura 1.4. No entanto, uma observacdo um pouco mais profunda dos dados ¢
apresentada na Figura 1.5.
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Figura 1.5 - Analise de Duas Seqiiéncias de Medidas X e ¥ Deslocadas.

A Figura 1.5 mostra com clareza que a flutuagdo observada na medida de X nada
tem de aleatéria; muito pelo contrario, a medida seguinte (X;+;) ¢ uma fungdo
deterministica da medida anterior (X;). Isso mostra que a identificagdo do grau de
aleatoriedade ou de determinismo de um sinal experimental constitui um problema



Capitulo 1: Principios Bdsicos de Estatistica 11

relevante para o experimentador per si. O sinal da variavel Y parece ter um grau maior
de aleatoriedade que o sinal da varidvel X. Contudo, apenas uma investigacdo mais
profunda das propriedades da medida, com o auxilio das ferramentas matematicas ¢
numéricas apresentadas nos proximos capitulos desse livro, pode permitir que o
experimentador defina em bases solidas se uma medida pode ser considerada aleatoria
ou nao.

1.4. Os Conceitos de Probabilidade e de Média

Um conjunto de medidas da varidvel x ¢é feito, resultando nos resultados
apresentados na Tabela 1.1.

Tabela 1.1 - Conjunto de Medidas Experimentais Obtidas para a Variavel x.
medida | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7| 8 | 9 | 10
x | 050060 | 050|040 | 0.50 | 0.50 | 0.50 | 0.40 | 0.50 | 0.50

Dados os diferentes valores obtidos durante as varias medidas efetuadas, parece
licito perguntar: qual o valor "real” de x? A resposta correta para esta pergunta é: NAO
SEI! Supde-se aqui que todas as medidas foram feitas corretamente e que, portanto,
espelham de forma semelhante o valor de x. Nao ha como adivinhar a principio qual € a
melhor medida ou qual medida representa melhor o conjunto de medidas. Apesar de
tudo isto, ainda assim ¢ necessario definir um valor para x, pois varios processos de
tomada de decisdo podem depender disto. Por exemplo, se x for a medida da quantidade
de um contaminante industrial presente num efluente lancado em um rio, a definicao do
valor de x pode resultar numa multa emitida pela Secretaria de Meio Ambiente.

Quando as medidas estdo sujeitas a flutuagdes, podemos apenas fornecer um
valor que represente o conjunto de medidas de x de forma conveniente. Por exemplo:

FORMA 1: x=0.50
0.5 é o valor que aparece mais freqiientemente no conjunto de medidas. Este
valor € usualmente chamado de MODA do conjunto de medidas.

FORMA 2: x:0'6+7'0'5+2.0'4=0.49

10
Este ¢ um valor usado comumente para representar um conjunto de numeros,
chamado de MEDIA ARITMETICA. Este valor é uma soma ponderada dos varios
nimeros que apareceram no conjunto original de dados. A ponderacdo utilizada ¢é a
freqiiéncia com que o nlimero aparece no conjunto.

FORMA 3: x = (O.6~O.57 0.4 )%0 =0.48697

Este é um valor usado também com freqiiéncia para representar um conjunto de
numeros, chamado de MEDIA GEOMETRICA. Este valor é um produto ponderado dos
varios nimeros que apareceram no conjunto original de dados. A ponderacao utilizada ¢
a freqiiéncia com que o nimero aparece no conjunto.
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Qual destas (ou possivelmente outras) ¢ a melhor forma de representar x? Para
responder esta pergunta ¢ conveniente introduzir primeiro o conceito de probabilidade.
Define-se como probabilidade a EXPECTATIVA que se tem de que um certo valor (ou
conjunto de valores) possa ocorrer como resultado de um experimento. A probabilidade
é expressa como a FRACAO das vezes que se espera que o resultado ocorra, quando o
experimento ¢ realizado um nimero muito grande de vezes, tendendo ao INFINITO.

Observe que, na defini¢do proposta para probabilidade, alguns pontos merecem
ser enfatizados. Primeiramente, a probabilidade é apenas uma EXPECTATIVA de que
o resultado ocorra e niao deve ser confundida com o resultado experimental
propriamente dito. Expectativas nem sempre sdo confirmadas e a vida real esta cheia
destes exemplos. Azardes surpreendem nos esportes, crises econdmicas parecem que as
vezes nascem do nada, pessoas dadas como mortas nas UTIs renascem
inexplicavelmente, etc. Esta ¢ uma caracteristica que nunca deve ser esquecida:
probabilidade ¢ uma coisa e resultado ¢ outra. No fundo, a probabilidade sempre
expressa um certo desconhecimento do problema analisado, uma vez que nao garante o
resultado obtido.

Em segundo lugar, a probabilidade é expressa como a FRACAO de vezes que se
espera que o resultado analisado seja de fato obtido, se o experimento for realizado
varias vezes. Desta forma, a probabilidade ¢ sempre um niimero positivo, contido no
intervalo [0,1]. Mais ainda: a soma das probabilidades de todas as respostas possiveis €
necessariamente igual a 1, pois sempre pelo menos um dos resultados possiveis vai ser
obtido experimentalmente. Se a soma das probabilidades ndao for igual a 1, é porque
existem resultados possiveis que ndo estdo sendo analisados.

Finalmente, a probabilidade é definida como uma fracdo de vezes que se espera
que o resultado seja obtido, quando o nimero de experimentos ¢ INFINITAMENTE
grande. Portanto, a probabilidade s6 ganha significado real mais profundo quando
infinitos experimentos podem ser realizados, o que nunca € possivel na pratica. Por
maior que seja o numero de vezes que se conduz um experimento, esse numero €
sempre finito. H4, portanto, um enorme esfor¢co de abstracdo para a defini¢do de
probabilidade. Usualmente, experimentos sdo realizados uma tnica vez ou um numero
muito pequeno de vezes, de forma que as decisdes tomadas com bases em expectativas,
descritas por probabilidades, devem ser tomadas com prudéncia e conhecimento técnico
aprofundado sobre os critérios de tomada de decisdo. Por exemplo, ao se dizer que uma
usina atomica € 99% segura, diz-se indiretamente que ela ¢ 1% insegura. O problema ¢
que se a expectativa menos provavel se confirmar, milhares ou milhdes de pessoas
podem ser grandemente prejudicadas, a despeito das proximas usinas atomicas
instaladas na regido para substituirem a usina insegura funcionarem a contento. Na
realidade, depois da primeira falha, milhares de pessoas ndo sobrevivem para confirmar
o sucesso das outras 99 tentativas. Isto se ainda forem vidveis novas tentativas.

Com base nestas discussodes, ¢ possivel introduzir um linguajar matematico mais
preciso na forma:
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lim | f lim | f
p; = ./f_'i—mo & |F I e (14)

onde p; ¢ a probabilidade associada ao evento (resultado) i, f; ¢ a freqli€ncia ou niimero
de vezes que o resultado i é obtido no conjunto de repeticdes do experimento, NR € o
nimero de resultados possiveis para o experimento ¢ Ny é o numero total de
observagdes. Como ja discutido:

0<p, <1 (1.5)
NR
2. p =1 (1.6)
i=1

Exemplo 1.2 - Baseado na discussdo anterior, qual a probabilidade de tirar 6 num dado?
Admitindo-se que as expectativas quanto a qualquer dos possiveis seis resultados sdo
idénticas e que, portanto, os seis resultados possiveis sdo igualmente provaveis, conclui-
se que:

Di=D,=P3=Py,=DPs=Dc=1D

NR 1
2 p=6p=1 = p=-
i1 6

E importante observar que a hipotese de que as seis faces sdo igualmente
provaveis pode ndo ser verdadeira e que pequenos defeitos de fabricagdo facam com
que certas faces ocorram mais freqiientemente que outras. Por isto, o resultado acima ¢
usualmente utilizado para definir o dado ideal.

Uma vez conhecidos os possiveis resultados de um problema e as expectativas
associadas a cada um destes resultados, conhece-se praticamente tudo sobre o destino
do experimento. Este acimulo de conhecimento pode ser representado numa forma
grafica bastante conveniente chamada de Histograma. Um histograma ¢ um grafico que
mostra todos os possiveis resultados experimentais e as respectivas expectativas ou
probabilidades de que de fato se realizem. Um histograma ilustra, portanto, uma certa
distribuiciao de probabilidades, caracteristica do experimento analisado. Um exemplo
¢ apresentado na Figura 1.6 abaixo.
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Figura 1.6 - Exemplo de um Histograma.

Exemplo 1.3 - Para o problema proposto no Exemplo 1.2, apresentam-se abaixo os
histogramas de probabilidades para o dado ideal (Figura 1.7) e para um dado real
(Figura 1.8). E muito importante que se perceba, no entanto, que a Figura 1.8 pressupde
que o experimento (jogar o dado) tenha sido realizado infinitas vezes. Como isso nao ¢
possivel, a Figura 1.8 deve ser encarada de fato como uma aproximagdo de um certo
grau do verdadeiro histograma de probabilidades do dado real.
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Figura 1.7 - Histograma de Probabilidades para o Dado Ideal.
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Figura 1.8 - Histograma de Probabilidades para um certo Dado Real (obtido a partir de
1000 experimentos).

Voltemos agora a questdo de como representar um conjunto de medidas sujeitas
a flutuagdes. Observe que, colocadas na forma de um histograma, a questido que se
coloca ¢ como escolher um numero que represente a totalidade do histograma de
probabilidades. De outra forma, a questdo que se coloca € escolher um nimero que
identifique de alguma maneira um valor em torno do qual as probabilidades se
distribuem. Podemos dizer que buscamos um nimero que caracterize o histograma
quanto ao movimento de translagdo, capaz de servir como base para tomadas de decisdo
e comparagdes. Por motivagdes praticas, algumas propriedades devem ser satisfeitas por
€sse nimero:

1- Deve ter uma posi¢do central, no sentido de que as probabilidades devem se
distribuir em torno deste numero (ou seja, o numero deve representar de alguma forma
os possiveis resultados do experimento);

2- Deve ser unicamente determinado, no sentido de que deve resultar de uma
transformag@o injetora, de forma que cada histograma resulte num unico valor de
referéncia (ou seja, a aplicagdo da operagdo sobre o histograma deve resultar e um unico
valor, para que se eliminem ambigiiidades de defini¢do).

E facil mostrar com contra-exemplos que a moda (valor que aparece mais
freqiientemente) e a mediana (valor que divide o histograma em dois subconjuntos de
iguais probabilidades) ndo satisfazem a segunda condi¢do descrita acima; ou seja, sdo
medidas ambiguas do histograma. Por exemplo, na Figura 1.7 todos os niimeros sdo
igualmente provaveis, donde ndo ¢ possivel definir a moda. Nesta mesma figura,
qualquer numero real no intervalo (3,4) divide o histograma em dois subconjuntos de
probabilidade igual a 50%, donde se conclui que a mediana também ¢ ambigua. Assim,
embora a moda e a mediana possam ser definidas e utilizadas em muitos problemas,
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elas ndo servem de forma inequivoca para fins de caracterizagdo e comparagdo de
histogramas (e distribui¢des de probabilidade).

Os conceitos de média aritmética e média geométrica podem ser estendidos para
o histograma de probabilidades na forma:

NR
Hy = zpixi (1.7)
i=1
G NR p
uy=1]x" (1.8)
i=1

E facil mostrar que ambas as defini¢des satisfazem as condig¢des 1 ¢ 2 impostas
anteriormente. A comprovacgao da propriedade 2 ¢ trivial para ambos os casos, pois para
cada conjunto de valores xi,...,xyg € pi, ..., Py as operacdes representadas pelas
Equacdes (1.7) e (1.8) resultam em um unico nimero. Pode-se dizer, portanto, que a
definicdo das médias aritmética e geométrica nao resulta em qualquer tipo de
ambigiiidade. Isso ndo deve ser confundido com a afirmacdo inversa; ou seja, a média
NAO caracteriza inequivocamente a distribuigdo de probabilidades que a gerou.
Portanto, diferentes distribui¢cdes de probabilidade podem gerar os mesmos valores de
média. Essa afirmagdo pode ser provada com um contra-exemplo simples, como
mostrado na Figura 1.9. Portanto, a média ndo substitui de forma alguma a informagéo
contida no histograma de probabilidades; apenas fornece um valor em torno do qual os
resultados flutuam.

Para provar a validade da primeira condi¢do imposta, suponha que os valores

X1, ..., Xng €Std0 organizados em ordem crescente. Entdo:
NR NR NR
Zpixllegzpi i::u)(szpixNR:xNR (1.9)
i=1 i=1 i=1
NR p NR p NR p
Hxl l :xlSH'xi l :/'IXSHxNR L= X (1.10)
i= i=1

Logo, as médias aritmética e geométrica sdo sempre centrais, no sentido de que
assumem valores contidos no intervalo formado pelos valores admissiveis maximo e
minimo do experimento. Isso NAO significa dizer, como usualmente admitido, que a
média expresse o valor mais provavel ou que tenha algum significado fisico especial.
Por exemplo, no Histograma 1 da Figura 1.9 observa-se que, apesar da média aritmética
ser igual a 2, esse valor ndo ¢ de fato admissivel, por ocorrer com probabilidade zero.
Os valores mais provaveis nesse caso sdo os resultados x = 1 ¢ x = 3, cada um com
freqiliéncia relativa de 50%. A média deve ser encarada, portanto, como uma entidade
numérica que apenas eventualmente pode admitir algum tipo de interpretacdo fisica ou
de fato refletir um resultado que apresente maxima probabilidade de ocorrer. A Figura
1.10 procura ilustrar os diferentes conceitos de média.
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Figura 1.9 - Exemplos de Histogramas de Probabilidade com uy = 2.
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Figura 1.10 - [lustracdo dos Diferentes Conceitos de Média.

Exemplo 1.4 - Para o dado ideal apresentado nos Exemplos 1.2 e 1.3, a média
aritmética pode ser calculada como

NS SN A e |

1
=1-—4+2-—+3—-4+4-—+5 =
A ™ 6 6 6

+6-—=3.5
6

O valor 3.5 certamente nunca pode ser obtido do langamento de um dado, ilustrando que
a média ndo ¢ necessariamente o valor mais provavel do experimento nem precisa ser
um resultado fisico real.
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1.5. O Conceito de Variaveis Independentes e as Propriedades da
Média

E importante observar que podem ocorrer problemas com valores negativos no
caso da média geométrica, o que pode tornar esse nimero inconveniente para aplicagcdes
em certos problemas. Portanto, ha motiva¢des matematicas adicionais para se escolher
uma ou outra operacdo de média, a depender do problema estudado. Pode-se dizer que a
média aritmética ¢ uma definicdo muito conveniente de média, pois pode ser calculada
facilmente a partir do histograma de probabilidades e apresenta uma série de
propriedades que facilitam a sua aplicagdo em problemas de analise matematica. Deve
ser aqui salientado que trés propriedades de enorme importancia para o uso de médias
sdo:

Propriedade 1.1 - Sejam o conjunto (x;, p;) um histograma de probabilidades ¢ & um
escalar. Entdo, p,x=E{ax} = aE{x} =oux.

NR NR
Hox =2 p(ax)=a) px, = au, (1.11)
i=1

i=1

Portanto, ao multiplicar os resultados possiveis por um escalar a qualquer, a média
aritmética fica multiplicada pelo mesmo escalar a.

Propriedade 1.2 - Sejam o conjunto (x;, p;) um histograma de probabilidades e & um
escalar. Entdo, u’, =au.

NR NR

1 =1 (ax)" =a[ [(x)"" = aug (1.12)

i=1 i=1

Portanto, ao multiplicar os resultados possiveis por um escalar « qualquer, a
média geométrica fica multiplicada pelo mesmo escalar a.

Propriedade 1.3 - Sejam os dois histogramas de probabilidades (x;, py) € (vi, Pyi)-
Entdo, pyry=E{x+y} =E{x} + E{y} =ux + wr.

Para provarmos a Propriedade 1.3, ¢ bastante conveniente introduzirmos alguns
conceitos relativos a probabilidade conjunta de resultados. Diz-se que dois
experimentos aleatdrios sdo independentes quando os respectivos histogramas de
probabilidade (x;, p.;) € (v, pyi) ndo dependem dos resultados obtidos. Por exemplo, para
o caso do dado ideal, espera-se que a probabilidade de se tirar o nimero 1 na segunda
vez que se rola o dado independa do valor obtido da primeira vez que se rolou o dado.
Ou seja, ao se repetir o experimento, o histograma de probabilidades independe do
primeiro resultado encontrado. Quando experimentos sdo independentes, a
probabilidade de obter uma certa seqiiéncia de resultados pode ser dada por:

N
P(x,.xy) =] P (1.13)
i=1
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Para entendermos a Expressdo (1.13), basta verificarmos que, a medida que se
estende o nimero de experimentos a infinito, uma fracdo p,; destes experimentos tera x;
como primeiro resultado. Desta fracdo, uma fragdo p,, terd x, como segundo resultado;
ou seja, uma fracao pyj-py, destes experimentos tera x| € x, como primeiros resultados,
nesta ordem. Por indugdo, chega-se a Equacdo (1.13). Desta forma, se os experimentos

sdo independentes, o histograma que descreve a probabilidade de se obter uma certa N-
tupla ordenada de resultados é:

([xl,...,xN],ljpx,-j

Podemos agora voltar a Propriedade 1.3. Admitimos, por comodidade da
apresentagdo, que os histogramas (x;, py;) € (vi, pyi) estendem-se ao dominio de todos os
nameros inteiros contidos em (-0, +o). Isto em nada restringe o problema, ja que
podemos associar probabilidades iguais a zero aqueles valores que ndo fazem parte de
fato do histograma particular estudado e ja que podemos multiplicar cada niimero
natural por um numero real Aq arbitrariamente pequeno, se quisermos trabalhar com
intervalos de niimeros reais.

Sejam x e y dois experimentos aleatorios obtidos dos histogramas (x;, px;) € (5
Dyi)- Neste caso

00

My = E{x} = z xp, (x) (1.14)
ty =B{y}= i w, (v) (1.15)

O valor médio do histograma da soma de x e y deve ser representado como:

0

oy =Blxtyl= 20 (x+) P, (x+) (1.16)

X+y=-00

onde p+,)(x+y) é a probabilidade de, dados dois experimentos x € y, obtermos a soma
x+y. Para facilitar a notacdo, chamemos m =x + y.

0

ty =E{m} = z mp,, (m) (1.17)

m=—00

A questdo entdo ¢ calcular a distribui¢do de probabilidades de m. Se x e y s@o
eventos independentes, considerando-se que m pode ser obtido de varias maneiras
diferentes (por exemplo, m = 4 pode ser obtido como 1+3, 2+2, 3+1, 440, etc...), a
Equacgdo (1.13) pode ser usada para calcularmos a probabilidade de cada uma das
possiveis combinacdes, de forma que:
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P, (m)= 2. p.(x)p, (m=x) (1.18)
Logo,
ty =E Z pr x)p,(m—x) (1.19)

Agora, vejamos que o somatério da Equacdo (1.19) pode ser visualizado na
forma:

+(=3) 4+ 2 (3)p, (0) + 2. (-2) p, (<)) + 2, (<) p, (-2) + P, (0) p, (-3) ++}
+(=2){+ p.(=3)p, () + p,(-2)p,(0) + p,(-1) P, (-1) + P, (0) p, (=2) +-}
+(=D{+p(=3)p,(2)+ p(-2)p, (1) + p.(-1)p,(0) + . (0)p, (=1) +-}
+(0) {-+ P (-3)p,(3) + p.(-2)p,(2) + p.(-)p,(1) + p.(0)p,(0) +-}
+ (1) {+p(=3)p,(4)+ p.(-2)p,(3) + p.(-1)p,(2) + p.(0)p, (1) +}

Lendo o somatdrio de cima para baixo

0 00

H=3)p(3) 2 )+ (r=2) 2 (2) 2, 2, ()¢
NS RGOS p e
ou sia
PIDWADINCEDED IPH TR P VN IED
Portanto

Z S o (), (3)+ S S w (x) = puy + 1y (1.22)

=—00 y=—00 X=—00 y=-00

Mas e se as distribuicdes de probabilidade das variaveis x e y ndo fossem
independentes? Nesse caso, admitindo que x ¢ o evento determinante, a distribuicao de
probabilidades de y dependeria do valor particular de x encontrado. Parece complicado,
mas estamos acostumados a lidar com esse conceito no dia-a-dia. Por exemplo, qual ¢é a
probabilidade de encontrarmos um amigo na praia? Se o dia estiver nublado ou
chuvoso, a probabilidade deve ser muito baixa, pois poucas pessoas costumam ir a praia
nessas condigdes. Se o dia estiver ensolarado, as praias enchem e aumentam as chances
de encontrarmos pessoas conhecidas tomando seu banho de mar. Nesse caso, o evento
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principal ou condicionante ¢ o estado do tempo (x), enquanto encontrarmos uma pessoa
conhecida na praia () ¢ o evento secundério ou condicionado. Como a distribui¢ao de
probabilidades de y muda com x, diz-se que a probabilidade de y ¢ condicionada por x,
representada usualmente por p,(y/x) (lida quase sempre como "probabilidade de y dado
x"), e que y e x sdo variaveis dependentes.

No caso em que a probabilidade de um evento é condicionada por um outro
evento, a Equagdo (1.13) tem que ser modificada para

P(xp,e0 Xy ) = Hp(xl)p(xz/xl)...p(xN/xl,xz,...,fol) (1.23)

sendo que

Z Py /X)X Xy ) =1 YV XX, X (1.24)

isto para que seja satisfeita a Equacdo (1.6), um dos requisitos basicos da probabilidade.

Dessa forma, se o evento y € condicionado pelo evento x, as Equacdes (1.18) e
(1.19) ganham a forma:

pr x)p,(m—x/x) (1.25)

g =E{m}= > mY p.(x)p, (m—x/x) (1.26)

m=—00 X=—00

de maneira que as Equagdes (1.21) e (1.22) ficam

i =Elm}= 3 3 p(3)p, (m=3/)= 3 3 (r42)p, ()2, (3/5)1:27)
Z Z (%) p, (¥/x)+ i i wp, (x)p, (v/x) =
- Z PO yp, () X () X o, vx) = (28)

Z P () (x) + Z xp, (X) = gty + g1y

= X=—00

Portanto, as Propriedades 1.1 e 1.3 s@o sempre satisfeitas, independentemente
das variaveis serem dependentes ou independentes. Conclui-se que a Operacao Média
Aritmética é LINEAR. Isto torna a operacdo média aritmética, definida pela Equacdo
(1.7), extremamente conveniente do ponto de vista matematico, sendo por isso
usualmente escolhida como melhor maneira de representar o ponto em torno do qual se



Capitulo 1: Principios Bdsicos de Estatistica 22

distribuem as probabilidades num histograma de probabilidades. A linearidade da
operacdo média aritmética garante que a média da soma ¢ a soma das médias e que ao
multiplicar a varidvel por um escalar, a média fica multiplicada pelo mesmo escalar.
Mas o que ocorre se outros operadores forem aplicados sobre as variaveis x e y?

E{f(x)}=uf=§f(x,-)p(x,-)=§ﬁpi¢f(ux) (1.29)

Para mostrar a Equacao (1.29), podemos usar o Histograma 1 da Figura 1.9. Por
exemplo, admitamos que a operagio f{x) = x” é aplicada sobre o histograma. Neste caso,
o valor médio obtido ¢

2 2 1 2 1
E{x }=1 -5+3 -5=5 # y_f:,uxzz4

Portanto, a linearidade da média ndo permite afirmar que o valor médio de uma

funcdo aplicada sobre o histograma ¢ o valor da funcdo calculada no ponto médio do
histograma. Isso s6 ¢ verdadeiro se a fun¢do for linear. Por exemplo,

E{f(x)zax+,8}=aE{x}+ﬁ=a,uX+,B=f(uX)

Exemplo 1.5 - Suponhamos que um cidaddo jogue uma moeda para o alto trés vezes e
que receba 1 real por cada cara que tirar. Se o experimento for repetido N vezes, quanto
o cidaddo ganhara na média?

Primeiramente ¢ interessante perceber que o experimento "jogar a moeda"
resulta em resultados independentes, de forma que a Equacgéo (1.13) pode ser aplicada.
Portanto, pode-se imaginar que cada configuracdo particular de trés resultados tem

probabilidade p, = 1111 , ja que a probabilidade de cada resultado (cara ou coroa)

¢ sempre igual a 1/2. Vejamos:

- Nenhuma cara

@ @ @ - 3 coroas (1 possibilidade)

- Apenas uma cara

- 1 cara (3 possibilidades)

©©®

©@
® ©6

- Apenas duas caras

©
©
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@ - 2 caras (3 possibilidades)
Y

- Trés caras
- 3 caras (1 possibilidade)

Portanto, o histograma de probabilidades tem a forma:

O cara - 1/8 das vezes
1 cara - 3/8 das vezes
2 caras - 3/8 das vezes
3 caras - 1/8 das vezes

113,53

cuja média ¢ uX:0'§+1~§+2 A2

+3-—=—=1.5
8

O dinheiro total arrecadado é uma transformacdo linear do histograma e pode ser
dado na forma f(x)= Nx. Portanto, 1, = Nu, =1.5N .

1.6. Os Conceitos de Espalhamento, Variancia e Covariancia

Considere os histogramas da Figura 1.9 e da Figura 1.11 mostrada abaixo. Em
ambos os casos, as médias dos histogramas apresentados sdo idénticas. No entanto ¢
obvio que as distribuicdes sdo muito diferentes. No segundo histograma da Figura 1.9 e
no primeiro histograma da Figura 1.11, apenas um valor ¢ possivel. Logo, ndo ha
qualquer divida sobre a observagdo que sera feita apds o experimento. E como colocar
uma unica pedra de bingo no interior de um saco e perguntar que nimero serd sorteado.
No segundo caso, hd um espalhamento de possiveis valores em torno do valor médio e
ndo ¢ possivel mais garantir o resultado do experimento. No primeiro histograma da
Figura 1.9, dois resultados sdo possiveis, enquanto 7 diferentes resultados sdo possiveis
no histograma 2 da Figura 1.11. Portanto, pode ser dito de forma pouco precisa que o
resultado do experimento descrito pelo segundo histograma da Figura 1.11 é o mais
incerto dentre todos os histogramas analisados.
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Figura 1.11 - Exemplos de histogramas bem diferentes, mas com médias iguais.

Quando um Unico resultado ¢ possivel em um histograma, diz-se que a
distribuicdo de probabilidades ¢ singular ou monodispersa e que a populacdo de
resultados possiveis € uniforme ou homogénea. Caso contrario, o histograma ¢ dito
polidisperso, enquanto a populacdo de resultados ¢ dita heterogénea. Portanto, a
definicdo de uma grandeza que possa caracterizar de forma precisa a heterogeneidade da
populacdo a partir da distribuicdo de probabilidades parece ser bastante 1til, ja que as
Figuras 1.9 e 1.11 ilustram que diferentes histogramas podem apresentar diferentes
graus de espalhamento, apesar de terem a mesma média aritmética.

Varias maneiras distintas podem ser usadas para caracterizar o espalhamento.
Uma das formas mais simples e intuitivas de caracterizagdo do espalhamento € usar o
conceito de banda. A banda pode ser definida como a diferenca entre o maior e o
menor resultados admissiveis da distribuigdo. Assim,

banda=x_, —x (1.30)

min

Embora muito usada em problemas praticos, essa definicdo de espalhamento nao
¢ muito adequada para estudo da maior parte dos problemas. Primeiramente, ela ndo
resulta em propriedades matematicas convenientes, como a linearidade da operacdo de
média. Em segundo lugar, essa defini¢do ndo permite caracterizar de forma adequada o
espalhamento de histogramas que admitem infinitos resultados, como analisado nas
proximas sec¢des. E até quando a banda pode ser definida de forma precisa, como na
Figura 1.12 abaixo, ela nao reflete o fato de que o grau de homogeneidade dos
resultados pode ser muito diferente mesmo quando o nimero de resultados possiveis ¢
idéntico. Por exemplo, ¢ muito mais provavel obter como resultado do experimento um
valor proximo do valor médio no segundo histograma da Figura 1.12 do que no
primeiro histograma dessa figura. Por isso, parece razoavel dizer que a populagdo de
resultados do segundo histograma ¢ mais homogénea, a despeito da banda resultar no
mesmo valor em ambos os casos.

p p A
17 |-—=— g |- - ——
317
217
1417 ‘l HD\
yin-E o=
- |-'|an__'__I_ h_f_1—-| -
!2345&?){ lESil-Eﬁ?X
/,l)(:4 /JX:4
banda = 6 banda =6

Figura 1.12 - Exemplos de histogramas com diferentes graus de homogeneidade, mas
com bandas iguais.
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Uma outra forma muito comum de definir o espalhamento € usar o conceito de
percentil. Diz-se que os percentis, representados aqui como x;o, sdo os valores que
separam regides de resultados admissiveis com probabilidades iguais a um certo valor
estabelecido, como por exemplo 1%. Assim,

P(x, < x,,)=i% (1.31)

P(x, < x0, )= P(x, S 3, ) = 1% (1.32)

Baseado nos percentis, ¢ possivel redefinir a banda de forma mais adequada,
como por exemplo:

banda,,,, = X100y — X (1.33)

Dessa forma, a banda definida pela Equacdo (1.30) seria equivalente a bandagq,
definida pela Equacdo (1.33). Para definicdo do espalhamento, ¢ muito utilizado o
conceito de quartil, que nada mais é do que o conjunto constituido por xgo, = Xmin, X25%

X50% » X75% » X100% = Xmax» que divide o histograma em quatro regides de probabilidades
iguais a 25%. Nesse caso:

banda,s,, = x5, — X559, (1.34)

As Equagdes (1.33-34) permitem eliminar dois defeitos embutidos na definigdo
original de banda: tornam possivel a caracterizagdo de espalhamento em problemas com
infinitos resultados admissiveis e sdo sensiveis a mudangas de espalhamento como os
ilustrados na Figura 1.12. No entanto, a manipulagdo matematica de expressodes
envolvendo percentis ndo ¢ simples. Além disso, da mesma forma que no caso da
definicdo da moda e da mediana, a definicdo dos percentis pode ndo ser precisa. Por
exemplo, no segundo histograma da Figura 1.12 ¢ facil definir os percentis xjo,=1,
X3%=2, X6%=3, Xo40,=4, X979,=5, X999,=6 € x1009%=7. Contudo, ¢ os demais 94 percentis?
Como defini-los de forma inequivoca a partir do histograma? Dessa maneira, a
definicdo da banda,so, baseada nos quartis ndo seria possivel nesse caso.

Uma forma precisa e conveniente de se caracterizar o espalhamento ¢ utilizar o
conceito de média desenvolvido anteriormente. Por exemplo, o espalhamento médio
poderia ser definido como a média das diferencas observadas entre os varios resultados
possiveis e o valor médio desses resultados, na forma

E{|x, — |} = Zp,lx fiy | (1.35)

Para os histogramas 1 e 2 da Figura 1.12, os resultados seriam respectivamente
iguais a:
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E{|x, — sy} ‘ﬁ|1_4|+ﬁ|2_4|+ﬁ|3_4|+ﬁ|4_4|+

b2 5oa|r 2o Lpog=2
7 17 17

Bl -} =14+ a3 4f4 - df

100
Zfs-a)+

100 100

|6 4+ ﬁ - |_100

100

100 100

Os resultados obtidos refletem exatamente o sentimento de que o grau de
espalhamento no segundo caso ¢ menor que no primeiro. Além disso, a obtengdo das
medidas de espalhamento pode ser feita diretamente a partir do histograma de
probabilidades, sem que haja qualquer ambigiiidade. No entanto, a Equacao (1.35) tem
o inconveniente de usar o modulo da diferenca como medida de distincia. Como o
modulo ¢ uma funcdo descontinua, isso causa certos inconvenientes de manipulagdo
matematica e induz a definicdo do conceito de variiancia.

Define-se como varidncia de x (representada por Var{x}, E{(x-1x)*}, Orys O

ou simplesmente &) a média do quadrado das diferengas observadas entre os varios
resultados possiveis e o valor médio desses resultados, na forma

oiX:Var{x}:E{x—,uX } sz X, — ,uX (1.36)

Para os histogramas 1 e 2 da Figura 1.12, os resultados seriam respectivamente
iguais a:

1 2

L R O Y S C WA G I PR
3 2 2 1 2 40
= (5-4) +=(6-4) +—(7-4
+17( )+17( )+17( ) = 17
2 2 3 2 88
2 = (1-4)Y +—=(2-4) +—(3-4 4-4
Txx 100( )+100( )+100( ) 100( )
3 2 2 2 1 240
= (5-4)Y +—(6-4) +—(7-4) =—
+100( ) +100( ) +100( ) 100

Comparada as diferentes medidas de espalhamento apresentadas anteriormente,
a definicdo de variancia apresenta muitas vantagens. Primeiramente, a varidncia pode
ser obtida diretamente do histograma de probabilidades sem qualquer ambigiiidade. Em
segundo lugar, a utilizacdo das operacdes de média ¢ do quadrado da distdncia em
relacdo a média permite a manipulacdo relativamente simples de expressdes
matematicas, como sera mostrado a seguir. No entanto, da mesma forma que no caso da
definicdo da média, o usuario deve resistir a tentagdo de explicar em bases fisicas e
concretas o significado da variancia. A variancia deve ser encarada apenas como uma
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medida matematica conveniente de espalhamento, e que por isso pode ser utilizada para
caracterizar € comparar histogramas também de forma matemadtica conveniente.
Algumas propriedades relevantes da operacdo de calculo da varidncia sdo apresentadas
a seguir.

Propriedade 1.4 - A variancia ¢ um namero positivo, sendo igual a zero se e somente
se a distribui¢do de probabilidades ¢ monodispersa.

A comprovacdo dessa propriedade a partir da Equacgdo (1.36) ¢ trivial. Como
cada uma das parcelas da soma representada pela Equacdo (1.36) ¢é positiva ou nula,
entdo a variancia tem que ser necessariamente um nimero positivo. Se a distribui¢do ¢é
monodispersa, como no primeiro histograma da Figura 1.11, apenas um termo tem
probabilidade diferente de zero. Nesse caso, como para esse termo o resultado
admissivel coincide com a média, a variancia fica identicamente nula. Por outro lado, se
a variancia é nula, todos os termos da soma tém que ser iguais a zero. Nesse caso, ou as
probabilidades sdo iguais a zero ou os resultados para os quais as probabilidades ndo sdao
iguais a zero sdo iguais ao valor médio. Portanto, a distribui¢do tem que ser
necessariamente monodispersa.

Propriedade 1.5 - Sejam o conjunto (x;, p;) um histograma de probabilidades e o um
escalar. Entdo, Var{ax} = o’ Var{x}.

NR NR
Var{ax} = Zpi (@, =ty )2 :z p(ax, —auy, )2
B, i (1.37)
Var{ax}=a*> p,(x, -, ) =a*Var{x}
i=1

Portanto, ao multiplicar os resultados possiveis por um escalar « qualquer, a variancia
fica multiplicada pelo quadrado do escalar .

Propriedade 1.6 - Sejam o conjunto(x;, p;) € (i, p,;) dois histogramas de probabilidades
de eventos independentes. Entdo, Var{x+y} = Var{x} + Var{y}. Para que seja possivel
demonstrar essa propriedade, ¢ preciso lembrar que

Var{x+y}:E{[(x+y)—,uX+Y]2} (1.38)
Inserindo a Equagao (1.22) na Equacao (1.38), chega-se a
Var{+ v} =E{[(v+ )~ (ay +2,)] | (1.39)

O termo quadratico da Equacao (1.39) pode ser aberto, resultando em
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Var sy} = E{[ (e )+ (v= )] | =
E{(X—NX)Z+2(x—,uX)(y_ﬂy)+(y_luy)2}:

E{(r—s) |+ 2B (v ) (-t )} +E{(y — a0 | =
Var {x}+2Covar{x, y} + Var{ y}

(1.40)

Na Equacdo (1.40), define-se como covaridncia entre as variaveis x e y,
representada por Covar{x,y} ou simplesmente o7, , & seguinte operagdo de média:

Uf(y:Covar{x,y}:E{(x—,uX)(y—,uY)} (1.41)

Para que a operacdo de covariancia seja compreendida, ¢ conveniente escrever a
Equagdo (1.41) na forma

0% =3 p.0)S (/%) (- ) (-1, (1.42)

X=—00 y=—0
onde a soma dupla identifica todas as possiveis combinagdes de resultados que podem

ser obtidas a partir dos dois histogramas de probabilidades. Se os eventos x e y sdo
independentes, entdo

G = X P Y P x-a ) (vt ) =

_i Px(x)(x—ux)i 2,0 (- )= (1.43)
i () (x = 1y )1ty — 11y ) =0

Portanto, quando os eventos sdo independentes, a covariancia entre os resultados
obtidos a partir dos dois experimentos ¢ igual a zero. Por isso, a covaridncia ¢ usada
com freqiiéncia como uma medida de independéncia entre resultados obtidos a partir de
diferentes experimentos. (Essa técnica de inferéncia do grau de dependéncia entre
variaveis, no entanto, deve ser usada com cautela. Como sera mostrado posteriormente,
a afirmagdo inversa ndo ¢ necessariamente verdadeira; ou seja, resultados de
experimentos distintos podem ser fortemente dependentes uns dos outros, resultando
contudo em covaridncia igual ou proxima de zero.) Assim, se os resultados dos
experimentos x e y sdo independentes, e portanto resultam em covariancia nula, a
Equacdo (1.40) fica finalmente na forma:

Var{x+y} = Var{x}+ Var{y} (1.44)

Se os resultados obtidos para x e y ndo sdo independentes, entdo a Equacdo
(1.42) tem que ser escrita na forma
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ol =3 p(x—1) Y b, (v/x) (- 11y ) =

_i o) (x = 1y )ty g — 1y ) = i POty (x—p ) = (1.45)

Z D (X)X — Hy fy = Z P (X)xpy (x)_:uxluy

X=—00 x=

que ¢ uma operacdao de média conjunta dos valores de x ¢ de como a média de y depende
de x. A Equagdo (1.45) mostra também de uma outra forma que a covaridncia entre

eventos independentes ¢ igual a zero. Para tanto, basta fazer u, , = 4, .

Exemplo 1.6 - Para o dado ideal dos Exemplos 1.2 e 1.3, a variancia pode ser calculada

como
o’ = l(1—3.5)2 +1(2—3.5)2 +l(3—3.5)2 +
6 6 6
1 1 1

Yoy ssy L so357 1+ L(6-3.57 =172

Exemplo 1.7 - Para o dado ideal dos Exemplos 1.2 e 1.3, suponha que dois dados sdo
lancados simultaneamente em um jogo e que a soma dos valores obtidos ¢ usada para
movimentar as pedras do tabuleiro. Nesse caso, a distribuicdo de probabilidades dos
valores obtidos pode ser obtida da seguinte forma:

Tabela 1.2 - Distribuicdo de probabilidades da soma dos valores obtidos a partir do
langamento de dois dados ideais.

Valores 1123|456 | 78|09 10|11]12
Admissiveis
15 | 161 06
1o | 13 éf;‘ 2:4 gfi 3:5 ifg 46 | 5.
Combinacdes - 1:1 ) 2:2 ) 3:3 : 4:4 : 5:5 ) 6:6
2:1 3:2 4:3 5:4 6:5
3:1 4:2 5:3 6:4
4:1 5:2 6:3
5:1 61 6:2
Probabilidade | 0 | 1/36 | 2/36 | 3/36 | 4/36 | 5/36 | 6/36 | 5/36 | 4/36 | 3/36 | 2/36 | 1/36

A Figura 1.13 abaixo mostra o histograma com a distribuicdo de probabilidades
do problema considerado.
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Figura 1.13 - Distribuicdo de probabilidades da soma dos valores obtidos a partir do
lancamento de dois dados ideais.

A partir da distribuicdo de probabilidades da Tabela 1.2 e da Figura 1.13, ¢é
possivel obter os seguintes valores para a média e para a variancia:

/J)M=1£+2i+3£+4i+51+6i+7£+
36 36 36 36 36 36 36

Si+9i+loi+lli+12L:E:7
36 36 36 36 36 36

1 2 3 4

) 0 2 2 2 2 2
= =T (2= + (3T = (4-T) +(5-7
5 2 6 2 5 2 4 2 3 2
—(6-7 —(7-7 —(8-7 —(9-7 —(10-7
36 0T # 3 (T=T) 45 (8=7) 42 (9-7) +2(10-7)"+
2 1 210 35

—(11—7)2+£(12—7)2_

36 36 6

Como os experimentos dos langamentos dos dados sdo independentes, as
Equacgdes (1.22) e (1.44) dizem que

Hyoy =My + 1, =3.5+3.5=7

, s o2 175 17535

! 6

que confirmam os resultados obtidos anteriormente.
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Exemplo 1.8 - Para o dado ideal dos Exemplos 1.2 e 1.3, suponha que dois dados sdo
lancados em seqii€éncia em um jogo e que a soma dos valores obtidos ¢ usada para
movimentar as pedras do tabuleiro. No entanto, uma regra do jogo impde que se o valor
obtido no primeiro conjunto de dados for 1, 2 ou 3, o segundo valor s6 ¢ aceito se for
igual a 4, 5 ou 6, e vice-versa. Nesse caso, a distribui¢do de probabilidades dos valores
obtidos pode ser obtida da seguinte forma:

Tabela 1.3 - Distribui¢do de probabilidades da soma dos valores obtidos a partir do
langamento de dois dados ideais, com regra definida no Exemplo 1.7.

Valores 1 5 13 456|789 |10]11]12
Admissiveis
1:6
1:5 | 2:5| 2:6
. 1:4 | 2.4 | 3:4 | 3:5]| 3:6
Combinagdes | - | - | - | - J4q 4043|5363 " | |
5:1 ] 52| 6:2
6:1
Probabilidade | 0 0 0 0 [1/9]29(39]|129|19| 0 0 0

A Figura 1.14 abaixo mostra o histograma com a distribuicdo de probabilidades
do problema considerado. A Figura 1.15 mostra as distribuicdes de probabilidade do
dado ideal no primeiro lancamento e no segundo langcamento, segundo as regras
estabelecidas.

0.35
0.30
o 025
=
E 0.20
é
= 015+
E ]
A~ 010 v
i
i .
0.05 | 7 .
oy
777
0.00 iz

1 2 3 4 9 10 11 12

Soma dos Dois Resultados

Figura 1.14 - Distribui¢do de probabilidades da soma dos valores obtidos a partir do
langcamento de dois dados ideais.
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Figura 1.15 - Distribuicdes de probabilidades dos resultados durante o primeiro
langamento e durante o segundo lancamento.

Para o primeiro lancamento, os Exemplos 1.2, 1.3 e 1.6 mostram que uy=3.5¢
o, =17.5/6 . Para o segundo langamento esses valores tém que ser recalculados, pois os

resultados do primeiro lancamento interferem nos resultados obtidos no segundo
lancamento. Assim, para o calculo da média dos valores obtidos no segundo
langamento,

10 10 10 11 11 11
pv y/x) ——t——t——t——F——+—= |+
63 63 63 63 63 63
10 10 10 11 11 11 10 10 10 11 11 11
2l =+ttt [+3| =+ —— |+
63 63 63 63 63 63 63 63 63 63 63 63
1T 11 11 10 10 10 1T 11 11 10 10 10
H -ttt ——Ft——F+—— [+5| |+
63 63 63 63 63 63 63 63 63 63 63 63
+6(ll+ll 11,10,10 19):@:3_5
63 63 63 63 63 63) 1

onde os termos entre parénteses representam a probabilidade do resultado ser obtido no
segundo langamento, dados os resultados obtidos no primeiro. Para o célculo da
variancia dos resultados obtidos no segundo langamento,

=30 [ S5, ()| 0397 (£ )27 (1)

i=1

+(3—35f(é} (4- 35)(2) (5- 35)(2) (6- 35)(éj 165
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Assim, apesar das distribuicdes de probabilidade serem bastante diferentes no
primeiro e no segundo langamento e dos resultados obtidos ndo serem independentes, as
médias e varidncias em ambos os casos sdo idénticas. A partir da distribuicdo de
probabilidades da Tabela 1.3 e da Figura 1.14, é possivel obter os seguintes valores para
a média e para a variancia da soma dos resultados:

yX”=19+29+39+49+51+62+7§+8z+9l+109+119+129=§:7
9 9 9 9 9 9 9 96 9 9 9 9 9

0 0 0 0 1 2
afm=§(1—7)2+§(2—7)2+§(3—7)2+§(4—7)2+§(5—7)2+§(6—7)2+

3 2 2 2 1 2 0 2 0 2 0 2 12 8
2(7-7V +2(8=7) +=(9-7) +=(10-7) +=(11-7)" +=(12-7) == ==
2= 4 237 11 (0-7) + 201077 + 217 + S12-7) =2 =8

Como os experimentos dos lancamentos dos dados nesse caso ndo sdo
independentes, ¢ necessario calcular a covaridncia entre os resultados obtidos do
primeiro e do segundo lancamento dos dados através, por exemplo, da Equagdo (1.45).
Nesse caso, o valor médio obtido do segundo langamento uy(x) € iguala 5,sei=1, 2 ou
3,eéiguala2, sex=4,5 ou 6. Portanto,

a§Y=115+215+315+412+512+612—(3.5)2:10—12.25:—2.25
6 6 6 6 6 6

O valor negativo da covaridncia indica que o valor obtido do segundo
langcamento tende a diminuir se o valor obtido do primeiro langamento aumenta.

Utilizando-se a Equacgdo (1.22) para calculo do valor médio da soma dos
resultados, obtém-se

Hyoy =My + 41, =35+3.5=7

que confirma os resultados anteriores. Utilizando-se a Equagdo (1.40) para calculo da
variancia da soma dos resultados, obtém-se

O-)ZHY :O-)z(—l_zo-)z(y"'o'; :%_4.5_‘_&:

que também confirma os resultados obtidos anteriormente.

Exemplo 1.9 - Para o dado ideal dos Exemplos 1.2 e 1.3, suponha que um unico dado ¢
lancado para gerar simultaneamente dois ntimeros. O primeiro niimero ¢ o valor obtido
do experimento. O segundo resultado é escolhido de acordo com uma regra bem
simples: parax=1ou2,y=6;parax =3 ou4,y=1;parax =5 ou 6, y = 6. Portanto, o
grau de dependéncia entre os dois resultados ¢ total e deterministica.
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A Equacdo (1.45) ¢ utilizada para calcular a covariancia entre as medidas x e y.
Para tanto, a média uy pode ser calculada como

yyzl6+l6+ll+ll+l6+l6=§
6 6 6 6 6 6 6

enquanto a covariancia pode ser calculada como

JXY—116+216+311+411+516+616 3520 21 91
6 6 6 6 6 6 6 6 6

Portanto, apesar das variaveis x e y estarem completamente correlacionadas, a
covariancia entre as duas variaveis no problema proposto ¢ igual a zero. Isso mostra que
o fato da covariancia ser igual a zero ndo implica necessariamente que as medidas sejam
de fato independentes.

E importante observar na Equagdo (1.41) que a covaridncia representa uma
expectativa de variacdo conjunta dos resultados obtidos a partir de diferentes
experimentos. Se a covariancia entre duas variaveis x e y ¢ um numero positivo, a
Equacdo (1.41) indica que flutuagdes do resultado do experimento x acima da média sdo
também normalmente acompanhadas de flutuagdes do resultado do experimento y acima
da média, e vice-versa. As variaveis apresentam, portanto, algum grau de dependéncia
direta. Se a covariancia entre duas varidveis x e y ¢ um numero negativo, a Equagdo
(1.41) indica que flutuag¢des do resultado do experimento x acima da média sdo também
normalmente acompanhadas de flutuagdes do resultado do experimento y abaixo da
média, e vice-versa. As varidveis apresentam, portanto, algum grau de dependéncia
inversa. Portanto, a covariancia pode ser um importante elemento para analise do grau
de dependéncia funcional existente entre variaveis distintas, a despeito dos resultados
apresentados no Exemplo 1.9. A covaridncia ndo ¢ uma medida absoluta de dependéncia
funcional porque ela ndo leva em consideragdo que a variavel y pode ora aumentar com
a variavel x em alguns intervalos, ora diminuir com a variavel x em outros intervalos,
como no caso do Exemplo 1.9. Em outras palavras, a operagdo de covariancia nao
consegue detectar de forma adequada a existéncia de dependéncia ndo linear entre x e y.

Para fins de manipulag@o de expressdes matematicas ¢ importante observar que a
operacdo de covariancia satisfaz as seguintes propriedades:

Propriedade 1.7 - Sejam os conjuntos (x;, px;) € (Vi, py) dois histogramas de
probabilidades e a e [ dois escalares. Entdo, Covar{ex,fy} = Covar{fy,ox} =
affCovar{x, y}.

Covar {ax, By} = E{(ax— 1, )(By =ty )} = E{(ax e, ) (By - By )} =

(1.46)
E{ap (vt )(y=py )} = afE{(x— sy ) (v =y )} = @BCovar {x, y}

Portanto, ao multiplicar os resultados possiveis por escalares o e [ quaisquer, a
covariancia fica multiplicada pelos mesmos escalares.
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Propriedade 1.8 - Sejam os conjuntos (x;, pvi), (Vi, Pyi) € (Zi, p-i) trés histogramas de
probabilidades.  Entdo, Covar{xytz} = Covar{x,y} + Covar{x,z} ¢
Covar{x+z,y} = Covar{x,y} + Covar{z,y}.

Covar{x,y+z}:E{(x—,uX)((y+z)—,uy+Z)} =
E{(x_ﬂx)((y'i'z)_(:uf"ﬂz))} =E{(x—ux)((y—,uy)-i-(z—,uz))} = (1.47)
E{(x—,uX)(y—,uY)}+E{(x—,uX)(z—,uZ)} = Covar{x, y}+Covar{x, z}

Portanto, ao somar os resultados possiveis de distribui¢des de probabilidade distintas, a
covariancia fica somada de forma analoga.

A . ~ iy 2
Como a varidncia o; tem dimensdo do quadrado da varidvel x (de x°, portanto)

¢ util definir o desvio padrao da variavel x, representado como oy, como

oy =0 (1.48)

O desvio padrio ¢ uma medida adequada de espalhamento na escala métrica da
varidvel x, obtida a partir da operacdo de calculo da varidancia. Como veremos nas
proximas segdes, o desvio padrao pode ser somado a média para fornecer regides onde
estdo concentrados os resultados mais provaveis, dentro de um certo limite de
confianga.

Uma outra normalizacdo freqiientemente utilizada para definir a variancia ¢ o
chamado indice de polidispersao, /P. O indice de polidispersdo, polidispersividade ou
simplesmente polidispersao ¢ uma medida relativa da varidncia da distribuicdo, na
forma

2
P=1+2% (1.49)
Hy

O indice de polidispersdo ¢, portanto, uma medida do grau relativo de
espalhamento em relacdo a média, encontrando varias aplicagdes praticas para
interpretagdo de problemas fisicos reais.

Como a covaridncia o, tem dimensio das varidveis x e y simultaneamente e

como a magnitude dessas variaveis pode mudar de problema para problema, ¢é
conveniente definir uma forma normalizada para o grau de dependéncia funcional
linear entre as varidveis x e y. A forma normalizada mais usada ¢ o chamado
coeficiente ou fator de correlagcdo linear, ou simplesmente coeficiente ou fator de
correlagdo, representado como pyy ¢ definido como

Pxy = (1.50)

OOy
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Quando as variaveis x e y sdo independentes, o3, =0 e p,, =0. Quando y =ax+ 4,
entdo u, =au, +f, oy =a’cy, 0y, =a0, € py == 1, dependendo se a ¢ positivo

ou negativo respectivamente. E interessante observar que isso implica na validade da
seguinte relagdo

“1<p,, <1 (1.51)

0 que mostra que o processo de normalizacdo definido pela Equacdo (1.50) ¢é bastante
eficiente. Se as variaveis x e y estdo relacionadas linearmente na forma direta, pyy = 1;
se as variaveis x e y estdo relacionadas linearmente na forma inversa, p,, =—1; se as

variaveis x e y sdo independentes, pyy = 0. Quanto mais proximo de 1 o valor absoluto
de pxy, mais perfeito o grau de correlagdo linear entre as variaveis x ¢ y. Quanto mais
proximo de 0 o valor absoluto de pxy = 0, maior o grau de flutuagdo independente das
variaveis (o que pode indicar independéncia verdadeira entre os experimentos, mas
também pode indicar a existéncia de erros pronunciados de medicdo ou influéncia de
outras variaveis sobre o experimento) ou maior o grau de ndo linearidade da
dependéncia funcional entre x e y.

A Figura 1.16 procura ilustrar como a presenca de dependéncia ndo linear entre
as variaveis x e y provoca reducdo do fator de correlagdo. Observe que no primeiro
grafico, em que a relagdo € linear, sempre que x se eleva em relagdo ao valor médio, o
mesmo ocorre com a variavel y. No entanto, quando a relagdo é ndo linear, as médias
estdo deslocadas no plano do segundo grafico. Isso faz com que existam regides onde a
varidvel x estd acima da média e a variavel y estd abaixo da média, contribuindo para a
redugdo da covaridncia entre x ¢ y.

vA vA

¥y

-
X

wy

Figura 1.16 - Ilustracdo do efeito da nao linearidade sobre o calculo da covaridncia.

Como ja discutido anteriormente, o que o coeficiente de correlagdo linear mede
de fato é se existe alguma tendéncia de variacdo linear entre x e y; ou seja, se um
aumento de x provoca um aumento proporcional em y. Portanto, coeficientes de
correlagdo devem ser usados com cautela para a interpretagdo de resultados, como

ilustrado na Figura 1.17.
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Figura 1.17 - Padrdes tipicos de dependéncia entre x e y e respectivos coeficientes de
correlagao.

E muito interessante notar que na defini¢io de média introduzida pela Equagio
(1.7) tem-se

NR
Hy = D DX, (1.7)
i=1

Por sua vez, na defini¢do de varidncia proposta pela Equagdo (1.36) tem-se

NR , MR
G)Z(X:zpi(xi_:uX) :Zpi(xiz_zxiﬂx+ﬂ)2():
=l = (1.52)

NR NR NR NR
D P2y Y pX Y DD =D DX — iy
i=1 i=1 i=1 i=1

Com freqiiéncia, expressdes na forma
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(k) NR ‘
My =Y px, (1.53)
i=1

aparecem na andlise estatistica. Estas expressdes sdo chamadas de momentos
estatisticos ou momentos da curva de distribuicdo de probabilidades. Dessa forma, a
média e a variancia poderiam ser definidas como

NR
= > D, = ) (1.54)
i=1
NR 2
O = 2 o =y =) = )| (1.55)

i=1

de maneira que € possivel afirmar que a operacdo de média registra o primeiro momento
da curva de distribui¢do, enquanto a operagdo de computo da varidncia registra o
segundo momento da curva de distribuicdo. Momentos estatisticos adicionais podem ser
também calculados, j4 que infinitas distribuicdes de probabilidade distintas podem
apresentar a mesma média e variancia. Por exemplo, o momento de ordem 3,
normalmente registrado na forma

NR , 1/3
|:Zpi (xi _/UX) :|
Ay === (1.56)
Oy

fornece informagdes sobre a assimetria da distribuicdo de probabilidades, sendo por isso
chamado de fator de assimetria. Baseado na dependéncia cubica utilizada para
definicdo do fator de assimetria da distribui¢@o, ndo ¢ dificil compreender que valores
positivos do fator de assimetria sdo resultantes de distribuicdes muito alongadas no
sentido positivo do eixo dos resultados, e vice-versa. O momento de ordem 4, por sua
vez, normalmente registrado na forma

NR . 1/4
|:Zpl (Xl- _/u)() :|
k, =2 (1.57)
Oy

e chamado de kurtose, pode ser associado ao formato achatado ou alongado da
distribuicdo de probabilidades, mostrar multimodalidades, e assim por diante.

E importante observar que uma distribui¢io de probabilidades possui infinitos
momentos e que, de forma inversa, os infinitos momentos da curva de distribuicdo
precisam ser especificados para que a curva de distribuicdo possa ser especificada
também de forma inequivoca. Portanto, a informacdo completa contida no histograma
de probabilidades ndo pode jamais ser substituida por uma colegédo finita de momentos
estatisticos, como a média e a variancia.
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Exemplo 1.10 - Suponha que uma distribui¢do de probabilidades definida no intervalo
discreto (0,00) possa ser definida como

P=q" (g +ai+a,i’)

1

onde g ¢ um nimero real positivo 0 <g < 1 e o, a; € o, sdo escalares reais. Nesse caso,
para especificar a média e a varidncia € necessario fazer

00

u=1=a,)q" +a ) iqg" +a, ) i’q"
i1 i1 i1
,uj(l) =M= aoziqiil T g+ azzizqiil
i1 i i1

(2 _ ;2 2 N2 i SEPE SR
M =0t _aozl q +alzl q +azzl q
i=l i1

i=1

0 0
=1

Sao, portanto, trés equagdes e quatro incognitas, havendo infinitas distribui¢des
de probabilidade distintas com a forma geral proposta, com a mesma média e a mesma
variancia. Nao ¢ dificil compreender que a forma geral proposta pode ser estendida para
um grau arbitrariamente grande da expansdo polinomial, resultando na necessidade de
se especificar um numero arbitrariamente grande de momentos estatisticos para fixar de
fato a distribuicéo.

Admitindo-se que g = 100 e oy = 100, pode-se obter, por exemplo, as
distribuicdes de probabilidade apresentadas na Figura 1.18a, para distintos valores de ¢
e de a, o1 e o apresentados na Tabela 1.4. Fica assim patente que a especificacdo da
média e da variancia (ou de um conjunto finito de momentos) ndo € suficiente para
definir inequivocamente a curva de distribuicdo de probabilidades que as originou.
Portanto, a média e a variancia ndo substituem a informagdo contida no histograma de
probabilidades.
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Figura 1.18 - Diferentes distribui¢cdes de probabilidade comy; = 100 e oy = 100.
(a) Formato 1; (b) Formato 2.

E importante observar que a forma da distribuicio ndo precisa necessariamente
estar no mesmo formato fixado anteriormente. Por exemplo, histogramas bastante
distintos que apresentam g4 = 100 e oy = 100 sdo também apresentados na Figura 1.18b.
Nesse caso, admitiu-se que

P =ig"" (ao +ai+ aziz)

de maneira que
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0
(0 _1- il 2 i-l 3 -l
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Tabela 1.4 - Valores usados para construir os histogramas da Figura 1.18.

Formato 1
q (24 o [45)
0.980 2.08329x107 -4.37231x10™ 4.24820x10°
0.985 1.14248x107 -6.50240x10° 4.54385x10”
0.990 1.00510x107 -1.01785%x10° 2.55075%107
0.995 8.78147x107 -2.52360x107 1.58613x10
Formato 2
q (2/]) o (45)
0.980 8.00299x10* -8.16820x10° 2.77772x107®
0.985 5.03770x10 -3.38219x10° 6.42642x10”
0.990 2.99008x10™ -1.50007x10° 1.67516x10”
0.995 1.06157x10™ -3.12896x107 1.82948x107™'°

1.7. Extensdo dos Conceitos de Distribuicao, Média e Variancia Para
Variaveis Continuas

Tudo o que foi visto até aqui € perfeito para variaveis discretas. Por exemplo, o
valor que sai do dado ou ¢é 1, 2, 3, 4, 5 ou 6; o resultado esperado ao se jogar uma
moeda para o alto ou é cara ou & coroa. Mas uma grande parte dos problemas de
interesse pratico envolve variaveis continuas e nio enumeraveis. Por exemplo, qual é
o tempo de vida de uma lampada incandescente? Qual ¢ o grau de conversdo de um
regente quimico que deve ser esperado na corrente de saida de um reator? Para que
percebamos a diferenga que existe entre os dois tipos de variaveis, suponha que todos os
numeros reais contidos no intervalo [0,1] sdo acondicionados em um saco. O
experimento entdo consiste em sortear um desses numeros, supondo que todos os
nameros estdo perfeitamente embaralhados. Qual deve ser entdo a probabilidade de se
retirar o nimero 0.5 do saco?

Em um bingo de verdade, a probabilidade de se retirar um numero inteiro
qualquer entre 0 e 99 (incluindo esses extremos) escrito em uma das 100 pedras do jogo
¢ exatamente igual a 1% (1/100), se as pedras estdo perfeitamente misturadas. Isso
ocorre porque a probabilidade de que qualquer uma das 100 pedras seja sorteada ¢ a
mesma. No caso do problema proposto no paragrafo anterior, ha infinitos nimeros
naturais contidos no intervalo [0,1]. Logo, a probabilidade de que qualquer desses
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numeros seja sorteado ¢ sempre igual a zero, de maneira que o histograma que
representaria o problema seria trivial. Esse tipo de dificuldade de interpretagdo ocorre
sempre que uma variavel continua ¢ analisada. Por exemplo, qual a probabilidade de se
encontrar uma pessoa com altura igual a 1.733333.... m na cidade do Rio de Janeiro,
respeitadas todas as infinitas casas decimais da dizima periddica (se isso fosse possivel
com o nosso sistema de medida, o que ndo ¢ absolutamente verdade)? Portanto, parece
clara a necessidade de modificar a sistematica de analise para os problemas que
envolvem variaveis continuas.

Uma das formas mais simples de se interpretar variaveis continuas ¢ pensar em
intervalos de valores, ao invés de valores absolutos. Por exemplo, suponha que o
problema originalmente proposto seja modificado para a seguinte pergunta: Qual a
probabilidade de se retirar do saco um numero real menor do que 0.5? Nesse caso,
supondo que a reta real ¢ igualmente densa em numeros em qualquer que seja o
intervalo numérico analisado, a Figura 1.19 mostra que metade dos numeros reais
existentes no intervalo [0,1] esta contida no intervalo [0,0.5]. Portanto, a probabilidade
de que um numero inferior a 0.5 seja sorteado no experimento é de 50%. Mais
importante ainda: a modificacdo da pergunta, focada nos intervalos e ndo nos valores
absolutos, permitiu associar de forma clara uma probabilidade a um certo conjunto de
resultados. A Figura 1.19 mostra no entanto que isso ndo ¢ suficiente para remover a
ambigiiidade da representagdo. Em primeiro lugar, ao se movimentar um segmento de
tamanho especificado ao longo do intervalo [0,1], como na Figura 1.19a, mudam-se os
valores que delimitam o subintervalo considerado, mas ndo a probabilidade dos
numeros contidos nele serem sorteados. Assim, se o tamanho do intervalo for igual a
0.5, a probabilidade 0.5 pode ser associada a qualquer numero do intervalo, bastando
para isso que o subintervalo esteja colocado sobre o nimero considerado. Em segundo
lugar, ao se estreitar o subintervalo que contém um numero qualquer, como na Figura
1.19b, a probabilidade daquele conjunto particular de pontos também muda. Assim,
qualquer valor de probabilidade pode ser associado a um niimero qualquer do intervalo,
dependendo da largura do segmento de reta considerado.

| | | | |
I | | I |

|
|
0 0.5 1 0 0.5 1

| | | |
0 0.5 0.25 0.75
| | 1
0.25 0.75 0.3 0.7
| |
0.5 | 0.35 0.65
(2) (b)

Figura 1.19 - (a) Qualquer segmento de reta de comprimento 0.5 contido no intervalo
real [0,1] contém metade dos numeros do intervalo. (b) Segmentos de reta de tamanhos
distintos ao redor do ponto 0.5 contém frac¢des distintas dos pontos contidos no intervalo

[0,1].



Capitulo 1: Principios Bdsicos de Estatistica 43

Com a finalidade de remover a ambigiiidade da representagdo de probabilidade
em problemas envolvendo variaveis continuas, faz-se necessario fixar ao menos um dos
limites do segmento utilizado para definir o intervalo de valores considerados. Por uma
questdo de conveniéncia, faz-se aqui o "ancoramento" do segmento no valor minimo
admissivel como solucdo para o problema considerado. Assim, define-se como a

probabilidade acumulada de um valor x, representada por P, (x) = P(x' £ x) , COmo a

probabilidade de se encontrar em um determinado problema uma solucdo igual ou
inferior ao valor de x. A Figura 1.20 ilustra esse conceito para o problema proposto.

|
| T | Pyefx)
0 0.5 | A

'| ___________
|
| : '
0 0.5 :
| | '
I l |
0 0.75 :
i | }
0 l 0 T

Figura 1.20 - Ilustragdo do conceito de probabilidade acumulada, P, (x)=P(x'<x).

O conceito de probabilidade acumulada permite associar, portanto, a cada valor
especifico um nimero sem ambigiiidade, que € a probabilidade de se encontrar como
resposta do problema um valor menor que ele. Repare que esse conceito pode ser
aplicado tanto a problemas discretos quanto a problemas continuos indistintamente,
embora tenha utilidade muito maior nos problemas de natureza continua. A partir do
conceito de probabilidade acumulada, chega-se facilmente ao seguinte conjunto de
propriedades:

Propriedade 1.9 - Seja P,.(x)=P(x'<x) uma fun¢do de probabilidade acumulada

para um problema particular. Entdo P,. (x) ¢ uma funcdo monotdnica ndo decrescente
de x, contida no intervalo [0,1].

Seja x, > x;. Entéo
Po(x,)=P(x'<x,)=P(x'<x,+(x,—x))2 P(x'<x) =P (x)  (1.58)

J& que os valores contidos no intervalo x, <x<x, foram excluidos do conjunto

analisado, resultando num conjunto menor de valores possiveis. Logo, a fun¢do P,. (x)

¢ monotonica € ndao decrescente. Se X, € Xmax S40 0S valores admissiveis minimo e
maximo do problema, entdo

P (% <% )= P(x'<x,, ) =0 (1.59)
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PAC(xZmeax):P(x'Sxmax)zl (160)

Obviamente, se os valores minimo e maximo admissiveis sdo infinitos, entdo a
fungdo P, (x) se aproxima assintoticamente dos valores 0 ¢ 1 respectivamente, estando

contida no intervalo aberto (0, 1).

Propriedade 1.10 - Seja P, (x)=P(x'<x) uma fungdo de probabilidade acumulada

para um problema particular. Entdo P(x1 <x< xz) =P, (x2 ) -P, (xl) .

P(x,<x<x,)=P(x<x,)-P(x<x)=P,(x,)-Pc(x) (1.61)

(a)

P(x1<x<x;)

0 Imm .I’lna_x x

(b)

P(x<x<x2)
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Figura 1.21 - Interpretacdo quantitativa de curvas de probabilidade acumulada.

A Equacdo (1.61) mostra que € possivel calcular a probabilidade de que um
valor contido em um intervalo continuo qualquer considerado seja obtido como
resultado de um experimento, desde que a curva de probabilidade acumulada
caracteristica do experimento seja conhecida. O procedimento grafico esta ilustrado na
Figura 1.21. Portanto, a curva de probabilidade acumulada tem o mesmo papel em
problemas continuos que o histograma de probabilidades tem em problemas discretos. A
comparac¢do das curvas das Figuras 1.21a e 1.21b sugere ainda que a probabilidade de
encontrar um conjunto de valores em um intervalo de tamanho definido pode aumentar
muito, quando a curva de probabilidade acumulada varia rapidamente. Por exemplo, a
Figura 1.21b mostra que € quase certo que o resultado obtido do experimento esteja
contido no intervalo x, <x <x,. Comparada a Figura 1.21a, pode-se dizer que ¢ muito

mais seguro prever os resultados obtidos no experimento descrito pela Figura 1.21b.
Além disso, ¢ facil compreender que os valores mais provaveis sdo aqueles ao redor dos
quais a curva de probabilidade acumulada varia mais rapidamente. Portanto, ha razdes
suficientes para introduzir a defini¢cdo de densidade de probabilidade, & (x), na forma:

dP
o(x) :#(X) (1.62)

A densidade de probabilidade ¢ uma medida de quao rapidamente varia a curva
de probabilidade acumulada, 2 medida de aumenta a variavel x. Ela da, portanto, uma
medida relativa de qudo mais provavel ¢ a obtencdo de resultados num pequeno
intervalo considerado ao redor do valor x. Logo, do ponto de vista qualitativo, ela da
uma informag¢do muito semelhante a informagdo fornecida pelos histogramas de
probabilidade apresentados nas segdes anteriores. Pode-se dizer sem excesso de rigor
que a curva de densidade de probabilidades ¢ o histograma de probabilidades de um
problema em que a variavel analisada ¢é continua. A Figura 1.22 ilustra o
comportamento das curvas de densidade de probabilidade para as curvas de
probabilidade acumulada da Figura 1.21. Vé-se que a curva de densidades de
probabilidade da Figura 1.21b é mais estreita e intensa no intervalo x, <x<x,,

indicando o menor espalhamento de valores possiveis em torno de um valor médio
provavelmente contido nesse mesmo intervalo.
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A

f(x) )

/o ()
0 e
Xmnin X1 X2 Ximax X
Figura 1.22 - Curvas de densidade de probabilidade obtidas a partir das curvas de
probabilidade acumulada da Figura 1.21.

Como a curva de densidade de probabilidade esta diretamente relacionada a
curva de probabilidade acumulada, ¢ possivel mostrar que as seguintes propriedades sao
satisfeitas:

Propriedade 1.11 - Seja (x) uma fungdo densidade de probabilidade para um
problema particular. Entdo (x) é uma funcio nao negativa de x.

Como a curva de probabilidade acumulada ¢ monoténica ndo decrescente, as
derivadas da curva de probabilidade acumulada sdo nulas ou positivas, fazendo com que
a Propriedade 1.11 decorra diretamente da Propriedade 1.9.

Propriedade 1.12 - Seja (x) uma fungao densidade de probabilidade para um

problema particular. Entao P x] <x<ux,) I go

Da Equacdo (1.62), que define a funcdo densidade de probabilidade, é possivel
escrever de forma inversa:

P (x,)- j o(x (1.63)

que combinada com a Equagéo (1.61) resulta em
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P(xlesz)zj.go(x)dx (1.64)

Propriedade 1.13 - Seja (x) uma fungdo densidade de probabilidade para um

X,

problema particular. Entdo I o(x)dx=1.

xmm

Aplicando a Equacdo (1.64) entre os limites admissiveis minimo e méaximo,

AVWIX

<x<x,,)=1= j o(x)dx (1.65)

X,

P(x

min

‘min

As Propriedades 1.11-1.13 sdo ilustradas graficamente na Figura 1.23. Dada uma
curva de densidade de probabilidade, vé-se que a probabilidade de um resultado ocorrer
em um certo intervalo x, <x<x, ¢ dada pela 4rea (integral) sob a curva de densidade

limitada pelo intervalo. Mais ainda, a curva de probabilidade acumulada pode ser vista
como a area (integral) sob a curva limitada pelo valor minimo admissivel para o
problema e o ponto particular considerado. Como todos os célculos de probabilidade
podem ser obtidos diretamente a partir da curva de densidade de probabilidade e como
f£(x) reflete o espalhamento e os valores em torno dos quais os resultados mais
provaveis se concentram, faz-se normalmente a apresentagdo das distribuicdes de
probabilidade de variaveis continuas na forma de densidades de probabilidades.

2(x) 4 2(x) 4

Figura 1.23 - [lustracdo Grafica das Propriedades 1.11-1.13.

Para mostrar como pode ser feita uma analogia direta entre os histogramas de
probabilidades, definidos para as variaveis discretas, e as curvas de densidade de
probabilidade, definidas para varidveis continuas, poderiamos representar a curva de
densidades de probabilidade como ilustrado na Figura 1.24. De acordo com essa
representacdo, dada uma certa resolugdo Ax definida pelo usuario, o histograma de

probabilidades (X, p,) poderia ser construido na forma:

f:% %, = x,, +(i—1)Ax (1.66)
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i+l

pi= | o(x)dr~p(%)Ax (1.67)

X.
1

Portanto, os momentos da curva de distribuicdo de probabilidades, definidos
pela Equagdo (1.53), poderiam ser redefinidos na forma

NR NR
W =35 p =Y X (%) Ax (1.68)
i=1 i=1

onde o numero de valores admissiveis NR do histograma seria dado por

NR — xmin — xmax (169)
Ax

No limite em que Ax se aproxima de zero, a Equagao (1.68) fica na forma
ugf) = J xkgo(x)dx (1.70)

que permite estender o conceito de momento estatistico da curva de distribuigdo para as
variaveis continuas, apenas trocando o operador soma da Equagdo (1.53) para o
operador integral (que pode ser interpretado como uma soma infinita de fatias muito
pequenas).

2

.
e

x
Figura 1.24 - Transformagdo da Curva de Densidade de Probabilidades, para Variaveis
Continuas, em um Histograma de Probabilidades, para Variaveis Discretas.

A partir da Equagdo (1.70), desenvolvida para momentos de qualquer ordem,
fica facil perceber que os conceitos de média, varidncia e covariancia podem ser
estendidos para variaveis continuas na forma:
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= | xp(x)dx (1.71)

o= | (x=pc) p(x)dx (1.72)

o= | (x=m)| | (v-m)p(y/x)dy |p(x)dx (1.73)
Ymin Ymin

Como a analogia entre os histogramas de probabilidade e as curvas de densidade
de probabilidade ¢ direta, todas as propriedades mostradas anteriormente para a média, a
variancia e a covariancia, assim como as interpretagdes ¢ significados apresentados,
podem ser estendidos diretamente para as variaveis continuas. A despeito disso, o leitor
interessado pode refazer as provas das propriedades apresentadas nas se¢des anteriores
sem maiores dificuldades, apenas substituindo o operador somatdrio pelo operador
integral onde for cabivel.

Exemplo 1.11 - Suponha que uma distribui¢do de probabilidades no intervalo continuo
[0,1], chamada de distribui¢@o triangular e ilustrada na Figura 1.25, possa ser definida
como

0

0 0.5 1 x

Figura 1.25 - A distribuicdo Triangular.

Para mostrar a Propriedade 1.13,
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0.5 AL

+4x|1)5—4i =l+2—(—4_1j=1
S22 2

confirmando que a funcdo proposta ¢ de fato uma densidade de probabilidade. Nesse
caso, a curva de probabilidade acumulada ganha a forma

1 d 0.5 d 1 d 4x2
= | 4xdx+ | (4-4 =—
Jgo(x) X ! xdx 0.[( x) x 2

0

0

0, x<0
) 242, 0<x<0.5
ex)= 0.5+(4x-2)-(2x*-0.5), 0.5<x<I
1, x2>1

Para obter a média,

1 0.5 1 4 3
ngo(x)dx= I4x2dx+j(4x—4x2)dx= ;C
0 0.5

0 .
1 (4-1 4-0.5 1 9 7 1
6 (2 j ( 3 j 6 6 6 2

Para obter o momento estatistico de ordem 2,

|0A5 1

4x3|1 _4x4|
‘ 3l 4
_i+(4—0.5j_(4—o.25j_ 356 45 7
16 3 4

X 1 , 0.5 X 1 , \ 4x4
) :J.x go(x)dxz!4x dx+(;[5(4x —4x )dx: J

0

J’_

|0 0.5 0.5

T 48 48 48 24

Portanto, a varidncia ¢ igual a

7 1 1

2 _ () :_ ot
o = (1) 24 4 24

1.8. Conclusoes

No Capitulo 1 foram introduzidos os conceitos de aleatoriedade e determinismo,
fundamentais para a compreensdao de problemas de medicdo. Para caracterizar a
componente aleatéria das medidas, foi introduzido o conceito de probabilidade e de
distribuicdo de probabilidades. Foi acentuado o fato de que uma probabilidade ¢ uma
expectativa de que um certo resultado ocorre, ndo garantindo de fato a consecucdo do
resultado. Para tornar possivel a comparacdo e o processo de tomada de decisdo em
diferentes problemas, caracterizados por diferentes distribuicdes de probabilidade,
foram definidas a média e a varidncia. A primeira caracteriza um valor em torno do qual
os resultados possiveis flutuam. A segunda caracteriza o quanto os resultados flutuam
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em torno do valor médio. Finalmente, foi introduzido o conceito de independéncia entre
medidas e variaveis e foi definida a covariancia, que caracteriza o grau de dependéncia
linear entre as variaveis analisadas.

Um problema fundamental que se poe € o de como caracterizar a distribuicdo de
probabilidades que caracteriza um determinado problema estocastico. Outro problema
fundamental é o de como utilizar essa informacdo para julgar e analisar medidas
experimentais. Esses serdo os topicos principais abordados nos proximos capitulos.

1.9. Leitura Adicional

A literatura dedicada a apresentacdo de pontos fundamentais relacionados aos
conceitos de aleatoriedade, de independéncia de medidas e de probabilidades ¢ muito
vasta. Nao cabe aqui, portanto, uma revisdo dessa area. O leitor interessado encontrara
centenas de livros que abordam esses assuntos em qualquer biblioteca dedicada a
Matematica e a Engenharia.

Uma discussdo muito interessante sobre a caracterizagdo do grau de
aleatoriedade em problemas fisicos e matematicos ¢ apresentada em

“What is Random? Chance and Order in Mathematics and Life.”, E. Beltrami,
Springer-Verlag, New York, 1999.

Um texto classico relacionado ao uso e aplicagdo dos conceitos discutidos no
Capitulo 1 em problemas de Engenharia ¢ apresentado em

“Process Analysis by Statistical Methods”, D.M. Himmelblau, John Wiley & Sons,
New York, 1970.

Uma discussdo mais formal sobre as propriedades matematicas associadas a
distribuicdes de probabilidades ¢ apresentada em

“Probability and Statistical Inference. Volume 1: Probability”, J.G. Kalbfleisch,
Springer-Verlag, New York, 1985.

“Probability and Statistics. Theory and Applications.”, G. Blom, Springer-Verlag, New
York, 1989.

1.10. Exercicios Sugeridos

1- Defina os seguintes eventos como deterministicos ou estocasticos e justifique:
a) Tempo de cozimento de um tijolo na olaria;
b) Tempo de espera por um 6nibus depois da chegada no ponto;
¢) Tempo da viagem do Rio a Salvador por via terrestre e por via aérea;
d) Numero de telhas necessarias para cobrir um telhado;
e) Numero de equipamentos que falham por ano em uma escola de informatica;
f) Condi¢do do tempo daqui a exatamente dois meses.
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2-

Pegue uma folha de papel e rasgue uma tira com as maos. Meca a largura dessa tira
em diferentes pontos com uma régua milimetrada. Repita o experimento. As medidas
obtidas sdo iguais? Vocé ¢ capaz de identificar as fontes de erro desse experimento?

3- Uma fung@o discreta muito utilizada para descrever a probabilidade de encontrar uma

4-

espécie de tamanho i em sistemas que crescem de forma ndo continua (ou seja, em
que ha um mecanismo que interrompe o crescimento) ¢ a chamada curva de Flory. A
curva de Flory pode ser escrita na forma:

ondei(i=1,2,..,N,..)éo comprimento, P; ¢ a probabilidade de se encontrar uma

espécie de tamanho i e ¢ ¢ uma constante 0 < g < 1 que caracteriza o processo.

a) Prove que P; ¢ de fato uma distribui¢do de probabilidades, provando que as
Equacdes (1.5) e (1.6) sdo satisfeitas;

b) Calcule o comprimento médio da populacio z4;

¢) Calcule a variancia da populagio o; .

Para a distribui¢do exponencial, go(x) =a exp(—ax) , definida no intervalo continuo
[0,00):

a) Calcule o valor de o, para que (x) seja de fato uma densidade de probabilidades;
b) Calcule a probabilidade acumulada Pac(x) no intervalo de defini¢do do problema;
¢) Calcule o valor médio de x;

d) Calcule a variancia de x;
e) Pense em quantos momentos estatisticos independentes podem ser definidos.

No laboratorio ¢ feita uma medida cromatografica (separacdo dos varios
componentes quimicos de uma mistura) usando uma coluna de separa¢do (um tubo
oco) recheada com um composto plastico poroso. Toda vez que um composto acido ¢é
usado na coluna, parte do recheio plastico ¢ corroido e, dessa forma, extraido da
coluna. Sabendo que o composto plastico poroso ¢ que de fato promove a separagdo
dos componentes da mistura, as medidas de composi¢do feitas na coluna poderiam
ser consideradas independentes? Por qué?

Suponha que duas variaveis x e y estdo relacionadas na forma y = 4x(1 —x) , definida

no intervalo continuo [0,1]. Suponha ainda que @ (x) = 1 no intervalo de defini¢do

do problema.

a) Mostre que ¢ (x) define de fato uma distribui¢do de probabilidades;
b) Calcule g (y);

¢) Calcule ¢ (y/x);

d) Calcule Covar(x.y) € pyy;

e) Comente o significado dos resultados obtidos no item anterior.



