INSTITUTO DE FiSICA

FIiSICA DE SEMICONDUCTORES
Curso 2023

Practico III — Aproximacion de Masa Efectiva y Defectos.

Fecha de Entrega: 19 de Mayo de 2023. "

Parte A: Resonancia Ciclotron:

Ejercicio N° 1 — Masa Efectiva Isotrépica:

En el modelo semiclasico, el movimiento de un electron en una banda de conduccion
isotropica de masa efectiva m , en presencia de un campo eléctrico de microondas
- A - A
E=E, exp(io)t)ex (amplitud Ey y pulsacion ®) y un campo magnético constante B = Be.,
incluyendo una fuerza disipativa de tipo Drude (con constante de tiempo 7), la ecuacion de
movimiento se escribe como:

m d—V+X :—e(E-f-V/\Bj
dt =

a) Demuestre que la conductividad longitudinal, que da la densidad de corriente
paralela al campo eléctrico externo aplicado, sera:

ne’t 1+imt
c.=— -
w147 (0f - 0 )+ 2iot

., eB ) . ,
donde 7 es la concentracion de electrones y ®, =— es la frecuencia de ciclotron.
m

b) Verifique que la potencia media disipada se podra escribir como dos Lorentzianas
centradas en ® = ®, de ancho completo a media altura 2/z.

c) Grafique esta potencia espectralmente (tanto para campo magnético constante
variando la frecuencia del campo eléctrico de microondas, o a frecuencia fija
variando el campo magnético B) para o't = 0.5, 1.0, 2.0, 3.0, 4.0 y 5.0 (donde »"
serd la frecuencia que no se varia en cada caso).

d) Concluya que los experimentos de resonancia ciclotron deben realizarse a bajas
temperaturas e iluminando la muestra. ;Por qué?

- Los ejercicios marcados con asterisco (*) son de entrega obligatoria. Los marcados con (0) se consideran
opcionales en el sentido de que requieren desarrollos analiticos que pueden asumirse conocidos.
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Ejercicio N° 2 (*) — Resonancia Ciclotrén en Semiconductores Indirectos:

En el caso de bandas anisotropicas, el movimiento del electron en un cristal
perfectamente monocristalino, ante un campo eléctrico de microondas externo y un campo
magnético constante, acoplara todas las componentes de la velocidad. Trabajando a
temperaturas suficientemente bajas, y suponiendo el campo de microondas suficientemente
pequetio (tal que solo imponga al electron su frecuencia de oscilacion) pueden despreciarse la
fuerza de Drude y el campo eléctrico. De esta forma las resonancias ciclotrén pueden hallarse
de la ecuacion secular dada por:

dv__ (Lj .(% ﬁj
dt M

1 ) .
donde [Mj es el tensor (inverso) de masa efectiva.

a) En sus direcciones principales (que llamaremos x, y y z) el tensor de masa efectiva
serd diagonal, con valores principales de masas efectivas m;, my y ms,
respectivamente. En presencia de un campo magnético constante de direccion

A A A

5
arbitraria B = B(a e.+Pe,+7v ezj , demuestre que la frecuencia de resonancia

. , o eB * .
ciclotron puede escribirse ®, =— donde ahora m es la denominada masa
m

cilcotrén y estara dada por:

* mm,m
m = 17141

mloc2 + m2B2 + m3yz

b) De aqui en adelante considere un campo magnético ubicado en el plano (110) de
un cristal monocristalino con estructura diamante, que forma un angulo 0 con el eje
[001]. Reescriba la masa efectiva de ciclotron en funcion de 0 en los casos que:

1. Las direcciones principales del tensor masa efectiva sean paralelas a los
ejes cristalinos.

1i. Las direcciones de los ejes principales sean paralelas a los ejes
[t 7]+ T 1)1 11].

c) Las figuras de la [001] [111]
derecha muestran las B
equipotenciales  de
energia cerca de los
minimos de las
bandas de conduccién
en Ge y Si. En Ge
ellos se dan a lo largo

de las direcciones Fig. 2.8. Many-valley structure of Fig. 2.9. Many-valley structure of
<11 1>’ mientras que  the conduction bands in Ge the conduction bands in Si

en Si se dan a lo largo
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de las direcciones <100>. En ambos casos se tienen simetria de revolucion en torno
a los ejes correspondientes, por lo que dos masas efectivas principales (mt, masa
transversal) seran iguales, mientras que aquella a lo largo del eje de revolucion
(my, masa longitudinal) serd diferente. Aplicando los resultados de la parte anterior
en este caso encuentre cuantas resonancias esperaria encontrar en cada caso (Ge y
Si), para esa configuracion del campo magnético.

NOTA: Considere como caso particular 0 = 60° para Ge y 0 = 30° para Si .

d) En las figuras que se muestran a continuaciéon se presentan resultados de
resonancia ciclotron para las configuraciones estudiadas anteriormente. En ambos
casos la frecuencia del campo eléctrico es de 24 GHz. En el caso del Ge (figura de
la izquierda) el campo magnético, que se encuentra en el plano (110), forma 60°
con el eje [001]. Para el caso del Si (figura de la derecha), ese angulo es 30°.
Estime a partir de las posiciones de los picos indicados como electronicos en estas
figuras, las masas longitudinales y transversales del Ge y el Si recordando que 1
Tesla = 10000 Gauss (o sea, las resonancias relevantes para el Si se encuentran
aproximadamente en 0.18 y 0.29 T). La resonancia ciclotron para un electron libre
a la frecuencia de 24 GHz es de aproximadamente 0.86 T.
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e) Con los wvalores hallados anteriormente, grafique numéricamente como
dependerian las masas ciclotron de esas figuras con el angulo 0 entre el campo

magnético y la direccion [001]. ;Seria posible observar el mismo nimero de picos
en Si que en Ge? ;Como?

f) Evalte las masas efectivas correspondientes a los otros picos (huecos pesados y
huecos livianos) que aparecen en las figuras anteriores.

Parte B: Aproximacion de Masa Efectiva:

Ejercicio N° 3 (*) — Funciones de Wannier:

Las funciones de Wannier (de una determinada banda de energia, de indice ») se define
a partir de las funciones de Bloch como:

- > 1 - - -
w|rR|=—) exp| —ik.R S r
(PR gzl R ()
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—

en donde Q[ rj es la funcién de Bloch de la banda n, N es el nimero de celdas del cristal, y
nk

- -
R es un punto de la red directa T del cristal, en el cual se calcula la funcién de Wannier.

a)

b)

Observando que la definicidon anterior es basicamente una transformada discreta de
Fourier, invierta esa relacion para demostrar que las funciones de Bloch pueden
obtenerse a partir de las de Wannier como:

- 1 -> - - >
Sl r|=—=) explik.R|w | rR
vl g e R 1)

donde la suma anterior debe realizarse en todos los puntos de la red directa T del
cristal.

NOTA: Si las funciones de Bloch son un conjunto completo, la relacion anterior

- >
permite concluir que las funciones de Wannier wn[r,Rj en todos los

N
puntos de la red T del cristal forman otro conjunto completo. Ademas, la
relacion anterior permite considerar las funciones de Wannier como
generalizacion del método de enlace firme: estas funciones ya no son
necesariamente combinacion lineal de orbitales atdmicos aunque pueden
tener su misma naturaleza.

- -
Estudiando qué sucede cuando se desplazan ambos vectores r y R en un mismo

N
vector S (que, por la definicion de la funcién de Wannier, también debe ser un

punto de la red T del cristal; para que se puedan desplazar simultaneamente
ambos vectores) muestre que:

WW(F,ﬁj:wn(¥+§,ﬁ+§j.

Concluya que la funciéon de Wannier no puede depender de r y R en forma
independiente sino que solo depende de la distancia entre ambos:

wn(r,Rj=wn(r—Rj

(Ashcroft & Mermin 10.3) A partir de la ortonormalidad de las funciones de
Bloch demuestre que las funciones de Wannier también son ortonormales (en torno

a puntos diferentes de lared R y R’, o bandas diferentes de energia n y n’):

Id r wn(r— ijn,( r— R'j =9,,0, .
’ R.R’

donde la integral debe hacerse en todo el volumen del cristal V.
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NOTA: Esta propiedad de ortonormalidad hace que las funciones sean
frecuentemente de mayor uso que los orbitales atomicos centrados sobre
puntos diferentes de la red, porque estos ultimos no son generalmente
ortogonales.

d) La utilidad de las funciones de Wannier es que, a diferencia de las funciones de
Bloch (que se extienden a en todo el cristal), las primeras estan altamente

localizadas (es decir, presentan picos) alrededor de las posiciones de la red R en
torno a las que se calculan. Por lo tanto, a diferencia de las funciones de Bloch, son
mas apropiadas para el estudio de fendmenos localizados. Para verificar este
argumento considere que, de acuerdo al método k.p, las funciones de Bloch pueden
aproximarse de la siguiente forma:

%} q[rj = exp(z’k.rju q[rj = exp(z’k.rjuno(rj
nk nk

N
es decir, la dependencia en el vector de onda k , puede limitarse a la parte de onda

plana de la funcion de Bloch exp(i k. rj ya que la parte orbital puede aproximarse

por la correspondiente al centro de zona (ksz. Verifique que bajo esta

R =~ 1 R

NOTA: De esta forma, se puede interpretar que asi como las funciones de Bloch

aproximacion:

A
son autovectores del operador traslacién segiin un vector de la red Tr, con

- -
autovalor exp(ik.Rj, las funciones de Wannier son autovectores de un

N - -
operador posicion en la red, Rr, con autovalor R=T (punto de la red
cristalina respecto al cual la funcion de Wannier esta siendo calculada).
Este argumento se estudia en profundidad en el Ejercicio N° 4.

Ejercicio N° 4 — Funcién Envelope.

Considere una funcion de onda que puede expandirse en funciones de Bloch:

OSYONE
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A, (Ej es el coeficiente de la expansion correspondiente a la funcion de Bloch Q(;j de la
nk

banda n y vector de onda k (zona reducida). La parte a del Ejercicio N° 3 permite afirmar que

> o
esta funcion también podra expandirse en funciones de Wannier wn( r— Rj :

ORIOIE

siendo Fn(Rj la funcion envelope.

—

a) Demuestre que la funcion envelope y los coeficientes A4, (kj se vinculan entre si

por la transformada discreta de Fourier (y su inversa). ;En qué condiciones la
funcion envelope serd una funcion suave de la posicion?

N
b) Si se define un operador vector de la red R, a través de su accidon sobre las
funciones de Wannier:

Rop Wn(r—Rij =R, Wn(r—Rij

demuestre que la accion de este operador sobre una funcion arbitraria se podra
calcular a partir de la expansion en funciones de Bloch como:

Rop w( rj = ZiV%An(kj\p %( rj
pry k n,k
nk

SUGERENCIA: Como el vector de onda esta definido en la primer zona de

—

Brillouin las funciones An(kj (asi como las funciones de Bloch) deben

considerarse periddicas en el espacio reciproco, con la periodicidad de la
red reciproca.

N
c¢) Si, reciprocamente, se define un operador vector de onda k., a través de su accion
sobre las funciones de Bloch:

SACENG
n,k n,k

demuestre que la accion de este operador sobre una funcion arbitraria se podra
calcular por su accion sobre la funcion envelope:

K. “’(;jizi_ v ) o 7R
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SUGERENCIA: Como exigimos las funciones de Bloch tengan la periodicidad del
cristal (condiciones de borde de Born-von Karman) la funciéon envelope
también deberd tenerla.

d) La funcidon envelope permite generalizar las funciones de Bloch para estudiar
problemas localizados en un cristal (por ejemplo: defectos, efectos de superficies,
efectos nanoscopicos). Por definicion la funcion de Bloch es el producto de dos

funciones periddicas ﬁ(rj = exp[i k.rju ﬁ(rj: u {rj con el periodo rapido
nk

nk nk

IR
de la red directa, una onda plana de vector de onda k , que como esta en la 1* zona
de Brillouin es suave en comparacion al periodo de la red. Considere una

- - -
generalizacion en que se construye una funcion de onda \u(rj =F (rju %(rj
nk
IR
donde F| r | es una funcion suave en la posicidon (no necesariamente periddica), es
2

decir, no varia mucho de una celda a otra del cristal. Verifique que en estas
-

condiciones \u(rj se puede expandir en las funciones de Wannier de la banda n

siendo los coeficientes la funcion F (envelope) evaluada en los puntos de la red
directa.

Ejercicio N° 5 (*) — Ecuacién de Onda de Funcion Envelope.

Considere un cristal de hamiltoniano cristalino H,, cuyas bandas de energia estan
-

dadas por la relaciones de dispersion an(kj, en donde ademds existe un hamiltoniano

N

perturbativo suave Hl(rj (por ejemplo: defectos, potencial externo, modulacion

nanométrica). Sean € los autovalores de energia del hamiltoniano total Hy + H; y w(rj la

funcién de onda correspondiente.

N

a) Expandiendo \u(rj en funciones de Wannier (ver Ejercicio N° 3) escriba la

ecuacion que verificard la funcion envelope F{Rj (ver Ejercicio N° 4). Deje

expresado el resultado en funcion de los elementos de matriz (definidos para
ambos Hyy H)):

ho‘l;m = hojlmn(Rj_ szE J-d r WL(I‘—R;)HOJW”(I'—R,)

b) Demuestre que:
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i nm

i. Si Hl(rj varia suficientemente suave: /" = Hl(Ri j&?)

ii. Recordando que an(kajdrw*%(erow H(rj, donde v ﬁ(rj son
n,k nk nk

las funciones de Bloch, convenientemente normalizadas, demuestre

que:
€, (kj = Zexp(— ik.R_/jhon’l(R_/j
R,
c) Recordando que el operador traslacion puede escribirse formalmente como:

F (r— R jj = exp(— R; .VjF (rj, utilice los resultados de la parte b para deducir

de la ecuacion de la parte a que la funcidon envelope verifica la ecuacion de la
aproximacion de masa efectiva:

g, (- iV)Fn(;j + Hl(;an(:j = an(Fj

SUGERENCIA: El resultado puede obtenerse mds facilmente limitando la

—

expansion de w(rj en funciones de Wannier de una unica banda.

Ejercicio N° 6 — Estado Dador en Bandas Anisotropicas.

Considere un electron moviéndose en torno a un estado dador (potencial coulombiano
de carga + e y apantallamiento dieléctrico de constante €) en las cercanias de una banda de
conduccién anisotrdpica, cuya relacion de dispersion es:

> 20k kK2
an(k)=h— —+ ks
2 m, m,

donde mt (my) es la masa transversal (longitudinal). Asuma mr < my.

a) Escriba la ecuacion de masa efectiva para los estados dadores correspondientes,
dejandola expresada en coordenadas cilindricas.

b) Para hallar el estado fundamental de esta ecuacidon use el método variacional,
partiendo de la funcion de estado de prueba:

1 rr Z?

exp| — — + -7
na’h a b

\lj:

donde 7y z corresponden a las coordenadas cilindricas y a > b.
i. Interprete si esta desigualdad es (o no) coherente con que mr < my.

ii. (o) Calcule el valor esperado del Hamiltoniano en este estado
verificando que puede escribirse como:
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B B n’ [2(1—p2)+y] 2arcsenp
8_<W|H|W>__2mr{_ 3a2(l—p2) : paar

2 2
a —b m .
donde p=——, y=—L 1y ar es el radio de Bohr transversal
a m;
(calculado usando la masa efectiva transversal mr y la constante

dieléctrica €).

SUGERENCIA: La integral correspondiente se puede realizar
utilizando las coordenadas u y v definidas porr =au cosvyz=
b u sen v.

c) Verifique que el valor a que minimiza la energia anterior es:

__okli-p?)+]
3(1 -p’ )arcsenp

d) Calcule la energia correspondiente a dicho minimo dejandola expresada en funcion
hZ

de la energia de ligacion transversal: E, = — .
2m,a,

e) Encuentre (numéricamente) el valor de p que minimiza dicha funcién para un valor
dado de y < 1. Realice las graficas p(y) y &(y) resultantes.

f) Utilice los parametros de masa efectiva y constante dieléctrica para Ge y Si que
aparecen en la siguiente tabla para estimar:

i. El radio de Bohr transversal ar.
ii. La energia de ligacion transversal Et.
1ii. Las extension de la funcién de onda a y b.

iv. La energia de ligacion del estado dador.

mt/mo my/my e
Ge 0.082 1.58 16
Si 0.019 0.98 11.9

Parte C: Defectos:

Ejercicio N° 7 (¥*) — Estados Hidrogenoides:

Busque alguna tabla que contenga datos experimentales de masas efectivas, constantes
dieléctricas y constante de red de semiconductores y calcule, utilizando el modelo de
impurezas hidrogenoides, las siguientes cantidades:

a) Energias de ligacion de estados dadores y aceptores.

b) Radio de Bohr de electrones y huecos ligados a estos estados.
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c) Radio de Bohr del exciton (electron de conduccion orbitando en torno a un hueco
libre en el interior del semiconductor).

d) Comparando los valores calculados en la pertes b y ¢ anteriores con las constantes
de red estime el nimero de celdas de las excitaciones fundamentales
correspondientes. (En qué caso se espera que el modelo hidrogenoide de los
mejores resultados?

e) Busque para qué semiconductores se tendran los valores extremos (maximos y
minimos) de todas las cantidades calculadas anteriormente.

SUGERENCIA: Para orientar la busqueda muévase a lo largo de las filas o las
columnas de la tabla periddica.

Ejercicio N° 8 (*) — Termodinamica de Defectos Intrinsecos:

En condiciones normales (presion y temperatura controlables) un solido estara en
aquella configuracion que minimice la energia libre de Gibbs G, que puede calcularse a partir
de la entalpia H como G = H — TS, donde T y § son la temperatura absoluta y la entropia.
Llamémosle Gy (Hp) a la energia libre (entalpia) del cristal perfecto. La formacion de un
estado de defectos intrinsecos (vacancias V o defectos intersticiales /) puede modelarse por el
cambio de un atomo desde el estado que ocupa en la red hacia la superficie del s6lido (para
una vacancia V) o desde la superficie a un sitio intersticial (para un defecto intersticial /). La
formacion de uno de estos defectos involucra una energia libre de formacion del defecto Gy =
H; — TSt, donde Hr (Sf) es la entalpia (aumento de entropia) de formacion de un defecto. Si
existen n defectos con una concentracion de los mismos suficientemente baja (es decir n << N,
con N el numero total de sitios posibles), de forma que no haya interaccion entre ellos, la
variacion de energia libre total serd nGy. Pero ademds existe una entropia del desorden Sy
generada por todas las configuraciones posibles de tener n defectos en N sitios. Asi la entropia
de un cristal con n defectos (de un tnico tipo Vo /) sera: G = Gy + nGy — TS,.

a) Recordando que S, =k, InW donde el nimero de configuraciones posibles W esta

dado por encuentre Sq(n,T).
n

N!
(N —n)
b) Encuentre la fraccion de defectos n/N que minimiza la energia libre y verifique que
sigue una ley de Arrenhius con energia de activacion Gy.

NOTA: Se denomina ley de Arrenhius a una cantidad cuyo logaritmo depende
linealmente con el inverso de la temperatura absoluta. La energia de
activacion es la pendiente (negativa) del logaritmo contra 1/kgT.

Ejercicio N° 9 (¥) — Estados Superficiales:

Considere el caso simplificado del modelo de Kronig-Penney (ver Ejercicio N° 11)
cuando la altura del potencial V) es infinitamente alto, pero de ancho despreciable, de forma
que el area A = bV, se mantiene constante:
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a)

b)

Halle como se modifica la
ecuacion planteada en el

A
enunciado del Ejercicio N° A A A A A A

11.2

Estudie las nuevas

relaciones de dispersion en

funcion del parametro
2m_aA denominado
no2

“Potencia de dispersion de

un solo pico de potencial”,

en los siguientes limites:

1. P<<lI1.

\ Z

P=

=

ii. P— oo
iii. P >>1 (pero no infinito).

(o) Demuestre que

en los bordes de las

zonas de Brillouin

las relaciones de
dispersion  tienen
extremos relativos

(a ambos lados del Q
borde).

Considere ahora que !
el cristal lineal de 0
las partes anteriores

comienza en z = 0.

Es decir, existe una barrera de alto finito ¢, pero que se extiende hacia z = - oo,
indefinidamente.

>
>
>
>
>

>

\4

I

) . ., 3

i. Asumiendo una solucion de onda evanescente ~ en z < 0, demuestre que las
condiciones de borde en z = 0, de esta onda con la solucion de la ecuacién de
Schroedinger de la parte anterior conduce a:

é—ljaa cotg(oa)=1- (é—]jj 0 — (o)
2m’"a’

con Py a los definidos anteriormente y O = =

> - Realice la aproximacién directamente en dicha ecuaciéon; o en forma opcional, verifique el resultado
resolviendo la ecuacion de Schroedinger para las ondas de Bloch en un potencial periddico de barreras infinitas
de ancho infinitesimal (peine de 6 de Dirac la figura), imponiendo las condiciones de borde adecuadas a este

problema.

3 - Del tipo exp(yz).
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il. Encuentre y grafique soluciones para estas relaciones en los dos gaps de
menos energia para P=7.2 y Q = 6 y 12, respectivamente.

Parte D: Aproximacion de Masa Efectiva en Heteroestructuras:

Ejercicio N° 10: Pozo Cuantico (“Quantum Well”)

Considere una heteroestructura de ) A e 3)
AlGa; xAs/GaAs/AliGa; xAs, que consiste Barrera Barrera
en una capa de GaAs entre dos secciones e ! A
semi-infinitas de Al,Ga;As. Debido a los
diferentes gaps de energia de GaAs y @

Al,Ga;4As (ELG“AS] < ELAIXG“"XAS]()C)), los Pozo Vo

electrones de conduccion se encuentran
“confinados” en la region del GaAs. Le
llamamos z a la direccion perpendicular a
la interface entre los materiales. En esa
direccion z los portadores se encuentran en y
un pozo de potencial simétrico, de barrera T/ .

A
v

A 4

finita, como el de la figura. Llamémosle a
al ancho espacial del pozo y V) al alto de la
barrera de potencial. En las direcciones GaAs
perpendiculares a z los portadores se S
mueven libremente.

Al Gaj4As

a) En la aproximacion de masa efectiva el movimiento del electréon en la banda de
conduccioén estd gobernado por la ecuacion de Schroedinger de estado estacionario:

hZ
2m

V¥ + V¥ = EY

*

donde m" es la masa efectiva de los electrones, supuesta la misma en ambos
materiales, 7% la constante de Planck, V(z) es el potencial en que el electron en
estudio se mueve y E la energia total del mismo.

Demuestre que, debido a que el potencial de confinamiento (de la figura)
solamente depende de z, la ecuacidon anterior es de variables separables y su
solucion puede escribirse como:

¥ = ox, y) wiz)
siendo (I)(x, y) una onda plana bidimensional:
(I)(x,y) oC exp|_i i(kxx + kyy)J

y \y(z) verifica una ecuacion diferencial de pozo de potencial finito
unidimensional:
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n dy
2m" dz’

+V(z)y = Eyy

donde:

E, E—;’l; (k> +x7)

0 sea, Ej es la energia total en el caso que £, =k, =0.

NOTA: Las partes que siguen, desde la b) hasta la f) inclusive, solo involucran el
calculo de Ej, y corresponden a las soluciones del pozo de potencial
unidimensional de la Mecanica Cuéntica. Por esa razon este fue el primer
dispositivo cudntico que se obtuvo experimentalmente.

b) (o) Demuestre que existen dos tipos de soluciones para la ecuacion del pozo de
potencial finito, cuya existencia estd dada por las condiciones:

k,a

k,=k,t
g[zj
k,a

—k, =k, cot
cog(zj

siendo:

\/m
o

c) Estudiando graficamente el primer par de ecuaciones anteriores) en funcion de £,
2
| a ,
y =2m (—j V, como parametro, demuestre que:
h

1. Existe un nimero finito de soluciones.

il. Si o — o las soluciones se acercan a las del pozo infinito:

2_2
Eo—h—nn conn=12,. (1)
2m’a?

Interprete fisicamente los dos casos en que se da este limite.

iii.  Existe un valor critico a_,, tal que si a<a_, existird una Unica

crit » crit

solucion.

iv. Halle en forma aproximada y grafique la energia de la solucion para
oa—0.

d) Calcule a_,, y el ancho critico del pozo de potencial a_, en los siguientes casos:

crit
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g)

h)

i. masa del electron m" = 0.067 myg, con mo = 9.10956 x 107! kgy Vo
= 0.347 eV (corresponde a un pozo de GaAs/AlGaAs con una
concentracion de Al del 45 % y un “band offset” de 62%).

il. un pozo de Gag47Ings3As en AlgaglngsrAs (m* = 0.045 my, Vo= 0.5
eV).
Realice numéricamente el céalculo de los niveles de energia para pozos de ancho a
=50, 100 y 150 A para los casos i y ii anteriores.

Estudie como se modifica el resultado de las partes a), b) (y discuta
cualitativamente su influencia en las partes siguientes), si la masa efectiva en las
barreras m*B es diferente que la masa efectiva en el pozo m*p. * Como referencia
para la discusion considere:

1. el pozo de GaAs en Aly4sGagssAs en el que m*B ~?2 m*p.

il. el caso inverso en que m*B ~ m*p.
Asumiendo de aqui en mas un pozo de potencial infinito (VO — oo), grafique la
dependencia de la energia total £ en funcion del médulo del vector de onda en el

plano del Pozo Cuantico k, =,/k,” +k,> . Para ello utilice la ultima ecuacion de la

parte a) y considere solamente los cuatro niveles de menor energia E, asociados al
pozo de potencial.

Interprete estos resultados como la aparicion de “subbandas” de energia
asociadas a cada estado confinado en el pozo de potencial.

Considerando que las dimensiones laterales del pozo de potencial son Ly, Ly >> a;
calcule y grafique la densidad de estados de las subbandas halladas en la parte
anterior, en funcion de la energia total del electron E.

NOTA: Tenga en cuenta que la condiciéon a << Ly, Ly, nos permite considerar el

problema como bidimensional.

Ejercicio N° 11 (0): Modelo de Kronig-Penney en SuperRedes.

Considere las condiciones
de Dborde
semiconductora, teniendo en
cuenta el Modelo de Kronig-
Penney para un pozo de potencial

periodico

5
cuadrado.

en una SuperRed

unidimensional
Estas  condiciones

4 Tenga en cuenta que, ademds de que cada region tendra su propia ecuacion, las condiciones de continuidad en
la interface estan dadas por la continuidad de la funcién de onda W en la interface; y la continuidad del flujo de

7 h * x
probabilidad: j = 2—*(‘1—’ VY -¥ V¥ )
m i

> - Se estudiara solamente el movimiento de los electrones en la direccion perpendicular a las interfaces entre los
materiales A y B de la figura. Se despreciara el movimiento de los electrones en las direcciones transversales (en
los planos de las interfaces).

I - 14/20



Practico Il — Aproximacion de Masa Efectiva y Defectos.

pueden escribirse como:

- 0L22 +BB 2 sen(awa) sen(Bb)+ cos(aa) cos(Bb) = cos(k(a + b)) 6
o
donde:
e 2m:E; - 2m*(1€2—V0)
h h

E son los niveles de energia permitidos;

Vo es la altura de la barrera de potencial, originada en la diferencia entre los gaps de
energia en el material;

* . .
m es la masa efectiva de los electrones que se mueven en dicha SuperRed
(considerada la misma en uno y otro material);

a es el ancho de los pozos y b el de las barreras;

k es el nimero de onda del electron de Bloch (asociado a la denominada cantidad de
movimiento del cristal 7% k, donde 7 es la constante de Planck);

b) Demuestre que las relaciones de dispersion E(k) se pueden hallar resolviendo la
ecuacion inversa:

k=

s arcos(z(E ))

2 % %
z(E)= I+ —0en? MZ_VO)Z) cos 2m2Ea+6 ;
4E(E-V,) h h

18 = (“T*;)tg(ﬁb).

con:

c) Trabajando en funcion de las cantidades normalizadas:

2m'V,a’
8=£,u=k(a+b),v:m—zoa,r:2 (2)
V, h a

realice numéricamente el célculo de las denominadas “minibandas” de energia,
s(u), graficando los resultados en el esquema de zona reducida. Aplique el célculo
a los casos particulares:

1. v=144,r=0.1.
ii. Vo=04eV,a=b=30A, m =mo=9.10956 x 107" kg.

6 _ Esta ecuacion es estrictamente valida para E > V,. En otro caso deberian hacerse las sustituciones B =1y (con
y real), y sen ix =i shx, cos ix = ch x.
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iii. (o) Estudie las caracteristicas de la estructura de bandas resultante
para diferentes relaciones entre los parametros.

d) De la ecuacion de partida, demuestre analiticamente que cuando E >> V) las

2
relaciones de dispersion se aproximan a los de la particula libre £ = hz k* .
m

Parte E: Estadistica de Portadores en Semiconductores:

Ejercicio N° 12 — Semiconductores degenerados.

Utilizando la estadistica de Fermi-Dirac para la ocupacion de los estados en las bandas
energia de los semiconductores:

1

f(E)= exz{Ek_T“jH

B

donde f(E) es la probabilidad de que el estado de energia E en consideracion se encuentre
ocupado, p = Ef es el potencial quimico o Energia de Fermi, kg es la constante de Boltzmann
y T es la temperatura del semiconductor (supuesto en equilibrio a esta temperatura).

Siendo g = - e la carga del electron; E; (Ey) la energia del minimo (maximo) de las
bandas de conduccion (valencia) y m. (m, ) las masas efectivas de electrones de conduccion
(huecos), y Eg = E. - E, la energia del gap:

a) (o) Demuestre que las densidades de estados (por unidad de volumen) en una y
otra banda pueden escribirse como:

g (E)=—2 (Zm:j%wﬁfrzf

2n* | A2

1 2m*%
E)= v E —E
g,(E) 2ﬁ(h2j )

b) Demuestre que cuando el nivel de Fermi Ef verifica la siguiente aproximacion:
E,-E,
k,T

1 <<

la densidad de electrones de conduccion (por unidad de volumen) ny, puede
escribirse como:

1 (2m, % 3
nO = 37T2 hz (EF _Ec)

NOTA: En este caso, en que el nivel de Fermi se encuentra varias veces la energia
térmica en el interior de la banda de conduccion el semiconductor se dice
que es altamente degenerado.
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¢) Deduzca una relacion similar para una banda de valencia degenerada, hallando la
densidad de huecos (por unidad de volumen) py y la condicion que debe verificar el
nivel de Fermi en ese caso.

d) (Es posible que en un mismo semiconductor se encuentre simultineamente un gas
de electrones y un gas de huecos degenerados? ;Cuando se daria esta condicion?

Ejercicio N° 13 — Semiconductores no-degenerados.

En un semiconductor NO-degenerado el nivel de Fermi se encuentra en el interior de la
banda de energias prohibidas (y dista de los bordes de las bandas de conduccion y de valencia
mas de 3 kgT).

a) Para bandas parabolicas no degeneradas (salvo por la degeneracion de spin’) con
masas efectivas m. (m,) para electrones de conduccioén (huecos), en el centro de

la zona de Brillouin, muestre que las densidades ng (po) de electrones en la banda
de conduccion (huecos), por unidad de volumen, pueden escribirse como:

* %
m. E -F
no(7 )_— 2(—2n;l2 kg1 ] QXP(_ ——r j

k,T
. %
m E.—-F
T)=2| ——k.T -—F v
po( ) (275?12 B ] exp( kT J

b) Deduzca como cambian estas relaciones en el caso de:

1. Semiconductor indirecto con g bandas de conduccion degeneradas
(minimos simétricamente equivalentes) elipsoidales (con masas

. * * * , . . . .
efectivas m,, m,, m_ segln las direcciones principales).

ii. Bandas de huecos livianos y pesados degeneradas en el centro de la

. . . * * .
zona de Brillouin (con masas efectivas m,, y m,,, respectivamente).

¢) Volviendo al caso general de la parte a) considere el caso de un semiconductor
intrinseco (no dopado) en equilibrio a temperatura 7. Utilizando la neutralidad
eléctrica demuestre que el nivel de Fermi vale:

E, = %(EC +E)+ %kBTln(%j .

d) Discuta en qué caso el nivel de Fermi sera independiente de la temperatura y
. , * * * * , .
discuta qué sucede en los casos m v >m 0o m y <m .. ;Cudl es el origen de este
comportamiento?

e) Halle también las concentraciones de portadores de carga nij(7) (concentracion
intrinseca).

f) Verifique que se cumple la denominada ley de accion de masas: no po = ni’.

7 - Aqui se usa el concepto de degeneracion desde el punto de vista cuantica (estados tinicos) mientras en el titulo
del Ejercicio se refiere al punto de vista estadistico (gas de particulas clésico).
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Ejercicio N° 14 — Semiconductores no-degenerados dopados.

Considere un semiconductor no-degenerado dopado, que contiene un numero
relativamente pequenio de impurezas dadoras o aceptoras. La neutralidad de carga ya no exige
que las densidades volumétricas de portadores de electrones de conduccion n y huecos p sean
iguales. En este caso habra un desequilibrio de concentraciones An =n — p.

a) (En qué condiciones se seguiran verificando las ecuaciones de la parte a del
Ejercicio N° 13?

b) Verifique que en esas condiciones se sigue verificando la ley de accion de masas
deducida en la parte f) del Ejercicio N° 13: n p = ni?, siendo n;(T) el mismo que fue
calculado en la parte e) de dicho Ejercicio.

¢) Calcule las concentraciones n y p en funcion de An y n;.

d) La cantidad An/n; mide la importancia de las impurezas como fuente portadores.
Verifique que esta cantidad puede escribirse como:

E.-FE
An_ 2sh| ———1
n kT

siendo £, el nivel de Fermi intrinseco (parte ¢, Ejercicio N° 13).

e) Discuta en qué condiciones las impurezas dominaran las densidades de portadores
libres y si se mantiene la validez de las ecuaciones utilizadas en la aproximacion.

Ejercicio N° 15 — Semiconductores dopados extrinsecos.

Considere un semiconductor dopado, que contiene un niimero relativamente pequefio
de impurezas dadoras y aceptoras. La densidad volumétrica de estas impurezas es Ngq y N,,
respectivamente.

a) Considerando que estas impurezas estdin completamente ionizadas, demuestre que
el nivel de Fermi valdra:

N,-N
E, = E,, + k,Tsenh™ {Mj

2n,(T)

b) Halle también las concentraciones de portadores de carga en este caso, asumiendo
que estamos en la region extrinseca, en que el comportamiento del semiconductor
esta gobernado por la presencia de las impurezas y se aleja del caso intrinseco: | Ny
- NJ| >> ni(T), siendo esta la concentracion de portadores intrinsecos hallada en el
Ejercicio N° 13. ®

Ejercicio N° 16 — Estadistica de Estado Dador (Ashcroft & Mermin 28.4):

a) Considere un estado de impureza dadora en que el mismo puede estar libre (ausencia de
electrones), ocupado con un electron u ocupado con dos electrones. La energia de la
impureza con un electron serd E4, mientras que la energia del sistema con dos electrones

¥ _ Estudie ambos casos: semiconductores tipo n y tipo p.
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serd 2 Eq + A, donde A representa la energia de la repulsion entre electrones. Considere
que existen Ny impurezas por unidad de volumen. Utilice la estadistica del ensemble gran
canodnico (o directamente el calculo del valor esperado utilizando el factor de Gibbs para el
calculo de las probabilidades) para demostrar que la densidad volumétrica de electrones

ligados a impurezas estard dada por:
L exp(_ E—wj

k,T

2 k,T 2 k,T

n,=N,

b) Encuentre los limites de esta ecuacion en los dos casos: A es muy grande o muy pequeiio.

¢) Considere el caso de una impureza dadora con muchos niveles de orbitales electronicos
ligados. Cada orbital tiene una energia Ej. Asuma que la repulsion de Coulomb prohibe
mas de un solo electron estar ligado a la impureza. Encuentre la generalizacion del
resultado de la parte a y como esto altera la estadistica de portadores en semiconductores.

Ejercicio N° 17 — Estadistica de portadores en semiconductor tipo p:

A temperaturas relativamente bajas, las impurezas no estan completamente ionizadas.
En ese caso, ademas de la dependencia térmica para las concentraciones de electrones libres y
huecos, n y p, respectivamente, deben también tenerse en cuenta las ocupaciones de los
estados de impurezas. De acuerdo a los resultados del Ejercicio N° 16 estas estin gobernadas
por estadisticas similares a las de Fermi-Dirac, pero en donde solo un unico electron puede ser
excitado:

N N,
g = () PoE——(5 5y
1+—e ™' 1+—e ©f
2 2

donde nq4 (p,) son las densidades (por unidad de volumen) de electrones (huecos) que ocupan
los niveles de impurezas, con energias Eq (E,); y Nq (N,) son las concentraciones de impurezas
dadoras (aceptoras) por unidad de volumen.

a) Plantee el conjunto de ecuaciones que permite hallar el nivel de Fermi Er y las
concentraciones de portadores excitados (electrones de conduccion y huecos).

b) Suponiendo el semiconductor posee mas estados aceptores que dadores (N, > Ny),
verifique que existen tres regimenes de funcionamiento:

1. A muy altas temperaturas el semiconductor se comporta como
intrinseco en donde los portadores mayoritarios son los huecos con
energia de activacion Eg/2, donde Eg = E. - E, es la energia del gap.

ii. A temperaturas intermedias existe un régimen de saturaciéon donde
todas las impurezas estan ionizadas y esto gobierna la densidad de
huecos libres.

iii. A bajas temperaturas existe un régimen de ‘“congelamiento” (ver
Ejercicio N° 18).
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Ejercicio N° 18 (*) — Semiconductor a bajas temperaturas (Ashcroft & Mermin 28.6):

Considere un semiconductor dopado con Ny (N,) concentraciones de impurezas
dadoras (aceptoras) por unidad de volumen, donde Ny > N,. Asuma que se verifican las
condiciones de no-degeneracion E. — Er >> kgT, Er — E, >> kgT (ver Ejercicio N° 13) pero
donde la temperatura es tan baja que Ng — N, >> n; (concentracion intrinseca), y no
necesariamente vale Eq — Er >> kgT, Er — E, >> kgT.

a) Muestre que en estas condiciones la densidad de huecos sera despreciable frente a
la densidad de electrones libres y la energia de Fermi estard dada por una ecuacion
de segundo grado en exp (Er / kgT).

b) Muestre que a temperaturas por debajo del régimen de saturacion la concentracion
de electrones libres tendra una energia de activacion (E. — E4)/2. Encuentre esa
concentracion.

c) Muestre que si la temperatura cae ain mas, hay una transicion hacia un nuevo
régimen en que la energia de activacion es E. — Eq4. Encuentre la concentracion
correspondiente a este régimen.

d) Deduzca los resultados analogos cuando N, > Ng.

Ejercicio N° 19 (*) — Compensacion en Substratos para Microelectrénica:

El substrato de un dispositivo electronico (sobre el que se crecen epitaxialmente
dispositivos semiconductores) actia como soporte térmico y mecanico. Para no influir en las
propiedades eléctricas debe ser aislante, es decir, debe tener resistividad alta. El costo de este
dispositivo disminuira mucho si se pueden utilizar sustratos impuros (impurezas residuales en
el proceso de fabricacion). El control de su resistividad puede lograrse por el agregado de
impurezas profundas (compensacion).

Considere un cristal de GaAs con constante dieléctrica € = 13, energia del gap Eg = E.
- E, = 1.4 eV, masa efectiva para electrones de conduccion m . = 0.07 my, movilidad

electronica p. = 8500 cmz/Vs, masa efectiva de huecos m*h = 0.5 myp, movilidad de huecos
=400 cm*/Vs.

a) (Cuadl serd la resistividad a 7= 300 K de un cristal puro (intrinseco) de GaAs?

b) Si no se consigue fabricar GaAs con menos impurezas que 10*° m™, y se considera
todas ellas introducen estados dadores:

1. ¢Cual serd la energia de ligacion de estas impurezas?
1. ¢ Cual serd la posicion del nivel de Fermi a 7= 300 K?
1ii.  ;Cudnto valdra la resistividad de este material?

¢) Se introducen atomos de Cr en una densidad de 10* m™. Cada 4tomo de cromo
tiene un electron en exceso y contribuye con un estado profundo Ec; en el centro
del gap (0.7 eV por debajo del minimo de la banda de conduccion).

1. Muestre que la neutralidad eléctrica llevara a que el nivel de Fermi se
encontrara cerca de Ec;.

ii. Calcule la resistividad en este caso.
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