INSTITUTO DE FiSICA

FIiSICA DE SEMICONDUCTORES
Curso 2023

Practico II — Estructura Electronica de Bandas.

Fecha de Entrega: 28 de Abril de 2023.

Parte A: Combinacion Lineal de Orbitales Atomicos:

Ejercicio N° 1 — Enlaces del Carbono:
I. Hibridizacion sp3 (Ibach-Liith 1.9).

El 4&tomo del carbono en su configuracion de enlace tetraédrico del diamante puede ser
aproximadamente representado por cuatro funciones de onda 2sp’, las que son
superposiciones lineales de las cuatro funciones de onda hidrogenoides 2s, 2py, 2py y 2p, (¢):

v, = Zaqu)j coni,j=1,2,3,4.
7

donde las funciones posibles ¢; en coordenadas esféricas r, 0, ¢ son:
¢,(2s)=ce™(1-p)
d, (2pz ) =ce "pcos O
0, (pr =ce Ppsend cos @

b, (2 p, ) = ce Ppsend seng
con p = 227r y ap el radio de Bohr (del atomo de Hidrogeno) y Z la carga nuclear.
0

Se exige que las funciones ,, como las ¢;, sean ortonormales:
jd” Wy =6,

a) Grafique los contornos (p = constante) de las funciones ¢; para los estados 2s y 2p,
en un diagrama polar.
b) Muestre que las condiciones de ortonormalidad para las funciones v, (2sp>) llevan

a la condicion:

=5 =a’
2. 4;a, =38, con a; =a;
j

- Los ejercicios marcados con asterisco (*) son de entrega obligatoria. Los marcados con (0) se consideran
opcionales en el sentido de que requieren una profundizacion en algunos temas.

II-1/18



INSTITUTO DE FiSICA FISICA DE SEMICONDUCTORES — Curso 2023

d)

Determine cuatro posibles funciones w, que satisfagan las condiciones de

ortonormalidad con a; :% oa.= —l.

y 2

;. 2 . . , .
Muestre que los maximos de |\yi| se encuentran en direcciones tetraédricas y

dibujelas por medio de vectores apuntando a los vértices de un cubo cuyas aristas
son paralelas a los ejes x, y y z.

4
. ;. 2 . . ’ Jon
Muestre que la densidad electronica Y |y,|” tiene simetria esférica.
i=1
Discuta posibles razones por las que la densidad de carga de los electrones de
valencia en un cristal de diamante no es esférica alrededor de los atomos de
carbono, si no que se concentra en direcciones de enlaces tetraédricos.

II. Hibridizacion sp2 (Ibach-Liith 1.10).

a)

b)

Analogamente a la hibridizacion sp® del carbono en la red del diamante, discuta la
posibilidad de que los 4tomos del carbono formen orbitales hibridos sp® con tres
direcciones planares de enlace. Grafique en forma cualitativa los tres orbitales de
enlace sp” y el orbital remanente no apareado p, y dé sus ocupaciones electronicas.

Asumiendo hibridizacion sp® para los atomos de carbono explique los enlaces
quimicos en la molécula de benceno C¢Hg, asi como en el grafeno. ;Cual es el
origen del sistema de enlace & paralelo al esqueleto del anillo hexagonal de los seis
atomos de carbono?

Ejercicio N° 2 (*) — Banda s en cristal sc (ctibico simple):

A partir del resultado de la relacion de dispersion para bandas con cristales cubicos
simples (de constante de red a), con celdas monoatomicos, que se obtiene por el método de
combinacion de orbitales atdbmicos:

donde E',

S(Ej =L, —2y[cos(kxa)+ cos(kya)+ cos(kza)]

es la energia del orbital atdémico corregido (por la integral de solapamiento) y y es

la integral de solapamiento de primeros vecinos:

(3]sl )

siendo d{rj los orbitales tipo s y U (rj el potencial atomico.

a)

b)

Calcule y suponiendo que los estados atdmicos corresponden con el estado
fundamental (orbitales 1s) de un dtomo de hidrogeno con ntimero atomico Z (£,
energia de ligacion y @ radio de Bohr).

Halle el ancho de la banda de energia permitida, en funcién de vy, en las direcciones
'X[100]y L [111].
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Practico I — Estructura Electronica de Bandas.

c) Muestre que en las cercanias del minimo de esta banda, la misma es isotropica.
Encuentre la masa efectiva correspondiente dejandola expresada en funcion de .

d) En el caso que las superficies de energia constante corten las caras de la zona de
Brillouin, demuestre que las mismas seran perpendiculares a estas ultimas.

e) Realice diagramas de las equipotenciales para diferentes valores de energia. En
particular grafique la interseccion de las mismas con el plano &, = 0. Observe que:

1. Existe una equipotencial cuya interseccion con este plano es un
cuadrado con vértice en los cortes de las caras de la zona de Brioullin y
las direcciones principales del cristal [100] y [010].

ii. Para energias menores se obtienen superficies cerradas (que se
aproximan a esferas cuanto menor sea la energia).

iii. Para energias mayores se obtienen superficies abiertas que se graficaran
en tres dimensiones.

Ejercicio N° 3 (*) — Enlace Firme en Cristales Unidimensionales:

Considere el cristal unidimensional diatdbmico mostrado en la figura. El mismo est4
formado por 4tomos de tipos A y B equidistantes (d distancia interatomica, 2d constante de
red correspondiente).

Bj.1 B; Bj+1
O & L oS
A_]-l AJ A_]+1
A PN
d d

Suponga que los orbitales atobmicos son altamente localizados de forma que:
(0alog)=8,  (0nlos)=8,  (04]0s)=0

donde ¢4; (¢5/) son los estados (funciones de onda) de los orbitales atdmicos de tipo A (B) en
las posiciones i (j). Los valores de energia atdmicas correspondientes son Ex y Ej,
respectivamente. Ademas considere que solo hay interaccion de primeros vecinos y se
cumplen las siguientes relaciones de simetria:

(0 [75 |0 )= (0. [P [0, ) =,
(07|05, )= (0 75,05, ) ==V
(00, 70 )= (05,70, ) =7,
(0,7, [5,)= (0, 1[0, ) = -0

donde se supondré las cuatro constante o, OB, YA, Y8 SON positivas.
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b)

Demuestre que ya = VB.

2
L, Vi +Vs,

NOTA: Calcule el elemento de matriz <¢ 415
J m

) B,> teniendo en cuenta
J

2

que H, :;;+VX> tiene autovalor Ex en el ‘(I)X,> donde X = A o B
7 m 7 J

alternativamente.

Encuentre las relaciones de dispersion correspondientes para las bandas que surgen
en estas condiciones verificando que las mismas estan dadas por:

s(l_()j:%{EA +E,—2(a, +aB)i\/[EA —E,—2a,—a,)] +16y cosz(kd)}

Halle los valores de energia de cada una de las bandas en el centro de la zona de
Brillouin (k= 0) y en el borde de zona (k = n/2d).

NOTA: Para simplificar el resultado, asuma y << |E L —E, - Z(OL L—a B} .
Halle las energias del minimo de la banda superior y el maximo de la banda
inferior. Calcule a partir de ellos el ancho de la region prohibida .

Estime el ancho de cada una de las bandas dejando expresado el resultado en
funciénde y y E,.

(Qué sucederia si los atomos del tipo A y del tipo B fuesen iguales?

Ejercicio N° 4 (*) — Banda s en cristal fcc (Asheroft & Mermin 10.1):

Considere el método de enlace firme (“tight-binding”) para una banda que se origina
en un unico orbital atbmico con simetria s en un cristal ciibico centrado en las caras (fcc).

a)

b)

> k k
s{kj =E P-4y cos( kxajcos B4 cog 22 cos( kzaj + cos( kzajcos( kxaj
2 2 2 2 2 2

Muestre que la relacion de dispersion resultante es:

donde Ej es la energia del orbital de partida, a es la

constante de red de la celda convencional, &y, ky y &,
-

son las componentes del vector de onda k segun las

direcciones principales, y finalmente B y y son

integrales de solapamiento correspondientes (que se

consideran parametros del método de calculo).

Muestre que la estructura electronica a lo largo de
las direcciones principales de simetria que se
muestran en la figura son:

1. SeginI'X (ky =k, =0, kx = p2n/a, con 0 < p < 1):
exE —B- 4y[1 + 2cos(mc)].

ii. SeginI'L (kx = ky =k, = p2n/a, con 0 < p < %):
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Practico I — Estructura Electronica de Bandas.

e=E, —B—12ycos’(un).
. Segun I'K (k, =0, kx = ky = p2n/a, con 0 < p < %):
exE —B- 43([c0s2 (um)+ 2c0s(wt)].
tv. SeginI'W (k, =0, kx = p2n/a, ky=pn/acon 0 <pu < 1):

exE —B- 4y{cos(un) + cos(%j + cos(un)cos(%ﬂ .

c) Grafique cada una de las relaciones de dispersion anteriores.

d) Muestre que en las caras cuadradas de la zona, las derivadas de la relacion de
dispersion segun la direccion normal a la superficie se anulan.

e) Muestre que en las caras hexagonales de la zona las derivadas normales de la
relacion de dispersion segun la direccion normal a la superficie se anulan
solamente en las lineas que unen los centros del hexagono con sus vértices.

Ejercicio N° 5 — Banda p en cristales ctbicos (Ashcroft & Mermin 10.2):

En cristales cubicos la combinacion lineal mas conveniente de orbitales tipo p
degenerados tienen la forma xd)(r), yd)(r), y zd)(r), donde la funcion ¢ solo depende del

modulo de la posicion (vea el Ejercicio N° 1). Las energias de las tres bandas p pueden
obtenerse en forma aproximada anulando el determinante:

HE)- Ep}&ij +B, + %{Ej =0
donde:
70(1_()) = Zexp(il_().l_i}yij(l_ij ,
R
con:
Yy (l—ij = —-[ ;wi*(;)\yj (;— l—ijAU(;) ,

—

B, =7, (R = O), vy i(rj las funciones de onda atomicas y AU (rj es el potencial de todos los

atomos salvo el del sitio en consideracion.
a) Muestre que debido a la simetria ctbica: B, =B, =B.. =B y B,, =0.

—

b) Asumiendo que los vy, (Rj son despreciables salvo para primeros vecinos, muestre

N

que %(kj es diagonal en cristales con red de Bravais cubica simple, que por lo
tanto xd)(r), yd)(r), y zd)(r) cada una generan bandas independientes.
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NOTA: Observe que eso deja de ser cierto si se consideran los segundos vecinos.

c) Para un cristal con red de Bravais cubica centrada en las caras (fcc), considerando
-

solo v, (Rj apreciables para primeros vecinos, muestre que las bandas de energia

estaran dadas por las raices de:

> > k k
8(1()—80(](]4-4')/0 cod 2% |cosf %4 —4y,sen 54 e ac —4y,sen kal e K
2 2 2 2 2 2
k - - k
0= —4y,sen 5% lsen ka 8(k)—8°(kj+4yo cos k.a cos k.a —4y,sen 5% \sen k.a
2 2 2 2 2 2
k - - k
—4y,sen ka) e, ka —4y,sen 54 ) o K 8(kj—80(k)+4'y0 coq Ko | cogf 224
2 2 2 2 2

donde:

- k k
ao(kj =F,—B-4y, cos( k"ajcos 5214 cod 22 cos( kzaj + cos(kzajcos( k"aj
2 2 2 2 2 2

Y 71, Y2 V V3 son integrales de solapamiento (cuyas expresiones deben expresarse
como parte del Ejercicio pero que no es necesario calcular).

d) Muestre que las tres bandas son degeneradas en I' (kx = ky = k, = 0).

e) Muestre que hay una degeneracion doble a lo largo de las direcciones
correspondientes al lado del cubo (I'X: ky =k, = 0, kx = p2n/a, con 0 < p<1) ysu
diagonal (I'L: kx = ky = k, = p2n/a, con 0 < p < %).

f) Bosqueje las bandas de energia a lo largo de estas direcciones.

Ejercicio N° 6 (*) — Hibridizacion sp3 en estructura diamante:

Considere un cristal con estructura diamante, es decir, red cubica centrada en las caras

, . - - — a
con dos atomos en la base: uno en el origen de coordenadas r, =0 yotroen r, =b = Z(l,l,l).

Considere un orbital atdbmicos tipo s, ¢, con nivel energético Eg, y tres orbitales atomicos
degenerados tipo p, ¢y, ¢y, ¢,, con nivel energético E,.

a) De acuerdo al Ejercicio N° 1 construya: para el atomo en r, =0 cuatro orbitales
hibridos sp™: o, d1, &2 ¥ b3, que “apuntan” en las direcciones [1 1 1], [TT 1] [T 1 T] y

> o>

[1 TT], respectivamente. Asimismo para el atomo en r, =b construya los orbitales
d'0, 9'1, 92 y ¢'3 que apuntan en las direcciones opuestas.

b) Muestre que para el Hamiltoniano atoémico H,, se verifica:

<¢i|Hat :ﬂ ¢l>=¥asiiil'

¢:) y (0:|H.,

c) Considere la aproximacion de combinacion de orbitales atdmicos a partir de esas
funciones hibridizadas:
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Practico I — Estructura Electronica de Bandas.

J

v K:zexp(iz.ﬁjjjp,@(:_ K, |01 ﬁj_gﬂ

=0

N
donde R; son los puntos de la red definidos por los vectores de traslacion:

b4 a A A . d a A A . b4 a A A
a1:§ e te, ,a2=§ e +e, ,.a3:5 e te,

Si solo se tienen en cuenta las integrales de solapamiento que se orientan en
direcciones opuestas entre atomos vecinos, del tipo (en una misma celda y entre
celdas vecinas):

(67]0) =2 <0

donde V' es el potencial atomico en alguno de los sitios (se desprecian las
integrales de solapamiento que no involucren primeros vecinos, las que involucran
potenciales en sitios diferentes de donde se estan calculando, y las que involucren
orbitales que no apunten hacia el sitio del otro a&tomo involucrado), las ecuaciones
seculares para la funcion del Bloch definida mas arriba quedan:

E +3E >\|  E-E o o
%—e”(kj A4, +— 1 ”ZA,—kexp(—ik.ajjA'j:O

I#j

J
4 I#j

[E +3E )| E —-E >
%—sn(kj A4+ "ZA’,—?»exp(—ik.ajjAj =0

Escriba el determinante (8x8) que permite hallar las relaciones de dispersion

N
en(kj en esta aproximacion, dejandolo expresado en funcion de:

- Ep_ES e
x=¢,k|-E,, 6= 2 y a; =exp| —ik.a,

donde en estas expresiones j =0, 1,2y 3.

d) Las soluciones de ese determinante estan dadas por la ecuacion:

0= (x> =22 (* + 48 — 12 + 4500 |x* + 48x — 1 — 450D )= 0
siendo:

1 1 (kxaj k,a k,a (kzaj (kzaj (kxaj
- a[=—=[1+cos cos| —— |+ cos| —=— |cos +cos cos
43 7 2 2 2 2 2 2 2

1. Evalue @ en las direcciones [100] (A) y [111] (A), y en los extremos de
alta simetria I', X y L.

b=

ii. Encuentre las relaciones de dispersion para las 8 bandas que se
obtienen de esa ecuacion.

iii.  Estudie los valores de estas bandas en los puntos I', X y L, en los casos:
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1. 28>\ (Por ejemplo 6=L)
2. 20<M\ (Por ejemplo 36=N0).
3. (Qué sucede si 20=A?

iv. Calcule la energia del gap E, en cada uno de los casos anteriores. ;Qué

V1.

caso se asemeja mas al del Si? Es decir, teniendo en cuenta que cada
atomo tiene 4 electrones de valencia, ;en cual de los casos anteriores se
tendrd un semiconductor?

La siguiente tabla muestra valores de Energia de Ligacion E. y Energia
del Gap E, para los elementos de la columna IV:

C Si Ge Sn
E.(eV) 14.7 7.55 6.52 5.5
E, (eV) 5.2 1.12 0.66 0

Grafique E. contra E, ajustando por una linea recta.

Calcule la energia de ligacion E. como la energia del estado
fundamental atémico (sin hibridizar) menos la energia promedio por
atomo del cristal. Para calcular esta Gltima asuma las bandas de espero
despreciable y por lo tanto todos los estados tienen como promedio el
valor del la banda en el punto I'. Exprese esta energia en funcion de la
energia del gap E, y compare con el resultado de la regresion lineal
anterior.

NOTA: La energia de excitacion del orbital atomico fundamental (s) al
primer estado excitado (p): E, — Es, puede estimarse de fisica
atomica practicamente independiente del atomo y en el orden de
S5eV.

Ejercicio N° 7 (0) — Estructura Diamante vs Zincblende:

Para un cristal
método

diamante, el

Table 2.25. Matrix for the eight s and p bands in the diamond structure within the tight
binding approximation

con estructura
tight-binding

combinando orbitales s y p (sin hibridizar),
y considerando todos los parametros de
solapamiento con interaccion de primeros
vecinos, se obtiene la matriz caracteristica
de la derecha. > En ella E; y E, son los

81 E —E Vam 0 1] 0 Vo2 Voits Vg
852 Vg Ei—E —Vpgs —Vggi Vgl 0 0 0

X1 0 —Vom E,—E 0 0 Vgt Vevgs Viygs
Y1 0 Vo 0 E,—FE 0 Vinga Vgl Voo
Zl 0 —Vaes 0 0 E, — Ex Vyg Vg2 Vag
X2 Vogs Vgt Vogi Vi3 A 1) a

¥2 V.,& 0 | V.2 Vogs 0 E,—E 0O

Z2 Vgl 0 Vgl Vyes Vgt 0 0 Ep — Ey

niveles de energia de los orbitales atomicos, Ej

la relacion de dispersion de la estructura de

bandas del cristal, los pardmetros Vj; son los pardmetros de solapamiento relevantes y los gq

son los factores de estructura:

g1 = (L) {exp[i(d, - k)] + exp[i(d; - k)] + exp[i(ds - k)] + exp[i(dy - K)]}
& = (U4){expi(d, - k)] + expli(d; - k)] — expi(ds - k)] — exp[i(ds - K]},
g5 = (U4){exp i(ds - k)] — expli(ds - K)] + expli(ds - K)] — exp [i(ds - K)]},
g4 = (V4 {exp[i(d - k)] — exp[i(ds - k)] — exp[i(d; - k)] + exp[i(dy - k)]}-

- Yu & Cardona, Fundamentals of Semiconductor: Physics and Materials Properties, 4™ Ed, pag. 90.

I -

8/18



Practico I — Estructura Electronica de Bandas.

—

- a A A N - a A A A - a N N N
con k vector de onda, d,=—| e +e +e |, d,=—|e —e —e |, d;=—| —e +e —e_| Yy
4 y z 4 x y z
b4 a A A A
d4=Z(—ex—ey+ezj.

a) Evalte esa matriz en el centro de la zona de Brillouin (I'), encontrando que se
limita a una matriz 2 x 2 correspondiente a los estados s y tres matrices 2 x 2
iguales correspondientes a los estados p.

b) Encuentre los autovalores de energia correspondientes en ese punto (I).

¢) Utilizando la tabla de la derecha Bk 22 Titactes mencion e tn ) fr G S5 st e st b
que da valores de parametros de
solapamiento, evalue las [o o T =
posiciones relativas de esos |& L B e B

estados en I', para C, Siy Ge.

d) (Yu & Cardona 2.16) Para una estructura zincblende, los atomos de la base ya no
son del mismo tipo, sino diferentes. La matriz anterior se modifica en que los
niveles de los orbitales atobmicos para un atomo de un tipo (1) y del otro tipo (2)
son diferentes: Es; y Ep1 para los atomos 1, y Eg y Ep» para los atomos 2, para los
orbitales s y p, respectivamente. Realice los cambios correspondientes en esa
matriz y muestre que en este caso los estados electronicos en I” son:

'}
2}.

VSS

Esi(o): %{Esl +Es2 i\/(zzvl _ESZ )2 +4

E,.(0)= %{Em vE, (B, ~E,,f+4

VXX

Parte B: Seudopotenciales:

Ejercicio N° 8 — OPW (Ondas Planas Ortogonalizadas):

Considere una onda plana ortogonalizadas (con los estados del core) dada por:
O =exp| ik.r |+ 5P
. exp(z r) Z AS
donde W son ondas de Bloch originadas en los estados de electrones del core. Suponga estas
k

funciones estan dadas por una combinacion lineal de orbitales atomicos ¢.

a) Calcule las constantes b, para que las ondas ortogonalizadas @, sean ortogonales
k

a los estados del core ¥ y exprese b, en funcion de los estados atomicos ¢;.
k

b) Las ondas planas del modelo de electron libre son ortogonales para diferentes

valores del vector de onda k . ;Son las ondas planas ortogonalizadas dadas por los
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coeficientes b. hallados en la parte anterior ortogonales entre si (para diferentes

valores del vector de onda k )?

Ejercicio N° 9 (*) — Punto X Estructura Zincblende (Yu & Cardona 2.8):

Considere el método de célculo por medio de los seudopotenciales en el punto X de un
semiconductor con Estructura Zincblende. Las funciones de onda de electron libre que dan
lugar a estados degenerados en este punto corresponden a los vectores de onda

E = Z_n(i 1,0,0), por un lado, y E = 2—n(0,i1,il), por otro. Si se les llama |100> , TOO> , |01 l> ,
a a

\0T1>,

representaciones irreducibles son:

X |\|;1>=%Q011>+‘0TT>) y |\|;2>=L2(1011>—\0TT>),

01T> y ‘OTT>, respectivamente. Las funciones simetrizadas de acuerdo a las

Xs: |\|;3>:%H011>—‘0TT>+1' 01T>+\0T1>)],

Q
e <o) or )T
X;: |\|,5>:%ﬂmo}+\Too>+iQ1oo>—\Too>)],

Xs: |\y6>=%H100>+‘T00>—i(}100>—‘TOO>)],

a) Calcule los elementos de matriz del seudopotencial entre estas funciones de onda y
muestre que la matriz resultante para los elementos Vj; es:

—v 0 0 0 0 0
0 - 0 0 0 0
0 0 v+ 208 0 0 iN2(- v —2v)
0 0 0 vi—2vi 2= ) 0
0 0 0 —i2(ve ) o 0
0 0 —iN2(-v-) 0 0 v

SUGERENCIA: Utilice el teorema del elemento de matriz para identificar los
unicos elementos que seran no nulos, suponiendo que, como el
seudopotencial tiene la simetria completa del cristal, pertenece a la
representacion irreducible T';.

b) Diagonalice el determinante anterior, observando que puede reducirse a tres
determinantes 2 x 2, hallando los autovalores de energia correspondientes.
Verifique que los mismos seran:
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An’n*
E(Xy)=—=-w.
ma
i 242 242 2
E(Xl):% —67173 +v§—3vf"i\/(2niz +v§—vff) +8(v§’—v§)2
ma ma
i 222 222 2
E(X3)=% %+v§+3v§i\/(2’:; +v§+v§’] +8(v§l+v§)Z

c) Calcule las energias de los niveles X, X3 y X5 en GaAs estudiando la dependencia
con los siguientes valores reportados por diferentes fuentes para los parametros

involucrados:
Ref. a(A) MR | W R | ViR [ W RY)
Yu & 5.642 —0.252 0.068 0.066 0
Cardona
Hamaguchi 5.653 -0.23 0.07 0.05 0.01

Parte C: Método k.p:

Ejercicio N° 10 (o) — Masa Efectiva de Conduccion en Cristales Zincblende:

a) (Yu & Cardona 2.9) Utilizando las funciones simetrizadas del Ejercicio N° 2.4 del Yu &

Cardona:
I: J8 cos[z—nxj cos(zﬂj cos[ﬁj
a a a

I, (x): ﬁsen(zzxjcos(%yjcos(zmj

r(v): 8 cos[zzxjsen(2zyjcos(2zzj
T,(z): 38 cos( 2;“}05( 2Zy jsen( 2sz

IR
muestre que las componentes de los elementos de matriz del operador momento p entre

las funciones I'; y I'4 son:

F4(x)>‘2 = KFI |py|r4(y)>‘2 = Krl

(T |p,

L) =0).

y son nulos en otro caso (por ejemplo: Kl“l D,
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b) Aplique el método de calculo de masa efectiva del método k.p para demostrar que la masa
efectiva m. de la banda de conduccion puede expresarse como:
m, 2P

=1+
m, myE,

donde E, es la energia del gap, m, es la masa del electron libre y P se calculara utilizando
los resultados de la parte anterior.

¢) Para una constante de red tipica (ver por ejemplo Ejercicio N° 9) verifique que
2P’

m

~20eV .

d) Utilizando el valor anterior (20 eV) estime de la ecuacion de la parte b) los valores de la
masa efectiva de diferentes semiconductores a partir de su energia del gap E,. Busque en
la bibliografia valores experimentales de esas masas efectivas para estudiar la
aplicabilidad del modelo.

NOTA: Para asegurar la confiabilidad (o no) del método apliquelo a varios casos
diferentes.

Ejercicio N° 11 (*) — Borde de la Banda de Valencia:

Los estados del extremo (maximo en el punto I') de la banda de valencia en cristales
diamante y zincblende son degenerados. Para estudiar la relacion de dispersion en este punto
debe diagonalizarse el hamiltoniano del método k.p teniendo en cuenta no solo los 3 estados

degenerados (|X> , Y> y |Z> )’, sino también el acoplamiento con el estado de la banda de
c> 45

a) Verifique que, manteniendo solo las correcciones a primer orden en el vector de

conduccion,

IR
onda k la relacion de dispersion estara dada por:

E.-\. Pk, Pk, Pk,

y

Pk, E,~% 0 0 |_,
Pk, 0 E-A 0 |
Pk, 0 0 E -2

donde E., E, son las energias de las bandas de conduccion y valencia en T,
2
R

. - hz -
respectivamente, A = s(kj — , kx, ky y k, son las componentes de k y P es un
m,

3 _ Simetria I'y en zincblende y I'p5> en diamante.

*_ Simetria I' en zincblende y I'>- en Ge.
> - Seria la misma aproximacion del Ejercicio N° 10 anterior, donde adicionalmente aparece la dificultad de la

degeneracion de los estados P.
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parametro que permite escribir los elementos de matriz relevantes de la forma:

n o
c|-i=—k.V|X)=Pk_.
(el

b) Encuentre las relaciones de dispersion que se obtienen de este modelo.

c) Bosqueje esas relaciones de dispersion hallando las masas efectivas
correspondiente.

d) De acuerdo a los resultados obtenidos discuta sobre la aplicabilidad del método.

e) Para mejorar la aproximacion deben tomarse los términos cuadraticos que llevan a
correcciones del siguiente tipo en la parte del determinante anterior asociada a los

estados (|X>, Y> y |Z>):
Lk + M (K +k2) Nk k, Nk k.
Nk k, Lk + Mk +k2) Nk k.
Nk k. Nk, k. Lk + M (k2 +k2)

donde L, M, N > 0 son parametros asociados a la correccion de 2° orden.
Despreciando en este caso el acoplamiento con los estados de la banda de
conduccidon encuentre las relaciones de dispersion en las direcciones de alta
simetria 'X [100], TK [110] y 'L [111], en las cercanias del punto I'.

Ejercicio N° 12 (*) — Interaccién Spin-Orbita:

I. La degeneracion del extremo de la banda de valencia se levanta parcialmente por
interaccion spin-orbita, dada por el Hamiltoniano:

H._ =t()L.S

donde &(r):%d—V con V(r) el potencial atémico (supuesto con simetria
2mycr dr

. g 2 h> :
esférica), L es el operador momento angulary S = 56 es el operador de spin, con

N
6 ¢l operador cuyas componentes son las matrices de Pauli (o, oy, G,). Las

componentes del momento angular en el en la base de estados |X>, Y> y |Z> del
punto I" de la banda de valencia son:
. 010 . 0 —-i 0 \ 1 0 0
L=—7|1 0 1 L=—7i 0 -—i L=—|0 0 O
X s y > z
2 0 1 0 2 0 7 O V2 0 -1

a) Verifique que en la base definida por los estados u+, u,, u. definidos por:

u, = (|x)£7)), u.=|Z)

V2
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el momento angular estara dado por L, =L +iL , y que el hamiltoniano podra

escribirse como:

donde 6, =06, tic .

b) Verifique que, la matriz de este hamiltoniano, en la base de estados incluyendo el
spin |u+oc>, u+B>, uzoc>, uZB>, ufoc> y |u7[3>, donde a y 3 son los dos estados de

. o h h . o
spin (con autovalores de S 5 y 5 respectivamente), se escribird como:

A 0O 0 0 0 0
0 -A 24 0 0 0
024 0 0 0 0
0 0 A 0 0
0 0 0 -A 2A
0 0 0 v2A 0

c) Diagonalice esta matriz y encuentre los autovalores de energia, (tomando como
referencia el estado de energia en ausencia de interaccion spin-6rbita) y demuestre
que existiran cuatro estados degenerados que aumentan su energia (si A > 0) y los
otros dos estados también degenerados disminuirdn su energia. Calcule Ay, la
energia de split-off o el desdoblamiento spin-orbita, es decir, la diferencia entre
estos estados, en funcion de A.

II. A partir de los estados de la banda de valencia deducidos anteriormente, es posible
aplicar el método k.p incluyendo interaccion con las bandas de conduccion de menor
energia, con simetrias I’y y 'y en la estructura zincblende6, obteniéndose las
siguientes relaciones de dispersion:

s+(1?j = Ak £\ [BE + C K+ KK + k)

ew(kj = Ak - A,

donde los parametros A, B y C son:
Az%(L+2M), Bz%(L—M), C:%[Nz—(L—M)Z],

donde L, M y N son los mismos coeficientes introducidos en el Ejercicio N° 11
anterior, aunque su expresion exacta puede depender del nimero de estados

6 _ A estas bandas les llamaremos I'1. y T4, para diferenciarlas de la banda de valencia con simetria I'4, que
llamaremos a su vez I'y,.
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considerados en el modelo. Por ejemplo, para las interacciones antes mencionadas
(inclusion de las bandas I'j¢ y Tae):

2 2
2’7;0 A :1_2 P +£
h 3| myE, myE',

[
myE'y  myE,

2 2
m, p 2[ QP
h 3

2 2 2
(2”;’0 Cj —16 2 2
h myE, mE',

donde P (Q) son elementos de matriz de momento entre los estados I's, de la banda
de valencia y los estados I'j. (I's;) de la banda de conducciéon y Ey (E’y) son las
diferencias de estas bandas con los niveles energéticos de las bandas de valencia
(en el punto I).”

a) Exprese L, My N en funcion de 4, B 'y C, y de esta forma calcule los primeros en
funcion de P, O, Ey, E’. ;(Cuantos pardmetros realmente independientes hay en
esta segunda descripcion?

b) En los cristales zincblende la banda de conduccion Iy es inferior que la 'y, por lo

P2 2
tanto P > Q y Ey < E’). Asi puede suponerse >> 0 ademas de que
myE, myE’,

2
>>1.

myE,
1. Calcule 4, By CyL, My N en esta aproximacion.
ii. Verifique que 4, B<0y C* << 4* B
c) Sisesupone C~ 0:

1. Verifique que las tres bandas de energia se aproximaran a bandas
esféricamente simétricas.

ii. Calcule las masas efectivas correspondientes. Estudie el signo de cada
una de ellas.

iii. Haga un bosquejo de estas bandas en las cercanias del punto T,
analizando cuidadosamente sus posiciones relativas.

d) En caso que C no sea completamente despreciable:

1. Analizando los signos de cada término establezca un ordenamiento de
las bandas en las cercanias del punto I'.

ii. Realice un bosquejo de las equipotenciales de cada banda en el plano £,
=0.

7 .
- Se desprecia en este caso A, frente a estos valores.
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iii.  Calcule las masas efectivas en las direcciones I'X [100], TK [110] y 'L

[111].

e) En la practica se considera como valores adecuados B |CP 4
para las masas efectivas de las dos bandas superiores [eV]
(hh: hegvy holg y lh: light holes) los siguientes [ T
promedios espaciales: Si® —428 068 24 0.044

Ge 1338 -85 173 0295
2 SiCC -28 1016 58 0014
m, _my 244281+ 2C GaN' —505 -12 34 0017
w2 158> GaP® —405 —098 16 0.8
hh GaAs —69  —44 43 0341
Gasb -133 -88 230 075
2C? P -515 -19 21  0ll
my, _my _24-2Bl1+ InAs —204 —166 167 038
m B 1582 1| InSb 3641 -325 43 081
i ZnS -254 -—15 0.07
ZnSe -275 -10 75 043
Aplique estas ecuaciones para calcular valores de |ZnTe -38 144 140 093
. . CdTe —414 -218 303 092
masas efectivas de huecos pesados, huecos livianos

y banda split-off utilizando los valores de la tabla que se muestra a la derecha. En
2

esta tabla 4, B y C estan dados en unidades de

y Ag = Ago en eV. Compare los
my
resultados con valores experimentales de estas masas efectivas.

f) (Yu & Cardona 2.15) Un procedimiento alternativo para hallar estas bandas de
energia consiste en la simetrizacion del Hamiltoniano por un procedimiento similar
al de la parte I anterior: diagonalizar el mismo introduciendo un operador de

N
momento angular total J. En este caso se encuentra que el método k.p, en
presencia de acoplamiento spin-orbita, lleva al denominado Hamiltoniano de
Luttinger:

2 - 5\2
H= 2h (yl + %yzjvz J- ZYZ(V.J) + 2y =y, V2T + VA +V2)
m,

donde yi, V2, v3 son los denominados parametros de Luttinger-Kohn. ® Los
autovalores de energia para las bandas de huecos pesados y huecos livianos quedan
en este caso:

- h2
si(kj -2 [ylkz 4,k 120y, -y, R+ K R )}

m,

1. Comparando este resultado con el mencionado en el encabezamieno de
la parte II, calcule los parametros de Luttinger-Kohn en funcion de 4, B
yC.

ii. ;Qué condicién deben cumplir estos pardmetros para que las bandas
sean esféricamente simétricas?

8 ’ . ’ . g o . .
- Observe que el ultimo término solo puede escribirse en un sistemas de coordenadas cartecianos, por lo que es
altamente dependiente de estas coordenadas; o sea, depende de la simetria ctbica del cristal.
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iii.  Utilice la tabla de la parte e) anterior para realizar una tabla de los
valores de los parametros de Luttinger-Kohn.

Ejercicio N° 13 — No Parabolicidad de la Banda de Conduccién:

En el Ejercicio N° 10 se estudio la masa efectiva de la banda de conduccion en un
cristal zincblende. En los Ejercicios N° 11 y 12 se estudiaron las masas efectivas de la banda
de valencia (tanto en cristales zincblende como en cristales diamante), las cuales son
complicadas por la degeneracion de las bandas de valencia y el acoplamiento spin-orbita.
Estos efectos pueden utilizarse para mejorar la aproximacion del Ejercicio N° 10. Para ello si
incluimos el acoplamiento spin-orbita de la parte I del Ejercicio N° 12 en el determinante del
Ejercicio N° 11, y para simplificar se limita el estudio la relacion de dispersion en la direccion
I'X [010], se obtiene:

E, ) 0 Pk 0
0 E-Se_y VA, 0
3 3 .
Pk _\/53% E, ) o |
0 0 0 E+ A;v -2

donde todos los pardmetros tienen la misma interpretacion del Ejercicio N° 11 y A, es el
desdoblamiento spin-orbita del Ejercicio N° 12.

a) Partiendo de la ecuacion secular anterior y aproximando en todos aquellos
términos del tipo A — Ey (>> A — E, para estados de la banda de conduccién en las
cercania del punto I') por E. — E, demuestre que el resultado para la masa efectiva
de la banda de conduccion hallado en el Ejercicio N° 10 puede mejorarse por: °

1 1 2P 2 1
e —t | ———
m m, 3n°\E, E,+A,
b) Utilice este resultado y la tabla del Ejercicio N° 12 para mejorar los resultados de
la parte d del Ejercicio N° 10.

c) Encuentre las correcciones a la masa efectiva de la parte a) si no se desprecian los
p . 4
términos de orden £".

d) De la Tabla del Ejercicio N° 11 se observa que el acoplamiento spin-orbita
aumenta con la masa atomica de los elementos constitutivos. En un caso extremo
en que los dtomos sean muy pesados (como la energia del gap £, disminuye con la
masa) podra suponerse As, >> E,. De esta forma, haciendo esta aproximaci(')n10 en
la ecuacion secular, demuestre que la relacion de dispersion medida a partir del

minimo de la banda de conduccién se aproxima por:

? - Observe que este resultado se limita al anterior en ausencia de acoplamiento spin-6rbita.
10 . . ., . ., , .

- Denominada aproximacion de dos bandas porque solo se considera la banda de conduccion y el maximo de la
banda de valencia.
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g)

h)

N N 212 F AE #2712
s’(kaa(kj—EC;h k +—=1 1+ gh k -1
2m, 2 E,; 2m,

4P’m,
3t

donde £ , =

272

Invierta la relacion anterior hallando en funcién de ¢'; y aproximando el

2m,
resultado en las cercanias del punto I' (¢’ << E,, E;) muestre que:
Wk { E, E’s  2E %" }
=% + -
Eg +EP (Eg +EP)3 (Eg +Ep)5

2m,

Utilice esta ecuacion para hallar una nueva expresion para la masa efectiva y
comparelo con el resultado del Ejercicio N° 10. ;Sera el resultado valido solo para
los semiconductores de los &tomos mas pesados?

Utilice los resultados de las dos partes anteriores para escribir una ecuacion que
permita hallar como depende la masa efectiva con la energia:

h’k? . o
e (1+oca +B82)

hallando los coeficientes constantes o y [3.

Suponiendo E, << E, deduzca la siguiente relaciéon que nos permite calcular una
correccion de la masa efectiva a medida que nos alejamos del punto I', realizando
un bosquejo de la relacion de dispersion correspondiente:

/i S g
—=g | 1+—|.
2m Eg

Parte C: Método k.p:

Ejercicio N° 14 (0): Método k.p por perturbaciones.

Para los electrones de Bloch, moviéndose en un potencial periddico:

N

ofr)-ufrer)

con R un vector cualquiera de la red de Bravais, la funcién de onda se escribe como:

Y=V H(rj:e”'k u {rj
nk n,k
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donde u q(rj tienen la misma periodicidad de la red: u q(r) =u q(r+Rj, k es el vector

nk nk k

de onda de zona reducida, n es un niimero cuantico adicional para contar estados diferentes

para un mismo vector de onda k. Las bandas de energia tienen la relaciéon de dispersion
E=E, (kj .
a) Demuestre que la ecuacion que verifican las funciones u (r) es:
212 2 - > - - - -
'k +-2 +ik.p+U(rj u q(rj:En(k)u q(r)
2m, 2m, m, nk nK

donde k> =K.K y p=—ihV.

b) Suponga conocidas las soluciones de la ecuaciéon de la parte a) para un

11

- -
determinado vector de onda k, particular;  es decir, se conocen u q(r) y

nk,

—

E :En(koj tales que:

donde, por definicion:

- 272 2 - - -
H(kah k +p—+ik.p+U(rj
2m, 2m, m,

Utilice el método de perturbaciones para hallar las funciones de Bloch u ﬁ(rj
nk
(en primer orden de aproximacion) y las relaciones de dispersion En(k) (en

- -
segundo orden de aproximacion), para k #k,, pero proximo.

Se sugiere proceder de la siguiente forma:

1. Observe que:

- - 2(r2 _ 2 — - —
H(kaH(kow_koLz(k_ko Ik

'~ Por ejemplo, un punto de muy alta simetria de la Primer Zona de Brillouin.
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2( 2 2)
Dado que el término 2—0 es solo un término algebraico aditivo
m,

puede considerarse de inmediato como una correccion aditiva en la relacion

de dispersion: '
N N 22 7 2
E,,(kaEn(kO}M

2m,
El método de perturbaciones se aplicara entonces para tener en cuenta

. h - - - .
solamente el término —(k -k, j.p como perturbacion.
my

2. Expanda las funciones de Bloch en k en funcién de las de k :

- -
u ,|r :ZC,’}u Ll r
nk T n' kg
n
N

R
donde los coeficientes de la expansion c|. son funciones de k -k, . O sea,

- -

podemos escribir ¢, = cn,(k -k, j, sobreentendiendo que el subindice n’

- -

se reserva para la funcion que queremos hallar. Observe que si k =Kk,

tendremos: ¢’ =¢,(0)=35,, .

nn

oo (B H0)e, )
n" kg n,k

R
teniendo en cuenta que las funciones u (r) son ortonormales:

nKg

- - * -
jdr u |r|lu ,|r|=9,,.
n" kg n' Kk

obteniendo un sistema de ecuaciones algebraicas lineales en los coeficientes

3. Calcule:

¢, acopladas debido al término i(k -k, j.p. Exprese los términos de
m,

acoplamiento en funcion de los elementos de matriz del vector cantidad de

movimiento:
*
- - - - -
pn,,n,zjdru Jrilpu L|r
n" K n' ko

12 ’ . .7 . . .
- Podriamos decir que esta es una correccion de orden 0 que solamente tienen en cuenta la diferencia de
energia cinética de un electron libre con diferentes vectores de onda.
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4. Propiedades de los elementos de matriz del momento. Demuestre que:

i' (pn”n'j = pn'n” :

- -

ii. p,,=0 cuando k, es un punto de alta simetria, de forma

N
que la funcion u (r) es simétrica o antisimétrica en dicho
n' Koy

punto. 13

5. Considerando el acoplamiento i(k -k, j.p como una perturbacion de
n,

orden de grandeza y y expandiendo las soluciones en términos de y:

C (k -k, j = c,(ﬁ) +yc,(11,,) +...

E(E) = Ef,?)(l?j +yE,9)(1¥j +y2E,§%)(E) +...

halle los coeficientes ¢!V y demuestre que:
- - 2({p2 _p 2 e -
£} (i) e
2m, m,

2

. 2 (lz—kz ).p:n'
L) st
ET )

NOTA: La expresion anterior puede tener problemas de convergencia si
existen bandas degeneradas. Para que esto no ocurra, el conjunto de

funciones de Bloch u (;j de partida debe ser adecuadamente

nkg

elegido de forma que los términos correspondientes no contribuyan.
-
Esto se hace diagonalizando la perturbacion en p,, (segin la

direccion de interés).

N
c) Escriba la ecuacion anterior cuando k, =0 (punto I', centro de la Primer Zona de
Brillouin). Demuestre que alli la relacion de dispersion de la energia posee

N
B Es decir, u (rj =u (x, y,Z) es par o impar respecto a cualquiera de las coordenadas x, y o z del
n' kg n' kg

5
vector posicion I .
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extremos relativos y que puede escribirse en funcion de un fensor masa efectiva

E{K):En(ﬁ)}ﬁﬁ(ijﬁ 1)
2 M

Halle una expresion para (Mj .
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