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CINCO: IMPLEMENTACIONES

£SPECIALES SIMPLEX
v CONDICIONES DE OPTIMALIDAD

En este capitulo se describirdn algunos métodos especiales para usar el procedi-
miento simplex, o algunas ligeras modificaciones de éste. En capitulos posteriores se
vera que los formatos aquf considerados tienen ciertas ventajas. En la seccién 5.1
se describe el método simplex revisado, que sigue los mismos pasos que el método
simplex, pero conserva toda la informacién pertinente en un arreglo mas pequefio.
También se analizan formas numéricamente estables de este método. En la seccion
5.2 se describe una ligera modificacion del método simplex para trabajar implici-
tamente con cotas inferiores y superiores sobre las variables, sin incrementar el ta-
mafio de la base. El resto del capitulo se dedica a algunos aspectos geométricos del
método simplex. En particular, se estudiarédn el lema de Farkas y las condiciones de
optimalidad de Karush-Kuhn-Tucker.

51 EL METODO SIMPLEX REVISADO

El método simplex revisado es un procedimiento sistemético para implementar los
pasos del método simplex en un arreglo mds pequefio, ahorrando asi espacio de
almacenamiento. Se comenzara revisando los pasos del método simplex.

Pasos del método simplex (Problema de minimizacién)

Suponga que se tiene una solucién bdsica factible con base B (y base inversa B
Entonces:

1. La solucién bésica factible estd dada por xg = B~ !'b = by xy = 0. El obje-
tivo es z = cgB~'b = ¢zb.

2. Se calculan los multiplicadores simplex w = cpB ! Para cada variable
no bésica, se calcula z; — ¢; = cBB'laj —¢; =-way—c;. Sea zp ~ ¢ =
Maidximo z; = ¢;. Si z; — ¢ = 0, entonces el proceso termina; la solucién
actual es 6ptima. En caso contrario, se continda con el paso 3.

3. Se calcula y, = B 'a;. Siy, = 0, el proceso termina; la solucién 6ptima es
no acotada. En caso contrario, se determina el indice de la variable xg, que
sale de la base como sigue:
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o 3 puede calcularse ahora aplicando la prueba de la razén
ue es mas importante, el pivoteo en y da los nuevos valores

1 proceso se repite. Se deja como ejercicio para el lector
fectivamente actualiza el tableau

¢ r del pas
usual. Lo g
p L, by cgb, ye
manera rigurosa que el pivoteo €
dode (m+ 1) X (m+1).

visado converge en un nimero finito de pasos, siempre y
¢ adopte una regla de no ciclado. Lo anterior es evidente, pues el método
visado efectda los mismos pasos que el método simplex, con la excep-

e s6lo se presenta una parte del tableau y el resto de la informacién se
presenta un resumen del méto-

{ndic

w,
car de

inplex revisa

cuando S
simplex 1€
cion de Q¥ . . o

enera sélo cuando es requerida. A continuacion se
do simplex revisado.

men del método simplex revisado en formato de tableau

Resu PP
ema de minimizacién)

(Probl

pASO INICIAL

olucién bésica factible inicial con base inversa B! Se calcula

Se determina una s
~!p y se forma el siguiente arreglo (tableau simplex revisado).

w=csB Lb=B

BASE INVERSA LD
w CBE
B! b

PASO PRINCIPAL

Para cada variable no bdsica, se calcula z; — ¢; = wa; — ;. Sea z; — ¢ = Maximo
z = ¢ Si z; — ¢, = 0, entonces el proceso se detiene; la solucién basica factible
actual es 6ptima. De lo contrario, se calcula y, = B la,. Siy, =0, el proceso se
detiene: la solucién éptima es no acotada. Si yi £0, entonces se inserta la columna

[—Z—"—:—‘l] a la derecha del tableau, con lo que se obtiene el siguiente tableau.

Y
BASE INVERSA LD Xy
w CBi)- Zk — Ck
B~ t B Y

El indice r se determina como sigue:

Se efectda un pivoteo en y,. Esto actualiza el tableau. Ahora la columna corres-
pondiente a x; se ha eliminado por completo y se repite el paso principal.
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Ejemplo 5.1
Minimizar T T2+ x3 -y, - dxs + 2xg
Sujeta a X+ x, + X3+ x4+ x5+ X <6
2x) — X = 2x3 +x, =4
x3 +x4+2X.'5+ x654
X1, X2, X3, Xy, Xs, X6 =0

Se introducen las variables de h
9] = I5. También, w = esB™! = (0, 0, 0) yb=b.

Iteracion 1

BASE INVERSA LD
z 0 0 0 0 ’
Xy 1 0 0 6
Xg 0 1 0 4
Xg 0 0 1 4
Aquiw = (0, 0, 0). Observando que z; — ¢; = wa, — ¢, se obtiene
21— ¢ =1,zz—cz=2,z3—(:3= -1
L—cy= 1,25_65=4,Zs‘¢'6= -2

Por consiguiente, k = § Y Xs entra a la base:

1 0071 1
Ys=Blag=|0 1 ¢ 0/=1]0
00 1|2 2

A la derecha de] tableau se inserta el vector

4

s — C: = l
¥s 0
2

Yy se efectiia un pivoteo en Y35 = 2,

olgura x,, xg Y Xo. La base inicial es B =

] £10DO SIMPLEX REVISADO
LM

X
BASEINVERSA - LD 5
Z 0 0 0 0 :
1
X7 1 0 0 6
0
. ] e
Xo 0 0 ! 4
BASE INVERSA LD
z |0 0 2 8
1
x; 1 0 7 4
X8 O 1 . 0 4
1 2
X5 0 0 2
teracion 2

[0) ! W = - i— Cj b ene
3 » Yy

u—a=lLzn—=2z3-c==3
23— c4=—1,26 —ce = —4,
9~ Cg= —2

Por consiguiente, k = 2 y x, entra a la base.

Lo =211 1][ 1
— -1 = O —1 _1
y2=B"a, g (1) 1 0 0

2

Insertar el vector

2

[22—0_2]= i

Y2 -

0

i ivoteo en yio.
A la derecha de! tableau se inserta el vector y se efectda un p

227



228 IMPLEMEN
TACIONES ESPECIAL
ES SIMPLEX Y CONDIC
ONES DE OPTiwa
Lp,

BASE INVERSA LD

lteracion 3

( VY )' Z( J ]
AhOIa W 2 O 1 Obe:I valldO que C; = Waj C , S€ Obtlene

F4 = -
1 (5] 1, 3 ey = “4, g4 —Ccq4=-=2

26—06=—5,zg—‘cg=—1

Comoz ~ ¢, <0 para todas las variableg

por lo que z, — €7 <0), el proceso se detie

1o béci
‘ 0 bdsicas (x; acaba de salir de la base
anterior es Gptima, ’

ne; la solucién bdsica factible del tableay

0s métodos simplex y simplex
eg}o de (m + 1) x (m+1), en
método simplex. Si n es signi-

VET 0DO0 SIMPLEX REVISADO -

a tabla 5.1 se observa que el nimero de operaciones requeridas durante
del método simplex es ligeramente menor que el ndmero de opera-
requeridas por el método simplex revisado. Sin embargo, observe que casi
os problemas practicos son ralos; es dscir, que la densidad d (el nimero de
distintos de cero dividido entre el nimero total de elementos) de los ele-
mentos distintos de cero, en la matriz de restricciones, suele ser pequefia (en
muchos casos, d = 0.05). El método simplex revisado puede ap‘rovechz.ir_ esta
situacién al calcular los z; — ¢;. Observe que z; = wa; y que es posible omitir los
(lementos Cero de a; al efectuar el cdlculo de wa; = Y77~ | w;ay;. Por consiguiente,
en el método simplex revisado el nimero de operaciones para calcular los
. esta dado por d veces los elementos de la tabla 5.1, lo cual reduce sustan-
cialmente el niimero total de operaciones. Al pivotear, tanto para 4¢1 método sim-
lex como para el método simplex revisado no se omiten operaciones, ya que en
al el tableau actual se llena répidamente con elementos distintos de cero, aun
si la matriz original de restricciones es rala. (Sin embargo, consulte la seccién
sobre observaciones a las implementaciones y la seccién de notas y bibliografia
acerca de preservar la ralidad en una implementacién en forma factorizada del
método simplex revisado.)

Empiricamente, a menudo se sugiere que en el promedio de los casos el méto-
do simplex requiere, aproximadamente, sobre el orden de m a 3m iteraciones. (Sin
embargo, también se ha sugerido que el nimero de iteraciones suele ser propor-
cional a n e inclusive a log n.) Al analizar la tabla 5.1, dado que el ndmero de
operaciones por iteracidn es de orden O(mzn) (es decir, estd acotado por arriba por
alguna constante multiplicada por m*n), la complejidad empirica media del método
simplex es O(m®n). Sin embargo, casi siempre existe ralidad que se aprovecha en
las implementaciones simplex. Lo anterior se lleva a cabo almacenando datos en
forma empaquetada (en la cual s6lo se almacenan valores diferentes de cero con
indicadores id6neos, que son usados solamente en célculos aritméticos), asf como
manteniendo la base.en forma factorizada, como se verd en breve. Debido a lo
anterior, una ecuacién de regresién de la forma Km®nd®, en donde a = 1.25 — 2.5
y b = 0.33, suele proporcionar un mejor ajuste para el esfuerzo computacional

global.

“ pel
4a iteracion

iones
todos |

el ementOS

gener

Tabla 5.4 Comparacién entre los métodos simplex y simplex revisados.

OPERACION
METODO PIVOTEO z—¢ . TOTAL
Simplex Multiplicaciones |{(m + 1) (n —m + 1) mn—m)+n+1
Sumas ) m@—m+1) mn —m+ 1)
Revisado | Multiplicaciones m+1?* S |mm-mim@n- m) + (m + 1)°
Simplex Sumas m(m+1) m(n —m) m@n+1)
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numeérica al reducir los errores de redondeo acumulados,

Considere una base B compuesta de las columnas ap;, ag,,...,ap , y supong,
que se conoce B!, Luego suponga que la columna no bisica a, reemplaza 3 ap,
lo cual da por resultado la nueva base B. Se desea encontrar B~! ¢p términos ge
B™'. Observando que a, = By, y ap, = Be;, en donde € €S un vector de cerqg
€xcepto por un 1 en la i-ésima posicidn, se tiene que

A

B = (aBl, ap,,..., aB,_l, ag, ag, .. agm)
= (Bey, Be,,..., Be,_,, By,, Be,,,,..., Be,,)
= BT

en donde T es la identidad con la r-ésima columna reemplazada por y,. La inversa
de T, que sexdenotars por E, estd dada como se muestra a continuacién:

r-ésima columna

d
1 0 0 ~YulY, 0o .. 0
0 1 0 YV, o .. 0
E=| : ; ; ; ; i
0 0 0 Uy, 0 0 | « résima
: H : H : columna
0 0 0 “Youi Vi 0 1
Por consiguiente, B~! = T B! = EB'I, con la matriz elemental E como se

especificé. En resumen, la base inversa en una nueva iteracién puede obtenerse

E. Por supuesto, para especificar E sélo se Tequiere almacenar la columna no upj-
taria g, denominada vector ela, y su posicién r.

Suponga que la base B; en la primera iteracign es la identidad I. Entonces
la base inversa B;lenla iteracién 2 es B! = EB/ ! = E\I = E|, en donde E,
es la matriz elemental correspondiente a la primera iteracién. De manera seme-
jante, By! = E,B; ! = E;E,, y en general,

Br_I = Et—lEt—2 . 3 OF (5.1)
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; roducto de matrices
i S€ Inversa como un p
iz ue especifica la ba
acién (5.1), q
2 ecu

L v v mina forma producto de la
1 1
ntales a través de sus vectores eta, se deno f d d
me p
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\ 1 A I roducto de
i . Primero, serd conveniente explicar un poco mds sobre el prod d”
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in pivo .
sin \f;ctor por una matriz elemental.
un

andao ar
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0 STMULTIPLICACION

itari en la r-ésima
ia g se encuentra
i cuya columna no unitar
Sea E una matriz elemental ¥ -olumna
sicién. Sea ¢ un vector renglén. Ento
po '

posicién r
{
1 0 81 0
1 e g2 0
cE = (¢1, 2505 Cpp) : H : H
o 0 . g 1

m
= (m, C2s. -5 c,_l,Z Ci&i, Cr+1,~-~"m>
. i=1

(5.2)

= (CI, C2yevvy Cr—1,C8 Craq,--s Cm)

ési reemplaza
En otras palabras, cE es igual a ¢, excepto que la r-ésima componente se p
no )
por cg.
PREMULTIPLICACION

Sea a un m-vector. Entonces

1 8 0 a;
Ea=|0 8 0 ‘:lr
0 . 1 am
[a, + g1a, a g.l
- grar = O + ar g"
g, + gma, an, Em
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En otras palabras,

Ea=3a+ a.g (53)

en donde & es igual a a, excepto que la r-ésima componente a, se reemplaza por cerq
Con las férmulas anteriores para postmultiplicar y premultiplicar un vector por

una matriz elemental, el método simplex revisado se puede efectuar sin pivoteo. Eq
el andlisis siguiente se explican los c4lculos simplex.

CALCULO DEL VECTOR MULTIPLICADOR SIMPLEX w = ¢gB ™'

Se desea calcular el vector w en la iteracidn 7. Observe que
= -1 _
w =czB, " = cgE,E,_, - E, E,

El célculo de w puede llevarse a cabo de manera iterativa como se muestra a cop.
tinuacién. Primero se calcula cgE,_, segiin la ecuacién (5.2). Después se aplica
(5.2) para calcular (cg E, 1) E,_,, y asi sucesivamente. Este proceso de transforma-
cién hacia atrds se denomina proceso BTRAN. Después de haber calculado w eg

posible calcular z; — ¢; = wa; — ¢; para las variables no bisicas. Aqui se puede
detener el procedimiento o bien, introducir una variable no bdsica x,.

CALCULO DE LA COLUMNA ACTUALIZADA y, Y DEL LADO DERECHO b
Six; va a entrar a la base en la iteracién L, entonces y; se calcula como sigue:
Ye=B'a, = E_E, , E,Ea,

Este célculo puede efectuarse aplicando sucesivamente la ecuacién (53) enel
orden Ey, E,,..., E,_,. Este proceso de transformacién hacia adelante algunas
veces se denomina proceso FTRAN. Si Y& = 0, entonces el proceso se detiene con
la conclusién de que la solucién optima es no acotada. En caso contrario, la prueba
usual de la raz6n minima determina al {ndice r de la variable x5_que sale de la

base. Por tanto, x, entra Y xp, sale de la base, respectivamente. Se genera una nue-
va matriz elemental E,, en donde la columna no unitaria g est4 dada por

[ =y ]
Yric

—Ymxk

=
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arece en la posicién r. El nuevo lado derecho estd dado por
y ap )
Bib=EB b

iltima i 16 imple aplicacién de la
Como B.'b se conoce de la dltima iteracién, entonces una simple ap
t
; acién (5.3) actualiza el vector del 1ado derecho b.
ecu .

ACTUALIZACION DE LA BASE INVERSA

i sa se actualiza generando E, como se explicé antes. Es 1mporttz)mte
L o e 1 ndmero requerido de matrices elementales para representar la base
o e numuna unidad en cada iteracién. Si este nimero se hace grar.xde,
e aum?ma 'er?vertir Ja base y representarla como el producto de.m matrlcei ]
ser? nef:lzn((\)/erreial ejercicio 5.8). Es necesario recalcar que cada matriz elementa
elemen

. . - v, - P
ta dCSCI ita COIIlpletaIIleﬂte pOI su colulllna no unitaria y la pOSlClOIl de ésta. Or
€S

& de gesla
i e como en donde g
tanto, una matriz elemental E puede almacenars [r
£ A
columna no unitaria y r es su posicion.

Ejemplo 5.2
Minimizar —x1 20t x3
. 4+ xa=4
Sujeta a xt+ X 3
) —x; t2x —2x3= 6
2x1+ x =5
X1, X2, X3 =0

igi ta de
Se introducen las variables de holgura x4, x5 y x¢. La base original cons

X4, X5 Y Xo-

[teracion 1
_ 4
b=1]6
-5
xB] X4 4 X1 _ 8
Xg, p73 5 X3
z2=0
w=¢g=(0,0,0)

= wa; — j nsiguiente
Observe que z; — ¢; = wa; — Cj. Por consig ,

u-ca=lLn—c=2z—c="1



Asi, k=2 Y X entra a la base.

Mfm'mo{ﬁ L ﬁ} =Mfm‘mo{i 6 i} =3
Yizo Y o ys 1277
Por consiguiente, r = 3, g decir, xp,

= Xs sale de la base Y x; entra a éstg. La
columna no unitaria de E; estd dada por

!

N

también, E, se representa por [ g]

lteracién 2

Se actualiza b. De la ecuacigén (5.3) se tiene

—

l

b [ LT
b= El 6= 0 +6 2= 3
51 Ls 2| L2

XB, X4 1 " 0

Xp B[ =|x|=|3 xw=|x|=]o

23] X6 2 X3 0

z=0—;2(z2‘6'2)=—6

W = cBEI = (O, _2’ O)El

TR B EUIALES SIMPLEX Y CONDICIONES DE OPTIMALIDAD
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= - . Observe que z; — ¢; =
pservando la ecuacién (5.2), entonces w = (0, —1, 0) que z;
S . .
Oa. — ¢;. Por consiguiente,
" Zl_cl=2,Z3_C3=1

to, k = 1y x; entra a la base. Observando la ecuacién (5.3),
P()r tanto, -

1 3

) 2

1 1 12 2

= — 5| = 2

y1=E1a1=E1 -1 0 % 2
2 2 2 2

0, xg, sale de la base, en donde r esta determinada por
Lueg > *Br

b, b 1 2 2
Minimo {A R h} = Mx’nimo{— , T} = —

N|w

3 3
Yun Y1 2

a
i x; entra a la base. L
Por consiguiente, r = 1; es decir, xp, = x4 sale de la base y x;

0 . e

columna no unitaria de E, estd dada por

[ 1) T 27
yn :i
= af_| 21
g 1 3
_Yu| [_5
L oynl L 3]
g
También, E, estd representada por 1l
lteracién 3
Se actualiza b. De la ecuacién (5.3), se tiene
2 2
3 3
1 0 i ik
b= E2 31=(3|+1 g i
2 -3 3
2
xBl X1 3 X4 0
=|X2|= 2 XN | X5 | = 0
T B ? X3 0
XBy X6 3

5 2
z2==6-bit—c)=-=

w = CBE2E1 = (_1, -2, O)E2E1
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Al aplicar dos veces al ecuacién (5.2) se obtiene
cpE, = (‘;i,*z, 0)

W= (CsE)E = (=4, -1 )

Observe que z; — ¢, =
que z; ¢ = Wa; — ¢;. Por tanto,

—. — _5
23 ‘«“3—*§,ZS‘C5=‘3i

Como % 7 ¢ = 0 para todas ]as variable

Cor ar: S no bdsi
Sptime ot byt das Ias . 1¢as, se cuenta ya conp I solucigp
3

(1 X, x —(2 10
b X2, X3, X4, X5, xg) = 32 3.0,0,0, %)

Descomposicién LUo factorizacion de la base

by o quetes df: cémputo modernos €s el método d,
N la estrategia m4s eficiente de triangularizacigp

que usa factores triangulares

Al implement : .
saric resolser o ;rxel ilg;)rltnl;o simplex, los sistemas de ecuaciones que es nece
. 3= D, Wh =¢ y By, = -
una variable de entr i 22 PYk = A una vez que se ha determ;
de las variablos béa:a % La primera de egtas ecuaciones proporciona losn\]']alln e
actualizan on oy l.tlcas.. Como Ios valores de las variables simplementOres
refactoriza o i g eracion, basta resolverla Inicialmente o cada vez 1: .
vector multiplicad: pleservar exactitud numérica, segundo sistema cc;;l:ul ST
través de I relaciérr] Szl.m_plcex_w que se usa para apreciar |ag variables no bésicaasea
elegido una variable x,:conjz ‘_ ‘Zaj)_ocf' Una vez que para entrar 5 la base se ha
lizada. Lo . k 3 » €8 necesario calcular
- Lo anteri . : Su columna ;
proporciona la in‘}rose eft?ctua mediante el tercer sistema de ecuaciones El x)";cicma
incremenrs o rmacion sob.re c6mo cambian las variables basicas .cuando o
i, Po’r v t:nm;t'la variable de salida por medio de Ia prueba de [a i S€
: € obtiene una nueva base ; razén
basicas (posi ’ - va base junto con Jog valores i
(posiblemente) Tevisados. Este proceso se repite a continuacicciie s variables
n.

IMPLE|
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Ahora, si parece que B es una matriz triangular superior, por ejemplo,
entonces 10s sistemas de ecuaciones anteriores pueden resolverse fé.cﬂ y exacta-
mente. Los sistemas Bxg = b y By, = a, pueden resolverse por medio de un p_rf)—
ceso de sustitucidn hacia atrds en el que la liltima} componen‘te del vector SOI,U(?IOII
osta dada directamente por la dltima ecuacién. Esta se sustituye e.n‘ la penultlr'na
ecuacién a fin de obtener la peniltima componente del vector splucxon, etc. El sis-
tema wB = cp puede resolverse de manera semejante por medio 'de un proceso de
sustitucién hacia adelante en el que las componentes de w se obtienen secuencial-
mente en el orden wy, wo,..., W,

Por otra parte, si B no es triangular (superior), entonces es posible hacerla as{ a
través de una serie de operaciones de renglones. Algebraicamente, este proceso
puede representarse como una premultiplicacién de B por una matriz R no singular
de transformacién obtenida por operaciones de renglones tal gue RB = U, una
matriz triangular superior. Si se efectia lo anterior, entonces para resolver el sis-
tema By, = a, es posible premultiplicar ambos miembros por R a fin de obtener
RBy: = Ray; es decir, Uy, = a’, en donde a’, = Ra,. Por consiguiente, el sistem.a
triangular superior Uy, = a’; puede resolverse ahora aplicando un proceso de susti-
tucién hacia atrds. Para resolver el sistema Bxp = b es posible aplicar una estrate-
gia idéntica. Para resolver el sistema wB = ¢p, considere la transformacién faﬁ’n
w = wR. Entonces el sistema anterior se transforma en w'RB = cg o bien,
w'U = c¢p, a partir del cual ahora es posible obtener w” mediante un proceso de
sustitucién hacia adelante. Conociendo w’, ahora es posible calcular w como w'R.
Entonces, si las operaciones de renglones implicadas no son demasiado intensas
desde el punto de vista computacional y estdn bien acondicionadas (que no
impliquen divisiones entre nimeros pequeiios, por ejemplo), entonces el sistema de
ecuaciones puede resolverse de nuevo conveniente y exactamente.

Observe que si las operaciones de renglones necesarias para triangularizar
superiormente a B implican un simple proceso de reduccién gaussiana renglén por
renglén, entonces R debe ser una matriz triangular inferior. En otras palabras, el
primer renglén de B debe dejarse como estd, al segundo renglon debe sumarse un
multiplo del primer renglén a fin de hacer cero al elemento (2, 1) de B, al tercer
renglén de B deben sumarse un miiltiplo del primer renglén y un multiplo del
segundo renglén a fin de hacer cero los elementos (3, 1) y (3, 2), etc. En este caso,
debe obtenerse B = R™'U = LU, el producto de una matriz triangular inferior
L =Ry una matriz triangular superior U. Por tanto, tal factorizacién se denomi-

na LU, inclusive en casos en los que R no es triangular inferior.

Obtencién de la factorizacién LU de B

Tipicamente, ademds de los pivoteos o reducciones gaussianas también es ne-
cesario efectuar permutaciones de renglones en la factorizacién, a fin de obtener
elementos pivote idéneos. Por ejemplo, para empezar, podria quererse hacer que
tal rengldn fuese el primer renglén con el coeficiente de mayor valor absoluto en
la primera columna, de modo que los pivotes gaussianos asociados con cero en la
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k

%

b
B, =k . ke =P(G,_,P_,)-- (G,P)B (5.5)
(k+1), k

] ////A

Luego, para hacer cero los elementos en la columna k y en los renglones (k + 1),..., m,
es necesario premultiplicar B por la siguiente matriz de pivoteo gaussiana Gy, en
donde nuevamente todos los elementos que no aparecen son cero.

k
1 ]
1
Gi . 1 (5.6)
_b(k + 1),1/bkk 1
—b,. /by 1
i o

Observando a G; se nota que no es necesario que by, sea demasiado pequeiio.
Compare también G; con el pivote de Gauss-Jordan o con la matriz elemental
E usada en la forma del producto de la inversa. No estd de mds repetir que las
matrices P; y G; se almacenan en forma compacta o empaquetada. A saber, sélo se
almacena las permutacién relevante efectuada por P;, y de manera semejante para
G;, solamente se almacenan los elementos diferentes de cero en los renglones
k+1,..., men la columna k, junto con sus posiciones. Esta operacién produce
entonces G;B, = IT} _ , (G,P;)B por la ecuacién 5.5. Ahora es posible continuar
este proceso hasta que se obtiene RB = I1]_ , (G,P,) B = U.

Ejemplo 5.3

Suponga que es necesario factorizar la siguiente matriz B, y que se requiere
resolver el sistema Bxz = by wB = ¢, en donde

13 2 9

ycB=(171’2)
32 2 7 |
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010 21
P=|100], B=PB=|13 2
001 12 2
Luego se triangulariza la columna 1 de B, mediante la matriz pivote gaussiana G,
I 0 o
Gi=| -1 1 o0
-3 0 1
con lo que se obtiene
2 1 -1
GP)B=| 0 5
0 4

Continuando, ahora es posible tomar a P, como la matriz identidad que Proporciong
B, =P,(G,P))B = (G1P))B como antes, Luego, por la ecuacién (5.6) se obtiene

1 0 o -
G,=] 0 1 0
0 -1 1
con lo que se obtiene
2 1 -1
(G2P)(GPY)B=| o 3 P |=U
0 o 1

Por tanto, R = G,P,G,P, y U es como Ya se proporciond.

Abhora, para resolver Bxz = b, primero se calcula Rb como sigue, usando un
proceso FTRAN,

3
Rb = GszGIPIb = GszGl 9= G2P2
7

w
w
w

[
[
[

1
ol

=G2

NI
E

—

Por consiguiente, como Rbxz = Rb: es decir, Uxg = Rb, en donde U es como se
muestra, se calcula x, = (1, 2, 1)’ por sustitucién hacia atrgs.

De manera semejante, a fin de resolver WB = ¢z, primero se resuelve
wU = ¢p por sustitucién directa y luego se calcula w = w’R. Con lo ante-
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Lo . e
i "= (&, L 2). Por consiguiente, al aplicar un proceso BTRAN
riOf obtlene w = 35

obtiene I
L =(+,-1,2)G,P
w=wR= (%, ';—, 2) [GoP,GiPy] = (5, =1, 2P,G,P, = (5, )G, P,

= (07 —la 2)P1 = (—17 Oa 2)

: i i i ¥ G; alma-
iz4 el lector observe cémo los cdlculos anteriores se efectian con P; y G;
uiza € .
Qnadas en la forma compacta mencionada.
ce

Actualizacién de los factores LU

Sup( ) g y inadO X,
nga que N ha ClegldO Xk como Va.rlable de entl‘ada que se ha dCterIl’l Ar
0] \% < Cctu

comt la anable de Sallda de la manera uSual. Ahora la tarea consiste en a allZa
R (3 triz trian-

d n]odo que CuandO sea ()pel’ada S()bre la base nueva, se Obtenga una ma

] E110: g ter l. T ue en B Se ellmlna colu
g" ar S”I) T [a]a 1() rar 10 an or, Suponga q la 1 mna de

1 I) I y i S lazamlento a ]a

d T i 1 d sSpues se eie a un de p

sall N o1 € emplo, la coium r, (1 ' cta (l
i Z(luieida de laS CO]UIIlllaS (’ t 1),. .., M €S deClr, que la COlumna aCtual 1 S¢€ Vuelve

nueva COlUIIlIla (i 1) éSlIlla ara ! (’ t 1),. ..,m, que se imserta la C 1] imna ‘le
en[rada ak de Xk como la ultima (m-éSlma) COlumna. Esta base nueva se de]l()ta] a l)()]
B iyl pel'[nu ar €.

pOd 1a S n Sal
. De manera COl’rﬁSpondlente, T CI €ce ' 9] { 1 la( l( ) ( le] € :] 10

a(:lua.li(zado, de mOd() que l()S nuevos Val()res de la.S Varlables baslcas aparezcall en el
mi ue RB €s

'SmO Orden en que estan dlSpUCStaS sus COlumnaS en Bm,c"). Observando q
Uul i RB aparece como se y

i u I10r. a.h()ra se tiene que nueva

na matI‘lZ mang lar Supe or, ; 4 se muestra, en

donde las SeCCiones en blanc() estan lntegradas pOI' elemel’ltOS lguales a cero.

Im|

]

RB, s = 7

mna;
Observe que las columnas 1,..., r =1 de RB,... son como ‘13“ U, "l:;ela; Cc;:ue l;
r,..., m —1 de RB,,... son precisamente las columnas (r.+ ),...(,j - a,pamr o
c’olu’mna final en RB,,... es Ra,. Observe’que ya se dlsponei. e‘na 1/; e
la solucién del sistema By, = a, (;por qué?). Por tanto, se e l'milé n ala izquicrda,
de U, las columnas que estén a la derecha de r se Enueven una lp;?s;c; CRB.. B tipe
y se inserta Ra, como la dltima colun}r’xa e? U, a fin de o aerl;atriz :vm;;erior o
de matriz que se muesira en la ecuacion (5.7) se é@omm A

LA
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Hessenb:zrg. Observe que los elementos en la regién sombreada en la ecygeic
(5.7) solian estar a lo largo de la diagonal de U, por lo que son diferentes d P,
debld’o a que U es no singular. A continuacidn, para triangularizar RBe e
efectdan como antes las permutaciones adicionales y los pivoteos gaus
comprendidos en las ecuaciones (5.4) y (5.6). Los factores adicionales db
(GP;) usados se anexan a R a fin de obtener el nuevo factor R.

nuevy S@
Slan()s
el tip()

Ejemplo 5.4

L,ons-iderc el ejemp!o 5.3. Suponga que se aprecian las variables no bésicas y
se ihge alguna variable x, como la variable de entrada. Sean a, = (1, -1 Ogl’ue
C4 = 72. Po.r tanto, z4 — ¢4 = way — ¢4 = (=1, 0, 2)(1, -1, 0)* — (-2) = ,1 > ()y
Ademds, el sistema By, = a4 proporciona RBy, = Ra,, en donde RB = U y .
-1
Ra4 = G2P2G1P134 = G2P2G1 1= G2P2
0

]

—_
I

=G,

[STET
Nl= ofw
[PATCRNYN

!

(5.8)
Asi, Uy, = Ray proporciona Ya=(=¢ i i

Ra, pre onay,=(-¢1- 2. En consecuencia, al aplicar la prye-

Ea c:}:e la razén minima, !a Yanab}‘e basica correspondiente a la segunda columrIn)a ;e

sale de la base. Al eliminar esta segunda columna de B y anexando a4 como Ia

tltima columna de B se obtiene la nueva base B
: nueve: POT U i6
obtiene (como en la ecuacién (5.7 ory dela ccuacién :8)se

2 -1 -1

—
[PY TR

Ademds, al pivotear, el lad i
p , o derecho se actualiza a (4 2, 2 )". Debido al reor-

de . .
l7n?mzletntl;) de Igs columnas de B.,...., se obtiene que el nuevo lado derecho es
¥ % 2)". Para triangularizar la segunda columna de RB,,.., se usa Py =1y, por

la ecuacién (5.6), se usa

I 0 0]
Gs;=| 0 1 o0 ,_
0 =5 1]
con lo que se obtiene
[2 1 -
(G3P3)(G2P2)(G1P1)BnuevaE(G3P3)RBnueva= 0 5} |= Ve
o oo
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Los nuevos factores R y U son, respectivamente,R..... = G3P3G,P,G P, y U,... es

como ya se proporciond. A continuacién se calcula el nuevo vector multiplicador
simplex W, apreciando las variables no bésicas, y luego se continda el proceso.

Algunas observaciones a las implementaciones

Con base en el andlisis anterior, debe ser evidente que la técnica de factorizacién
LU se ajusta particularmente bien a problemas ralos, y que puede beneficiarse
grandemente si los factores R y U mismos son ralos. A fin de lograr lo anterior, es

osible inicialmente tratar de permutar los renglones y las columnas de la matriz
(rala) B a fin de hacerla tan “triangular superior” como sea posible, a la.vez que se
intenta reducir cualesquiera “saltos” y “picos” que sobresalgan por debajo de la
diagonal. Casi siempre se intenta preservar la ralidad de los factores de esta mane-
ra, de modo que aun cuando B! puede tender a llenarse (volverse densa con
respecto a B), el nimero de elementos diferentes de cero en las matrices pivote
gaussianas y en U tiendan a ser del mismo orden que el niimero de elementos dife-
rentes de cero en B misma. Por su-puesto, a fin de preservar exactitud, requeri-
mientos de almacenamiento ralos y para reducir el esfuerzo computacional, es
necesario refactorizar la nueva base periédicamente.

Casi todos los problemas también se benefician por escalacién, en donde los
renglones y las columnas se escalan secuencialmente dividiendo entre, por ejemplo,
la magnitud promedio de los elementos diferentes de cero a fin de hacer que las
magnitudes de los coeficientes en los renglones y las columnas sean compatibles
entre si. Lo anterior mejora la exactitud numérica del algoritmo y también puede
reducir grandemente el esfuerzo de resolucidn, en virtud de la ruta simplex generada.

Los mismos conceptos motivan la estrategia de seleccién de la variable de
entrada con la arista mds pronunciada. Aqui, para entrar a la base en vez de selec-
cionar la variable que simplemente tiene el valor mds positivo de z; — ¢; (regla
de Dantzig), la seleccién puede llevarse a cabo eligiendo el valor mds positivo de
(z; — c)/vj, en donde V1+5 Y2 Observe que v; es la norma euclideana del vector
de direccién a lo largo de la arista asociada con el incremento en una unidad de la
variable no bdsica x;. Por tanto, (z; — c;)/y; es la razén de cambio negativa en el
valor de la funcién objetivo por unidad de distancia a lo largo de esta direccién.
Por supuesto, a fin de conservar el esfuerzo computacional por iteracion, las canti-
dades v; deben actualizarse en vez de volver a calcularse de una iteracién a otra
(ver la seccién de notas y bibliografia). Esta regla mejora de manera significativa el
rendimiento del algoritmo simplex en comparacién con la regla de Dantzig, espe-
cialmente en problemas sin escalar.

Otra estrategia relacionada es la apreciacion parcial o suboptimizacién. Hasta
el momento, se ha sugerido efectuar una apreciacién total de todas las variables no
bdsicas en cada iteracién. Lo anterior es conveniente y ventajoso para problemas
que no tienen mds de aproximadamente 1000 variables. Sin embargo, para proble-
mas de mayor tamafio, tal operacién de apreciacién total puede ser costosa desde el
punto de vista computacional. Por lo general se efectia una apreciacién parcial o
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SIETE: EL PRINCIPIO DE
LA DESCOMPOSICION

En este capitulo se analizard la técnica de descomposicién de Dantzig-Wolfe y sus
relaciones con las técnicas de particiones de Benders y de relajacion Lagrangiana
para tratar problemas de programacién lineal a gran escala y/o con una estructura
especial. En un modelo corporativo de administracién o en un modelo logistico, no
es extrafio producir un programa lineal con muchos miles de renglones y un
nimero aparentemente ilimitado de columnas. En tales problemas es necesario
aplicar algin método para convertir los grandes problemas en uno o mds problemas
mds pequefios de tamafio manejable coordinados idéneamente. Las técnicas de
relajacién de Dantzig-Wolfe, de Benders o de Lagrange, que son todas equiva-
lentes para problemas de programacién lineal, y a las que simplemente se hard
referencia como aplicacién del principio de descomposicion, realizan exactamente
lo anterior.

Aun cuando un programa lineal sea de tamaiio manejable, algunas de sus
restricciones pueden tener una estructura especial que permita un manejo eficiente.
En tales casos, serfa deseable separar el programa lineal en un programa com-
puesto por dos partes, una parte con una estructura general y otra parte con una
estructura especial, al que sea posible aplicar un método de descomposicién mas
eficiente. De nuevo, el principio de descomposicién puede aplicarse a tal programa
lineal a fin de obtener el efecto deseado.

El principio de descomposicién es un procedimiento sistematico para resolver
programas lineales de gran escala o programas lineales que contienen restricciones
de estructura especial. Las restricciones se dividen en dos conjuntos: restricciones
generales (o restricciones complicantes) y restricciones con estructura especial.
Después serd evidente que no es necesario que ningln conjunto tenga estructura
especial; sin embargo, cuando se dispone de una estructura especial, se mejora la
eficiencia del principio de descomposicién.

La estrategia del principio de descomposicién consiste en operar sobre dos
programas lineales separados: uno sobre el conjunto de las restricciones generales
y el otro sobre el conjunto de las restricciones especiales. La informacién se pasa
entre uno y otro de los programas lineales hasta llegar a un punto en el que se
alcanza la solucién del problema original. El programa lineal sobre las restric-
ciones generales se denomina programa maestro, y el programa lineal sobre las

375
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7.1 EL ALGORITMO DE DESCOMPOSICION

Considere el siguiente programa lineal, en donde X

dri .
rico de estructura especial, A es una matriz de m X
Minimizar ex

Sujeta a Ax = b

XxXeEX
Para simplifi icié
car | A
o l;; Seccjéz; ez/(pltc))sxcéon, Se supondrd que X es acotado (esta hipétesis se r, 1
aalquier pane .X .Se ::exgeX es un-conjunto poliédrico acotado, entoni:;
representar como un inacié
a combinacién cony
exa de]

ndmero finito de puntos
extremos de X. Denota
. nd
toda x € X se puede representar como © €108 pumtos por x, T

t
X 2,2 Ajx;
J=1

t
2N =1
J=1
N0 =12t

Sustituyendo X or se puede ransf()n‘nar en e
s el problema de optimi i6 i p
st ptlmlzacmn anteri
Siguiente problema maestro en las variables A 1 A A t l
'y N2y Ay

t
Migimizar = 3" (ex))\;
i<

t
Sujeta a Z (AX)\, = b
i=1 o, (7.1)

™M
&
I

(7.2)

.t (7.3)
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esto que £, el nimero de puntos extremos del conjunto X suele ser muy grande,
(I qtar de enumerar explicitamente todos los puntos extrc?mqs X1, Xp,..., X, y Tesolver
ci;q’hfcitamente este problemg seria una tarea muy dificil. En consecuencia, se
i ntentaré encontrar una solucién éptima del problema (y por tanto del problema
original) sin enumerar explicitamente todos los puntos extremos.

Aplicacién del método simplex revisado

Considere que el problema anterior se resuelve aplicando el método simplex
revisado. Suponga que se tiene una solucidn basica factible A = ( Ap, Ay). Suponga
ademds que se conoce la base inversa B! asociada, de (m + 1) X (m + 1), (en la
seccién 7.3 se analizard en detalle el proceso de inicializacion). Denotando por w y
« las variables duales correspondientes a las ecuaciones (7.1) (7.2), se obtiene
(W, @) = ¢3 B71, en donde &g es el costo de las variables bésicas, con & = cx;
ara cada variable bésica A;. A continuacién se muestran la base inversa, las varia-
ples duales, los valores de las variables basicas y la funcién objetivo, en donde

- o-1(b
-5 (1)
BASES INVERSAS LD
/ (w, ) EBB
\ BT

El método simplex revisado procede concluyendo que la solucién actual es éptima
o bien, decidiendo incrementar una variable no bésica. Lo anterior se efectia calcu-

lando primero

. . : . Ax;
2, — ¢ = Miximo z; — ¢ ;)= Mdximo (w, a)[ 1’ — cx;

Il=sj=:- l=sj=s1t
= Méximo wAX; + a — cx; (7.4)
l=j=t

Puesto que z; — &; = 0 para las variables bdsicas, entonces el maximo anterior es
= 0. Por tanto, si z; — & = 0, entonces z; — &; = O para todas las variables no basi-
cas y se tiene a la mano la solucién éptima. Por otra parte, si z; — & > 0, entonces
es posible incrementar la variable no bésica A,. '

La determinacién del indice & aplicando directamente la ecuacién (7.4) no es
computacionalmente factible debido a que r es muy grande ya que los puntos
extremos X; correspondientes a las variables no bdsicas A; no se conocen
explicitamente. Por tanto, es necesario disefiar un esquema alternativo. Puesto que
X es un conjunto poliédrico acotado, el mdximo de cualquier objetivo lineal se
puede alcanzar en uno de los puntos extremos. En consecuencia,

Méximo (WA — ¢) x; + a = Mdximo (WA — ¢)x + «a
1=j=t xEX
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?‘: resumen, dada una. sqiucién bdsica factible (Ag, Ax) con variables g
, Q) se resuglve el siguiente subproblema lineal, 1o cual es “fAcil” dep; rales
estructura especial de X. Fhito o f

Maximizar (WA — ¢)x + a
Sujeta a xeEX

o c .
bserve que la funcién objetivo contiene una constante. Este hecho se puede
Mane.

ﬁ)r nﬁiaclﬂglesnte tomando a como _el valor inicial del LD para z, en vez de]
- Sea x; la solucién éptima del subproblema anterior con valor obj‘eli'lor
ivg

=& Sig — & = S
l & — €. Sizp — & = 0, entonces la solucién bdsica factible (A, An) es 6ptima, D
O contrario, si z;, — & i ’ -
ano, 81z, — & > 0, entonces la variable A entra a la base. As{ Como e g]

. ne

’ -
IllelOdO Slnl[)lex Ie VlsadO la COlLIIIlIla COIICSpOlldlCllte 1 se aCtuallza pICmUItl

plicdndola por B™! con o que se obti -1 AX
iene y, =
d . yk B ( 1 ) Observe que y, < ¢ no
puede ocurrir, porque se ha supuesto que X es acotado, con lo que se produce
un
problema maestro acotado. La colum i %= G j
na actualizada ( vi ) se adjunta al tableay

Is)lrr:é);zxder:el\:i::gr.l LI;;nYarlagle A, que sale de la base se determina aplicando I,
DD s a1 ivme;m: € costumbre. ’La base inversa, las variables duales y el
s gene tndo e;l Yok Des;?ues de actualizar, se repite el proceso.
cual a continuacién sen p?esisrltgsulrllliz(li;;r;fsgebl cieonimo (lje descomPOSiCién, o

. ci | - Observe que el paso
(C::;Ea un; so.lu01inAfact1ble mejorada del Problema con?pleto, }P') que?f:itll)—grggg:;
prueba si1z; — ¢; < 0 para todo Aj, 0 bien, determina el Z — &, mds positivo

Resumen del algoritmo de descomposicién

PASO INICIAL

S:u:icr:licouneenstr(a7 l;l’)la (370121;cién bdsica factible inicial del sistema definido por las

1), (7.2) 'y (7.3) (en la secci6én 7.3 se analizars

obtener una solucién basica factible inici ‘ enots por B 5 s frrom

btel inicial). La base se denota

siguiente arreglo maestro en donde (W, a) =¢;B7! (recuerg:rqll;leyés-e _foé':l ;e)f
A S S

(i

BASES INVERSAS LD
(w,a)
B -1

[
=]

T

LA
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* pp50 PRINGIPAL

1. Se resuelve el siguiente subproblema.
Maximizar (WA —c)x+a

Sujeto a xeX

Sea x, una solucién bdsica factible éptima con valor objetivo z;, — Cg.
Si zx — ¢, = 0, entonces el proceso se detiene; la solucién bésica factible del
dltimo paso maestro es una solucién éptima del problema completo. En
caso contrario, se continda con el paso 2.
_1 [ Ax . . -¢
2.Sea y, = B! [ lk] y adjintese la columna actualizada (z"y ")
k
al arreglo maestro. Se pivotea en y,;, en donde el indice r se determina

como sigue:

on lo anterior se actualizan las variables duales, la base inversa y el la-
o derecho. Después de pivotear se elimina la columna de A, se repite el

aso 1.
Algunas observaciones sobre el algoritmo de descomposicion

1. Observe que el algoritmo anterior es una implementaci6n directa del méto-
do simplex revisado, excepto que el cédlculo de z, — ¢, se efectia resolvien-
do un subproblema. Por tanto, el algoritmo converge en un nimero finito de
iteraciones en el supuesto de que cuando hay degeneracién se aplica una
regla de prevencién de ciclado tanto en el paso maestro como en el subpro-
blema.

2. En cada iteracidn, el paso maestro proporciona (en un paso de pivoteo no
degenerado) una nueva solucién bésica factible mejorada del sistema dado
por las ecuaciones (7.1), (7.2) y (7.3) mediante la introduccién de la varia-
ble no bésica A, que es generada por el subproblema. En cada iteracién el
subproblema proporciona un punto extremo X, que corresponde a una

. = C .
columna actualizada ( "yk ") y, por tanto, como ya se menciond, este

procedimiento algunas veces se denomina esquema de columnas.

3. En cada iteracién, se transfiere un vector dual diferente del paso maestro al
subproblema. En vez de resolver de nuevo el subproblema en cada iteracion,
es posible utilizar la base éptima de la dltima iteracién modificando el

renglén de costo.
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4. En cada iteracién, el problema no requiere ser optimizado por completo. Bagg,
que el punto extremo actual x, cumpla z; — &, = (WA — oOx; + a > (. En
este caso, A, es un candidato para entrar a la base del problema maestro,

5. Si las restricciones maestras son del tipo de desigualdad, entonces ademg
de resolver el subproblema es necesario comprobar los z; — ¢j en cuantg 5
variables de holgura no bsicas. Para una restriccién maestra i del tipo <
con variables de holgura asociadas S;, S tiene

Zs,.—csi:(w,a)(g)-O:w,-
Por tanto, para un problema de minimizacién si w; > 0, entonces una varia-
ble de holgura asociada con una restriccion =< es elegible para entrar ala
base. (Observe que para restricciones del tipo =, el criterio de entrada es
w; < 0.)

Debe resultar evidente que si héy otras columnas de variables que se
mantienen explicitamente en el problema maestro ademds de las columnag
de la variable A o de las columnas de holgura, entonces como el segundo
caso, estas columnas también pueden apreciarse usando el vector multiph‘/
cador simplex (w, a) de la forma acostumbrada a fin de probar su elegibil;
dad para entrar a la base. (Vea el ejercicio 7.4).

6. Suponga que el programa lineal es factible y que A es de m X n con rango
m, de modo que el problema maestro tiene soluciones bésicas factibles con
bases de tamafio (m + 1) X (m + 1). Debido a que en cada solucidn factible
existen m restricciones linealmente independientes conectantes Ax = b,
se estd buscando un 6ptimo sobre algiin subconjunto de X de dimensién
P = (n — m). Por tanto, en una solucién dptima (punto extremo) x* del pro-
grama lineal original, deben ser conectantes (por lo menos) p restricciones
linealmente independientes definitorias de X. Por consiguiente, x* est4 en
(cuando mucho) una cara de X de dimensién (n — p) = m. Con base en el
andlisis del capitulo 2 se concluye que como esta cara en si es (cuando
mucho) un politopo m-dimensional tal que sus vértices son un subconjunto
de los vértices de X, entonces es posible arregldrselas para representar a x*
usando cuando mucho (m + 1) vértices de X. Por tanto, en condiciones de
optimalidad se requieren cuando mucho (m + 1) variables positivas A. Por
supuesto, lo anterior concuerda con el tamafio de la base del problema
maestro.

Sobre esta cara de X de dimensién m (cuando mucho), puede haber
varias formas de representar x* en términos de cuando mucho (m + 1) pun-
tos extremos de X. Computacionalmente, resulta entonces que por lo general
es posible obtener una combinacién convexa de un conjunto de puntos
extremos de X que lleve con bastante rapidez la solucién obtenida a un
intervalo entre el 1y el 5% de optimalidad. Sin embargo, en muchas clases
de problemas se ha observado que la tasa de convergencia del extremo final
para obtener una representacién mds exacta de una solucién Sptima puede
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g i i ’n ptlma de
CI algo t (0] sita p Od un SOl 1
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A i i te procedimiento una vez
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mentar dicho criterio de

punto extremo p

tivos). Por tanto, :
que llega a un intervalo que varia del 1 al 5%

andlisis proporciona un constructo util para imple

terminacion.
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' i descomposicién se d
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¢ =0.

J
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C

te subproblema.
Maximizar (WA — )X + «

Sujeta a xEX
k ¢ — & el objetivo
en donde w es el vector dual que pasé en el paso maestro. Sea z, — Ck ]

del subproblema anterior. Ahora, sea X cualquier solucién factible del pro-

N Ax = b y x € X. Por definicién de z, — C¢ y como

blema completo; es decir,
x € X, se tiene

(WA —c)x +a=(zu—C
Puesto que Ax = b, entonces la desigualdad anterior implica que
ex=wWAX — (x— G ta=wb+a-— (ze — 1) =<‘:BB— (ze — Cx)
Como lo anterior es cierto l-:yara cualquier x € X con Ax = b, entonces
Minimo X = GBB — (2 — o)

Ax=Db
xeEX
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En otras palabras, Eb — (2, — &) es _una cota inferior del valor o

problema completo. Observe que &zb es la mejor cota superior actual. Sip

7.2 EJEMPLO NUMERICO

Considere el siguiente problema.

Minimizar —2x; — x, — x3+ x4
Sujeta a X + x =2
X+ x +2x, =3
X =2
X+ 2x, =5
- Xt oxs=2
203+ x, =6
Xy, X2, X3, X =0

EL PRINCIPIO DE LA DESCOMPOSK),ON

Observe que las restricciones tercera y cuarta s6lo contienen a X1y X, mientras que

las restricciones quinta y sexta sélo contiene a X3y x4 (después
sobre esta estructura especial). Si X se considera como el conjunto

I 1
las restricciones restantes $¢ manejardn como X. Observe que
(X1, X2, X3, x4) en X debe tener sus dos primeras componentes y
componentes en los conjuntos respectivos X; y X, que se muestran

.. . 1 0
restricciones se manejaran como Ax < b, en donde A = [

X, X4 r\

wlS wls

N\

se dird algo mgs
de las cuatro qltj-

10 2
o 2}>=[3]
cualquier punto

sus dos dltimas
en la figura 7.1.

[

3 X3
0

Figura 7.1. Representacion de X por medio de dos conjuntos.

i
—

1p A
Sxtrcmos de X, §

LO NUMERICO

. ..., X, son los puntos
elve a plantear como sigue, en donde Xy, X, . tl ura
roblema se vu i=1,2,...,1,ys = 0 es el vector de holgura.
:cxjpal‘a]‘ y Lyeeea by

Minimizar z G\

i=1

t
Sujetaa > (Ax)\;+s=b

ji=1

PRV

1
N =0
s=0

J

S q . p q O
g S€ 1
e I ulere una baSG IIIICIal con B C()HOClda Su onga que la ba € lllCKa[ consta
( » ) .
en donde X 0 O 01 0 €s un punto e)(tIeIIlO de ;( con ¢x 0 IOI

de sy Ai

consiguiente,
1 o0 0
o o0 1

b b b] ior se
- =B! = . Con lo anterior s
Elvector(w,q)=éBB_l=0B l=0,yb=8B [1] [1

()] tiene el SlgUICl ite ta‘ )leau. ()l) erve que laS tres pI imeras COlu n IOpOIC ona
mnas p 1 n
S

2 y IOHCS estantes.
g
(W], Wo, a) cn el IeIlglOn () B en l()S ren I

BASES INVERSAS LD
z 0 0 0 0
AN 1 0 0 2
Ay} 0 1 0 3
/\1 O Ay O 1 1
Iteracion 1
SUBPROBLEMA

Resuelva el siguiente subproblema.
Maximizar (WA —¢)x + «a

Sujeta a xeX
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Aqui, (wy, wy) = (0, 0

) con base en el arreglo anterior. Por consiguiente, ¢] Subpr,
blema es como sigue: :

Maximizar 2x; + xy + X3 — x4+ 0

Sujeta a xXEX

Este problema eg separable en log vectores (x;,
geométricamente. Usando la figura 7.1, eg faci

€s X, = (2, %, 3,0) con objetivo

%2) Y (¥3, x4), y es posible reg
I comprobar que la sol

32*62: %ZCOmOZz‘Ezz

Olver],
ucién éptima
17

2 0, entonce,
se introduce A; correspondiente 3 X2. La cota inferior = ¢zb

T =o-n
Recuerde que el mejor objetivo hasta e] momento es (, :
PASO MAESTRO
6= %
2
3
1 0 1 07/3 5
sz_[l 10 2] 3 =LZJ
0
Entonces
5
[szj l
I
1

se actualiza premultiplicandolo por B™! Asi,

.

y2=B!

— Nl
li
(]

—ie
|

— Nla

La columna se inserta

F)
5
Y2 2

1

Y se pivotea. Con lo anterior se obtienen los dos tableaux
Ay'se elimina después de pivotear.)

en el arreglo anterior
siguientes (la columna

L4

B o e )

P
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BASES INVERSAS LD A
17
z 0 0 0 0 g
A 1 0 0 2 @
o 1 0 |3 |
52 1 1
M0 0
BASES INVERSAS LD
z —1 0 0 -4 .
2
hf 5 000
So -% 1 0 ;
Mo-5o00 :

A dada por
La mejor solucién factible del problema completo estd dada p
a
X = Alxl + /\.2X2
—(4 35
= %(07 09 01 O) + %(21 %a 35 O) - (Sv 53 5 0)
= (—1, 0, 0).
El objetivo es ~¥. Asimismo, (wy, w,, a) = (—3, 0, 0)
lteracién 2
te momento.
Puesto que w; < 0, 51 no es elegible para entrar a la base en este
ue )
SUBPROBLEMA
Resuelva el siguiente subproblema.
Maximizar (WA — ¢)x + «

Sujeta a xeX

PO Lot L&, -2, -
7 — 74 ’ ? 10 10
wA—c=(‘:_0’O)[1 10 2:' (

Por consiguiente, el subproblema es

Ly — x4 +0)
. 3 - =X X4
Maximizar J5x; +x = 5x3

Sujeta a xeX
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El problema se descompone en dos problemas que comprenden a (x
1 X
(%3, x4). Usando la figura 7.1, la solucién 6ptima es x5 = (0, 2 0,70) con ob; )y
2 -Objetivy

N

23 — &3 = =.Como zz — &3 > 0, se introduce As.

La cota inferior es €gb — (z3 — &) = — 15_7 — % = ~5.9. (Recuerde q
€ g]

mejor objetivo conocido hasta ahora es —3.4,

PASO MAESTRO
23—&3=%
0
Ax3= 1010 % — 0
1 1 0 21]]0 3
0
1
_[Ax s 0 0]]0 0
ys‘—‘Bl[ 13]— -z 1 0| :|=]|3
-1 0 11 1

SC lnserta la m y
en el i i )
(:()]u na arl‘eglo antérlor se plvotea. CO" 10 anterlo

se llega a los tableaux siguientes (la columna A; se elimina después de pivotear)

BASES INVERSAS LD A
¢ ok 0 0 % :
Ay : 0 0 % 0
S2 -% 1 0 & 3
Ay -3 0 1 2 D

BASES INVERSAS LD
Z —-% 0 _% - %

Az i 0 0 2
2 -1 1 =3 L
A3 -1 0 1 3

La mejor solucién factible conocida del problema completo estd dada por
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X=A2X2+A3X3
_ 2 3 3 5 _ /.4 21 6
~20,23.0+20,300=( 550

gl objetivo es —4.9. También, (wy, wa, @) = (-2,0,~2).

|teraci6n 3

Como W1 < 0, s, no es elegible para entrar a la base en este momento.

5UBPROBLEMA
Resuelva el siguiente subproblema.

Maximizar (WA —o)x + a

x E€X ,

L P S R W AT R
1 ( ) ’ ’)—(391 _5_) )

Sujeta a

WA‘CZ(_%’O)[ 10 2

por consiguiente, el subproblema queda como sigue.

1 ) 5
X3 T Xa T 5

ix1+x2— 3

Maximizar S

Sujeta a xEX

Usando la figura 7.1, la solucién 6ptima es x4 = (2, % 0, 0) con objetivo 24 — &4 = %

y por tanto se introduce A4
La cota inferior est4 dada por &gb — (z4 — &) = — % - % = —5.5. Recuerde

onocido hasta el momento es —4.9. Si sélo se deseara una

que el mejor objetivo ¢
detenerse aqui con la solu-

solucién aproximada, entonces el procedimiento podria

cién factible x = (i, 21, -6—, 0), cuyo objetivo es —4.9.
57105 )

PASO MAESTRO

A 3
Z4_C4—'§

La columna actualizada y, estd dada por
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!
i

Ys = B_‘[AX4J =
1

O = O
!

!

Gl e a [

e O
s N

QW Gw i

serta la COll.lInHa arr g [() a]"er[()r S€ pivote (
Se m €n e] € y p a. 0on l() a te 3
)'4 n IlOi'

se llega a los dos tableaux sj guientes (la columna A4 se elimina después de pivotear)

BASES INVERSAS

LD Aa

—8
z $ 0 — 3
H
1
)‘2 5 2
Y] 1 ;
: 6)
1
AS 3 3
5

o~
|
(o3

1
3
1
6
1
2

La mejor solucién factible conocida del problema completo estd dada por

X= /\2X2 + /\3X3 + /\4X4

=L1pn3 1 5
3 (2.5.3,0 + 5 (0, ~,0,0)+é(2, %’070)2(1’2,1’0)

El objetivo es —5, También, (w;, W2, @) = (~1, —1, 0)
Iteracion 4

Como w,
-momento.

< . .
Oyw, <0,y $2 1O son elegibles para entrar a Ia base en este
SUBPROBLEMA
Maximizar (wA — ox + «

Sujeta a XeEX

. e e L

X T T T T Y Iror
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01 0

1 — _

por consiguiente, el subproblema queda como sigue.

Maximilaf Oxl -+ 0x2 + OX3 - 3X4 +0

Sujeta a xeX’

Usando la figura 7.1, la solucién 6ptima es Xs = 0,0, 0, 0) con objetiyo

05 = 0, que es el criterio de terminacién. También observe que la cota 1nfer1(?r

o EBB — (z5s —¢5) = —5 —0 = —5, que es igual a la mejor solucién (y por consi-
uiente 6ptima) conocida hasta el momento.

En resumen, ahora se cuenta con la solucién éptima (xq, x, x3, x4) = (1,2, 1, 0)
con objetivo —5. En la figura 7.2 se muestra el avance de las cotas inferiores y los
valores objetivos de las soluciones primales factibles generadas por el algoritmo de
descomposicién. La optimalidad se alcanza en la iteracién 4. Si interesara una solu-
cién aproximada, entonces habria sido posible detenerse en la iteracién 3, pues en
tal caso se tenia una solucién factible con valor objetivo igual a —4.9 y al mismo
tiempo existia la seguridad (por la cota inferior) de que no existian soluciones
factibles con objetivo menor que —5.5. )

El objetivo 6ptimo (x3, X2, x3, X4) = (1, 2, 1, 0) se muestra en la figura 7.3 en
los dos conjuntos X; y X,. Observe que (1, 2) no es un punto extremo de X; y que
(1, 0) no es un punto extremo de X,. Sin embargo, observe que es posible efectuar
una transformacién de las restricciones maestras

=2

+2x4 =3

X, + X3

X+ xp

en el espacio (x;, x,) sustituyendo x3 = 1 y x4, = 0. Con lo anterior se Ilega a las
dos restricciones x; =1y x; + x, = 3, que se muestran en la figura 7.3. Se observa

1 2 3 4 Iteracion
0.0 I I |
K]
3 Progreso del valor objetivo primal
>
T = -34
§ 2 —4.9
SE -5.0
£ 2 -5.9
2 8 p -5.5
Q
2 Progreso de
> la cota inferior

-8.5

Figura 7.2 Avance del valor objetivo primal y de la cota inferior.
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Restricciones en desigualdad
Considere el siguiente problema,

3

Minimizar z (ex)\,

J=1

Sujeta a

TEIITITTirews

siguiente, en donde la iden

391

. viste un X; € X conveniente con Ax; < b, entonces se cuenta con la base
Si existe 1 1

tidad corresponde al vector de holguras = 0.

B = [M} B~ = [H}

El arreglo inicial estd dado por el siguiente tableau.

BASES INVERSAS LD

z 0 cx; cxq
s I "AX] b - AX]
A 0 1 1

Ahora suponga que no existe ningin x € X que sea evidente que satisface Ax < b.
En este caso, después de convertir el programa maestro a la forma de igualdades
afiadiendo las variables de holgura idéneas, las restricciones se manipulan de modo
que los valores del LD sean no negativos. Después, conforme sea necesario, se
afiaden variables artificiales para obtener una matriz identidad. Esta matriz identi-
dad constituye la base inicial. Para sacar de la base a las variables artificiales es
posible aplicar el método de dos fases o el método de penalizacién. '

Restricciones en igualdad

En este caso se pueden introducir m + 1 variables artificiales a fin de obtener la
base inicial. Las variables artificiales se eliminan con el método de dos fases o con

el método de penalizacidn.

7.4 EL CASO DE UNA REGION NO ACOTADA

Para un conjunto no acotado X, el algoritmo de descomposicién debe modificarse
ligeramente. En este caso no es posible representar los puntos en X como una com-
binacién convexa de los punto extremos, sino como una combinacién convexa de
los puntos extremos mds una combinacién no negativa de las direcciones extremas.

En otras palabras, x € X si-y s6lo si

r t
x= 3N+ D pd
S
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=0
en dond
€ X1, Xa,..., X, son los puntos extremos de Xyd,d
1, Up,...,

ciones extremas de X, EI problema primal puede transfo

denominado
. problema maestro e ;
sigue: 0 las variables AL Ay,

11
Minimizar N, -
]_; (ex)\, + 2 (e,

3

Suj t
ujeta a j;l (ij))\j + Z (Adj)p.j =} :
Jj=1 T !
; (7.5)
>
=1
PR (71.6)
A=0 J=12,.¢
=0 =12 )

7.6). Suponga, ademds, que -1
—1 .a |
(€z es el costo de las varj b
ariables b4sj =gt (P
icas), yb = B ( 1) se cono-

ce
1y se pueden representar €Omo sigue:

BASES INVERSAS

las siguientes condiciones,

A; 1o bésico = 0= 5=&=(w ) (Ax,-)

;= WAXj +a— CXJ- (77)

p.,-nobésico::»oazj—aj:(w a)(Adj) d
» 0 —Cj

riables no b4sjcas €s muy gra
erando los puntos Yy direcciones

= WAd; - cod, (7.8)
Como ¢] ndmero de v j |

, a
ciones (7.7) y (7.8) gen nde, comprobar |ag condi-

extremas correspondientes

AL

50 DE UNA REGION NO ACOTADA 393

A

es factible computacionalmente. Sin embargo, resolviendo el siguiente subpro-
2 ma es posible determinar si las condiciones se cumplen o no. Lo que es mds
Ple ortante, conforme se resuelve el subproblema, si las condiciones (7.7) 6 (7.8)
20 5 cumplen, se encuentra una variable no bésica con valor positivo z; — & y por

(anto, elegible para entrar a ]a base.
Maximizar (WA — ¢)x + «

Sujeta a xEeX

Primero, suponga que el valor de la solucién ptima del subproblema es no
acotado. Recuerde que lo anterior es posible sélo si existe una direccién extrema
d, tal que (WA — ¢)d, > 0. Lo anterior significa que se viola la condicién (7.8).
Ademds, zx — & = (WA — o)d;. > 0,y u, es elegible para entrar a la base. En este

d . - -
caso, (AO k) se actualiza premultiplicando por B™! y la columna resultante

A

~¢ . . ., . .
% ") se introduce en el arreglo anterior y se continda el método simplex
Ye

revisado. Ahora considere el caso en que el valor de la solucién Gptima es acotado.

Una condicién necesaria y suficiente para acotamiento es que (WA — ¢)d; = 0 para
todas las direcciones extremas, de modo que la ecuacién (7.8) se cumple. Después
se comprueba si (7.7) se cumple. Sea X, un punto extremo 6ptimo y considere el
objetivo Optimo z, — &, para el subproblema. Si z, — & = 0, entonces por la opti-
malidad de x, se tiene que, para todo punto extremo X;,

WA-—ox;tas=WA—oOx,+a=z—-6,=<0

y en consecuencia la condicién (7.7) se cumple y se da fin con una solucién Optima
del problema completo. Si, por otra parte, z,— &, > 0, entonces se introduce A en

. . % — ¢ o
la base. Lo anterior se hace insertando la columna ( k y k)en el arreglo anterior y
k

Axk

pivoteando, en donde y; = B‘1< ) ) Observe que,como el caso acotado, si el

problema maestro incluye variables de holgura u otras variables explicitamente
presentes, entonces antes de deducir la optimalidad se deben verificar los valores
zj— ¢; para estas variables. También, los subproblemas acotados producen cotas
inferiores como para el caso anterior.

En resumen, resolver el subproblema anterior conduce a terminar el algoritmo
con una solucién éptima o bien, a identificar una variable mejorante para entrar a
la base. Ahora se cuenta con todos los ingredientes para un algoritmo de descom-
posicién en el caso de un conjunto no acotado X. En el ejemplo 7.1 se ilustra tal



paso para este caso.

Ejemplo 7.1
Minimizar
Sujeta a Nt ntx=12
—Xi + X2 = 2
X1 + 2x, = 8
X3 = 3
X1, X2, X3 = 0

="b y el resto de lag Testriccioneg son
tratadas por X. Observe que X se descompone en Jog dos conjuntos de 1a figura 74

El problema se transforma en Al Ay Kooy g como se muestra a continyg.
cién.

t t
Minimizar Z (ex)\; + Z (cdj),u,]
Jj=1 j=1

t t
> (Ax\, + 2. (Adyy; <b
i=1 J=1

Observe que X1 = (0, 0, 0) pertenece aXy Ax,
guiente la base injcial const.
ra s. Con lo anterior

=0+0+ 0= 12 Por consi-
ade \, (correspondiente a X1) mds la variable de holgu-
se llega al siguiente arregloen el que w = o = 0

o) -

Figura 7.4, llustracién de X no acotado.
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G
BASES INVERSAS LD
z 0 0 0
s 1 0 12
Ay 0 1 1
Iteracién 1
UBPROBLEMA

Masimizar (vA ~ 0% + o
Sujeta a xeX

blema se reduce al siguiente.
=a=0yA=(1,1,1),este pro
Comow = &

Maximizar Xt 2% +x+0

. — + X5 = 2
Sujeta a X1

J —X1 + 2X2 = 8

X3 = 3

R X, X, x3=0

X1, X3) ¥ x3. El valor
descompone en dos problemas en ( yx
Ob?ervedglf lep’)’m[l),lsrcr)l;as eparte del problema puede resolverse ge(})lmletrlrc;amente 0
’ : i ura.
op;ilc?;ido el3método simplex, en donde x4 y x5 son las variables de holg

ap

z X1 x2 *a s LD
z 1 -1 2 0 0 0
X4 0 -1 - @ 1 0 é
X5 0 -1 2 0 !

g

°

z Xy X2 X4 s LD
z 1 -3 0 2 0 !
X 0 -1 1 ! (1) i
Xs 0 @ 0 _

z X X2 X4 s LD
z 1 0 0 4 > o
X 0 0 1 -1 ! 2
Xy 0 1 0 —2 !




€Spacio (xy, x,) se ha éncontrado ung direccién d, = ( 2)
| =

t1 n acota En I S t !)() I ‘)
VO no d(). €l e paClO (x y X X3) d €S é dada

1 25 3y 1 r 2, N

Ianlblenr (”tl c) d (el nega[l VO de (

Introduce en [a bage, 4 en el renglén bajo

PASO MAESTRO
<1 ‘é] =4
2.
Ad; = (1,1, [ 7 <3
0
~i/Ad
y :B 1 1
! (O )

cn dO]ldeB se Obtlelle del alleglo vlllIClaI de] pIObIeHla IH&GSH 0. En palthllIal,

"=lo 1))

Se lntIOduce la COIUHIna €n el aIIegIO InaeSHO & Sse prOtea- La COlumna

My se elimina después de] Pivoteo,

BASES INVERSAS LD

o]
LT

BASES INVERSAS 1 p

M EE

“ N

Iteracion 2

que lleva a yp valor obj
€.

x4)s y asy ul se
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como W < 0, s no es un candidato para entrar a la base.

GUBPROBLEMA
Maximizar (WA — o)X + «
Sujeta a xeX

Este subproblema se reduce a lo siguiente.

Maximizar —%xl + %xz +0 Maximizar - %x3
Sujeta a X+ x, =2 Sujeta a 0=x;=3
— X + 2X2 = 8
X1, X =0

Aqui, el valor de a = 0 se afiade a s6lo uno de los subproblemas. Es evidente que
x3 = 0. El nuevo problema en (x;, x,) se resuelve utilizando el tableau correspon-
diente a la dltima iteracién, eliminando el renglén O e introduciendo los nuevos

costos.
Z X1 X3 X4 X5 LD
z 1 I -2 0 0 0
R) 0 0 1 -1 1 6
X1 0 1 0 -2 1 4

El rengl6n 1 se multiplica por % y el renglén 2 se multiplica por —% y se suma al

renglén 0.
Z X1 X3 X4 X5 . LD
z 1 0 0 0 1 s
X2 0 0 1 -1 1 6
X 0 1 0 -2 1 4

El tableau anterior es éptimo (no tnico). El objetivo éptimo del subproblema es
Zp =6 = g > 0, de modo que a la base entra Az, correspondiente a x, = (xj,

%2, X3) = (4, 6, 0). Ahora ya se cuenta con una cota inferior del problema, como

éBb—(z2—az>=—16—§=—i39.
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PASO MAESTRO

a

H — o =

w oo

AX2 = 10

B*I(A"Z):[% OJ[IO]_ ¥
1 0 1] 1 ‘[1]
22— C,
Y1

I

Y2

En el arreglo i
810 maestro se introduce )y se pivotea. [a columna A se elim:
Ming

después de pivotear.

BASES INVERSAS LD

M1 2
3
Ay 1

ObSeI ve que Ia cota lllfell()l C()llOClda de - Se com ensa con Ia COta T10r1
3 p Supe 10 )

pCI 1: qUE )a Se UE“E a [l C 1
e ] l 0
p g ’ €rif1

Iteracién 3

la solucién d i :
ual previa con o = = -8 i

p n o O.Paraa——g,seuenez3—é3=§—§=o

. . . .. 3 . 3 ’

que es el criterio de terminacién y Por tanto se tiene a Ia mano

Mis especifi Spti d
pecificamente, ¢ optimo x* est4 dado por

X¥ = Aox, + ad,

4 2 L
=161+ ]= 2
0 0 0

T'Hﬂu_--.....,.”.
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 objetivo €s == .

| .75 ESTRUCTURA DIAGONAL O ANGULAR EN BLOQUE

En esta seccién se analizard el importante caso especial en que X tiene una estruc-
ura diagonal en bloque. En este caso, X mismo puede descomponerse en varios
conjuntos X1, X3,..., Xp, cada uno de los cuales implica un subconjunto de varia-
ples que no aparecen en ningin otro conjunto. Si, de manera correspondiente, el
vector x se descompone en los vectores X1, X,,..., Xy, el vector ¢ se descompone en
¢, €20eer CTY la matriz A de las restricciones maestras Ax = b se descompone
en las matrices Ay, A,,..., A7, entonces se obtiene el siguiente subproblema.

Minimizar  €;x; + X%, + ... + Xy

Sujeta a Alxl + A2X2 + ...+ ATXT =b >

lel ‘ = bl
B2x2 = b2
BTxT = bT

Xy, Xo, veey X7 = 0

endonde X; = {x;: Bx; <b, x; =0} parai=1,2,..., T

Problemas con la estructura anterior surgen con frecuencia en flujo en redes
con varios bienes y en la asignacién de recursos escasos entre actividades que
compiten entre si. Problemas con esta estructura se pueden resolver mediante el
algoritmo de descomposicién presentado en este capitulo (vea las seccién 7.2 y
el ejemplo 7.1). Sin embargo, tal estructura diagonal o angular en bloque de X se
puede aprovechar aun mds, como se analizar4 en esta seccién. '

Para el subproblema i, x; € X; si y s6lo si

I
Xi= D Axg + > pyd;
=1

:
j=1
‘
Say=1
=1

)\UEO j=1,2,...,t,'

}L,‘jZO j=1,2,...,l,~

en donde las x;; y las d;; son los puntos extremos y las direcciones extremas (en
caso de existir alguna) de X;. Sustituyendo cada x; por la representacién anterior, el
problema original se puede volver a plantear como el siguiente problema maestro.
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T o 4
Minimizar z (exi)A; + Z (eidy)p;
i=1 j=1 =1 /=1
T ¢ T 4
Sujetaa (AxiA,; + > Adyp; = b (7.9)
=1 = =1 ;=1 '
:
2M=1 i=12. 7 (710
j=1 .
/\1120 J=1‘»29 1tll:l’2"‘3"T
lu'ljzo J=I,2 »lll=l72""T

, i icciones de convexidad [las restri
€cuacion (7.10)]. Este hecho permite mds flexibili

menta el ndmero de restricciones de m + lam+ 7T
Suponga que se tiene una solucigp bésica
base B de orden (m+7)x (m+ 1. Ob

menos una variable Ay de cada bloque

factible de] sistema anterjor €on upg
S€Ive que cada base debe contener por |,

(vea el ejercicio 7.19). Ademis, Suponga

b
que se conocen B! p = g-! (1), W, @) = (w,,.. Wons ..

donde & es ¢] costo de las variables bdsicas (G
). Esto se puede mostrar comg sigue.

= A p-1
5 ar) =BT o

= CiX;para Ay Gy = ¢;d;; para

BASES IN VERSAS LD

B S .

Esta solucign €S Optima sj iy Ty o=

G Tz —e =0 Para cada variable b4sj
malidad se deben cumplir los siguientes req

0 para cada variable (naturalmente,
ca). En particular, en condiciones opti-
uisitos

Ay N0 bdsico = 0= Zy =&y =

WA,' X + a;— ¢ X (7.1 1)

M5 10 bdsico = ) > 5~ 6= wA, d; - d; (7.12)

El hecho de que las condiciones (7.11) y (7.12) se cum

plan o no se puede compro-
bar ficilmente resolviendo Jog siguien

tes subproblemas.

Maximizar (WA, — ¢) x; + ;

Sujeta a X; € X

RREREE S 3t
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. 6
de 1 solucién 6pt1ma €S no acotado, entonces se encuentra una direccidn
e la ) tr. d
- el valor
1 el

| {1 s , S€ V1 la Ia COndlC on (
el ik q ( i i) ik > ; €8 dCCIr (o] 1 7 |
eX

i i6n objeti ik ~ Ci = (WA; — ¢)) dy > 0.
nroducci6n 95 pu Beorers . furslclft(;):gi‘i:gi\(l’:r)x’ E)’;I.E;SZ?kse CL;mple autom.éti.cam/entve
;i of dputho = aCOta_dO, ?ntonii unto extremo optimo. Si el valor objetivo optll-
S;Ia ol SprrObleia y Sida&ﬁ- C; iik = 0, entonces la condic.i(’)n (7.11) se (c:u;r;;; (e)
Ew a e = v ix'lkDe 1<; conltrario, A se puede introducir en 12.1 ba;e. {.lll ndo

ara & SUbPTOb]ef;\a l.s'tienen Zik — Ci = 0, entonces se ha gbtenldo a so' o
ﬁ)dos o SUbPI'O}) emaori inal. éi el problema maestro contiene otr_as varxabién
puma de'l pro® egi)alas \g/ariables de holgura, entonces fintes de termmalrl‘tzz;n:3 e
explfc“a:rilgccl:r}:;obar los valores z; — ¢; para estas variables (como se hi

neces |

::CCién s suelve cada subproblema ; a la vez. Si ell subpfoblema i p::—

e l—esmnenl’ p rr? no acotada, entonces se encuentra un d1re0010r.1 extrerrr::ailonZ
A Sf)du(t:lo ara entrar a la base maestra. Si el subproblema i pro;t)omo e
aue & UH,Canl o f doy WA xy + a; — ¢;x; > 0, entonges el punto extre 0
R a0 pars o ?ar)z,i la t;as’e maestra. Si no ocurre ninguna de egtas co -
R e‘: glmente no hay ninguna columna que sea candidato ?Ona
ciones, entonces ac ut del subproblema i. Si ningin subp'roblema propf)rc’ i
e b'ase hara or trar a la base maestra, entonces se tiene la solucién 6p -
s o, cn1 rios candidatos es necesario elegir uno para entrar ;
T stra. e pade o la regla del valor z;, — ¢, mas posqu,.de
ey SC_PUCde apléc'a;e a liia la regla del primer z;, — &, positivo,
s Eik'posgl\t,ox;eiii p;ocesopresolviendo los subproblgmas una vez qg:
oot POSlblf’ : ecandidato. Al elegir el candidato se actualiza la columna
Setcug;ltz: Oprilv(:)lté):;?)?)rre el arreglo maestro y se repite el proceso.
entrada,

Sea x f ema com e modo que x; € X;
xr una solucién factible del problema co .pleto, de m que X; ;
s X,y X7 ctibl I
para té)do2 iy 3;Ax; = b. Por definicién de z; — &, se tiene que
P [k}

WA, —e)x; + o, = (g, ¢)
X, = WAX, + a — (7, —C)).
Sumando sobre i se obtiene
- L =C.).
D ex= W) AX + 2@ Z (zy =)
i i i
i i i ‘
Pero % cx; = ex y 3 Ax; = b. Por tanto, se obtiene
{
cx=whb + al — Z (z, —¢,)
i

cx = éEb - Z (Zik - Cik)‘

i
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Ejemplo 7.2
Minimizar —2x —x, — 3x3 — x4

SUJeta a X1 + Xy + X3 + Xy =< 6

X2+ 20 +x,<4 -

X+ x, <6
X2 =2
X3+ x, <3
X3+x,<5

X ox, x =0

oo iones se manejan por medj
restriccione Por medio de Ax <, y ]
como se S St(r)n raiadas por X. Observe que X se descompone enydo oo bz
mue S conj
Stra en la figura 7.5, EJ problema se transformg en el siguient Onjuntog,
e.

S 3} ¢
Minimizar jZl (clxlj)/\1 ; + i (c2x2j) Ay
B J=1

3]
Sujeta a : 3
,—ZI (AxiAy, +j§l (A2xz)hy < b

Zt: Ay=1

J =1

Figura7s |4 region X,

IRRREE S ¢ 1 e—— *
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AUEO‘ j:1,2,...,t1

)\2/-20 j:1,2,...,t2

1 1 1 1
en doﬂde ¢ = (_- 2’_ 1)1 € = (— 3’_ 1)) Al = [O 1] y A2 = [2 1}' Observe

e x11 = (X1, %2) = (0, 0) y x2; = (x3, x4) = (0, 0) pertenecen a X, y X, y satis-
facen las restricciones maestras. Por tanto, se tiene una solucién bdsica factible del

sistema completo, en donde la base consta de s, s,, A, Y Az; (51 y s son las hol-
guras). Esto lleva al siguiente arreglo maestro.

BASES INVERSAS LD

z 0 0 0 0 0
51 1 0 0 0 6
S 0 1 0 0 4
Al 0 0 1 0 1
Anq 0 0 0 1 1

Los cuatro primeros elementos del renglén 0 proporcionan W1, Wa, 1 Y @y, TESpEC-
tivamente. B™! se almacena bajo estos elementos.

lteracion 1
Resuelva los dos subproblemas siguientes.

SUPROBLEMA 1 SUBPROBLEMA 2

Maximizar (wA; — ¢)x; + a; Maximizar (WA, ~ ¢)x, + ay

Sujeta a X; € X Sujeta a X; € X,

Como w = (0, 0) y a = (0, 0), estos subproblemas se reducen a maximizar
2x; + x, + 0 y maximizar 3x; + x, + 0 sobre las dos regiones de la figura 7.5. Las
soluciones 6ptimas son, respectivamente, X12 = (x1, x) = (6, 0) con objetivo 12y
X2 = (x3, x4) = (5, 0) con objetivo 15. Entonces, (WA| —¢)) X + a; = 12
Y (WA; — ¢) X2, + a, = 15. Por tanto, A, ¥ A2z son ambos candidatos para entrar
a la base. Se elige Ay, ya que 2y, — &, = 15 es el mds positivo. Observe que una
cota inferior del problemaes 0 — 12 — 15 = —27.

PROBLEMA MAESTRO

222 —622 =15
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Se forma Ia columna

A2X22

Observe que:

1 1715 5 Azxa X
Aox,, = =
1 0
: =z 1
Esta columna Se actualiza

. premultiplicindolg or B“ﬁl
Junto con gz,, — ¢ en el o

= I Esta co]
arreglo maestro, |

~a solucién bdsica f;
votear. i i ;
ear. Una vez que se ha terminado, se elimina Ia columna )
22.

BASES INVERSAS LD

SUBPROBLEMA 1

SUBPROBLEMA 2

Maximizar -
(WA, COX; + a Maximizar (WA, — cé)xz + a,

Sujeta a X; € X, Sujeta a X; € X,

Estos subproblemas se reducen a lo siguiente.

Umna se jnge,,
ctible actua] gq

; LUGTURA DIAGONAL O ANGULAR EN BLOQUE e

. 1
‘ 1 . —=x;,+0
Maximizar  2x; = 5x; + 0 Maximizar Ox; — x4

etas (r1, 1) € X, Sujeta a (x3, x4) € X,

oluciones 6ptimas son, respectivamente, X;3 = (x1, x;) = (6, 0) con .ob.je-
Lasz =13 = (WA — ¢ X3+ ay = 12y X3 = (x3, xg) = (5, 0) con objetivo
vo 213

St s = (WA2 — €2) Xo3 + a, = 0. Por tanto, en este momento no hay candida-
— 23—

mde] subproblema 2, y A3 es un candidato para entrar a la base maestra. La cota
stedor disponible en esta etapaes ~ 6 — 12 — 0 = —18.
1 g

p ROBLEMA MAESTRO
213 —613 =12

Se forma la columna

Aixg3
1
0
Observe que
6
1 1767 _[6 All"w o
A1X13=[0 1][0]— ol 0 1
0
Actualizando esta columna se obtiene
6
Aixg3 0
ys=B7' 1 =1
0
0

Esta columna se inserta junto con z;3 — &;3 = 12 en el arreglo maestro. La solucién
bésica factible actual se actualiza pivoteando y luego se elimina la columna A 3.

BASES INVERSAS LD A3
b4 0 —3 0 0 | -6 12
51 1~ 0 0 4 ®
A2 0 % 0 0 2 0
Aqg 0 0 1 0 1 1
A2y 0 -+ 0 1 2 0
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BASES INVERSAS LD

Z
A
Az
A
Az
Observe que
wp = -2 =1 =
» Wa E,al—a2=0./z

Iteracién 3

wp < ‘) y w. ( ) en onces ni 1 N1 s son d d t
C()]H() < 2 SON can 1datos Pala e]l“al a la b
1 2 3 t S 1 ase

SUPROBLEMA 1 SUBPROB
LEMA 2

Maximizar w - w - +
+ i
( AI C])Xl (23] Max1mizar ( A2 )X a
2 2

Sui
ujeta a X €X, Sujeta a X; €X,

Estos subproblemas se reducen a lo siguiente

MaXlInlzar Ox '_3 X 0 ]WaXll nizar OX3 =X ()
1 2
2
2 4

Sujeta a (1, %) € X, Sujeta a (x3, x4) € X,
3s A4 2

Con base en 13 figura 7.5, %14 =

(0, 0) con objetivo 0 son soluci o = O o obletivo 0

Y X4 = (x3, x4) =

(WA; — ¢3) % + o= 0y e Obotiles (;ptlmas. Entonces, (WA| ~¢)) x4 + @ =
la cota superi . ene [a solucién 6ptima. Ahora i !

’ perior son iguales. Con base ep el problem L2 cota inferior y
estd dado por a maestro, el punto Gptimo x*

= Anxg + Ay,

o) 3(2)-(3)

X3
)= A21Xa1 + AgpXyp

8303

(1, X2, x3, x4) =

S
CE
N———
!

Por tanto, x* =
(4,0,2,0) con objetivo — 14,

lnterpr

“Cad impli ituacié A |
supone acotado para simplificar la situacién. Ademds, todos los subsistemas com-

-irgUCTURA DIAGONAL O ANGULAR EN BLOQUE o

etacion econémica

Bl algoritmo de descomposicién tiene una interpretacién econémica. interesante.
Considere el caso de un gran sistema que se compone d.e los subsmtf:mas més
péqueﬁos 1,2,..., T. Cada subsistema i tiene su propio Ob_!et.lVO, yla func1ég objeti-
vo del sistema completo es la suma de las funciones objetivo de los subsistemas.
a subsistema tiene sus restricciones designadas por el conjunto X, el cual se

arten algunos recursos comunes y, por tanto, el consumo de estos recursos por
1odos los subsistemas no puede exceder la disponibilidad dada por el vector b.

Recuerde la siguiente interpretacién econémica de las variables duales (multi-
plicadores de Lagrange). Aqui, w; es la razén de cambio del objetivo como funcién
de bi, €5 decir, si b; se reemplaza por b; + A, manteniendo iguales a cero las varia-
ples no bésicas actuales del problema maestro, entonces el objetivo se modifica
sumando w;A. Por tanto, — w; se puede considerar como el precio del consumo
de una unidad del i-ésimo recurso comiin. De manera semejante, ~ «; se puede
considerar como el precio del consumo de una parte de la i-ésima restriccién
de convexidad.

Tomando en cuenta todo lo anterior, el algoritmo de descomposicién se puede
interpretar como sigue. Con las propuestas actuales de los subsistemas, la superor-
denada (el sistema total) obtiene las ponderaciones éptimas de estas propuestas y
anuncia un conjunto de precios para el uso de los recursos comunes. Tales precios
s¢ pasan a los subsistemas, los cuales modifican sus propuestas segin los nuevos
precios. Un subsistema tipico i resuelve el siguiente subproblema.

Maximizar (WA; — ¢)X; +

Sujetaa X, €X;

0, de manera equivalente,

Minimizar (¢; — WA)X; + o;

Sujeta a X, EX;

El objetivo original del subsistema i es ¢; x;. El término — wA, x; refleja el precio
indirecto de usar los recursos comunes. Observe que A; x; es la cantidad de recur-
sos comunes consumidos por la propuesta x;. Puesto que el precio de usar estos
recursos es —w, entonces el costo indirecto de usarlos es — wA; x;, y el costo total
es (¢; — wA,;) x;. Observe que el término — WA, x; hace que las propuestas que
usan mucho de los recursos comunes no sean atractivas desde el punto de vista de
costos. El subsistema i anuncia una propuesta éptima x;.. Si esta propuesta ha
de considerarse, entonces la ponderacién de las propuestas previas x; debe decre-
cer para “dejar lugar” a la nueva propuesta; es decir, > ; A; debe decrecer desde su



puesta. Después que todos los subsistemas han

la superordenada calcula la combinacién 6pti

nuevos i i
precios. El proceso se repite hasta que ninguno de Jog subs;j

nueva propuesta atractjvag: i
a; es decir, cuando (c; —
i T WADX, ~ o, = 0
i = U para todg ;

7.6 DUALIDAD Y RELA

CIONES ¢
DE DESCOMPOSICION oN OTR°§?R°°ED'M'ENTOS

P: Minimizar ex

Sujeta a Ax = b

Sujeta a WA + vD < ¢

wb + Mdximo vd
Sujetaa vD < ¢ — WA
v=(

D: Maximizar
W no restringida

MW‘TTTTTI TTY T ¥ wwwwm AL
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w no restringida

{wb + Miréi)r{no (c - wA)x} (7.13)

;q‘uf, en el dltimo paso se ha escrito el dual del problema de optimizacion inte-
o observando la definicién de X C‘omo. se supone que X es no ‘vacfo y aco-
tado, entonces el problema de minimizacién interior en la ecuacién (7.13) al
canza una solucién éptima en un punto extremo. Si X1,...,X; denotan a los vér-
rices de X como antes, se tiene que D es equivalente al 'pr(?blema de maximizar
{wb + Minimo; - 1, (¢ — wA)x;} sobre vglores no restringidos de w. Denotando
or z a la funcién objetivo en {-}, lo anterior puede volver a escribirse como el
siguiente Problema Maestro PM:

MP: Maximizar z

Sujeta a Z=wb+ (¢ — WA)X;, vparaj=1,.., ¢ (7.14)
2, W norestringida

Observe que es inconveniente resolver PM directamente, ya que casi siempre
contiene demasiadas restricciones. Por tanto, es posible adoptar una estrategia de
relajacion, en la cual sélo se mantengan explicitamente unas cuantas de las restric-
ciones en la ecuacién (7.14). Suponga que para tal programa maestro relajado se
obtiene una solucién 6ptima (z, ). Entonces z es una cota superior del valor 6pti-
mo del problema original (;por qué?). Ademis, (z, W) es 6ptimo para PM si y sé6lo
si (z, W) es factible para todas las restricciones en la ecuacién (7.14) (;por qué?).
Entonces, para comprobar si se viola cualquier restriccién en la ecuacién (7.14), se
desea verificar si z < Wb + (¢ — wA)X; para todo J = 1,...,t; es decir,
si =< wb + Minimo j=1,....{(c —WA)X;}. Sin embargo, el dltimo problema es
equivalente al subproblema de programacién lineal

wb + Minimo {(c — WA)x} (7.15)
xeX

Si z es menor o igual que el valor objetivo ptimo en la ecuacién (7.15), enton-
ces ya se ha terminado. (De hecho, en este caso, z es igual a] valor éptimo en
la ecuacion (7.15), ya que z es igualawb + (¢ — WA)X; para algin j € {1,..., 1}
en la ecuacién (7.14).) En caso contrario, si x; resuelve el problema (7.15),
entonces se tiene z > wb + (¢ — WA)X, y es posible generar la restriccién
2=wb + (¢ — wA)x, y sumarla al programa maestro (relajado) actual y volver a
optimizar. Este proceso puede repetirse hasta que con la solucién @z, w) de algin
problema maestro relajado se obtenga Z igual al valor éptimo en la ecuacién (7.15)
Lo anterior debe ocurrir en un ndmero finito de pasos, ya que X tiene sélo un
nimero finito de vértices.

El procedimiento anterior se denomina técnica de particiones o descomposi-
cion de Benders. (Su generalizaci6n a estructuras de problemas no lineales o dis-



con las restricci .
estricciones (7.14) son ApJ=1,.., 1 la suma de estas variables eg |
S la

unidad debido a 1a columna de la variable z en la ecuacion (7.14) ) Por congjgy;
= . . 18Uulen.

cién pri Opti i i
p ma.l Optima disponible puede calcularse como la suma de lo
X; y la variable dual corres ondiente A ] i < oo de
xplicitmente pe e (7pl i en (; Y» qUE estan asociados con las restriccioneg
-14) en el problema maestrg j
o prot stro relajado de Benderg
S(e porve 21:13. es}ta Suma es una combinacién convexa.) Ademds, observe que g'nal.
Iminado ninguna de lag restricciones generadas por el algoritmol 30
e

variables A; generadas hasta el momento
Observe que el andlis; i .
. I81S anterior también indica ¢
Sotinmy e | COmMO recuperar un coni
1 Opusan g: rer;uallilphc_:tadorzs duales (w*, y*) para el problema P dels)pués de resr(l)Jll\lrr;O
goritmo de descomposicién d D i ,

P _ N de Dantzig-Wolfe. El vector w* estd
o pr e érectar;ente como el conjunto 6ptimo de multiplicadores asociados cor‘?l
i el nes (7.1). La sglucuﬁn correspondiente v* es obtenible a partir del

problema en Ia ecuaplon (7.13) después de fijar w en w*, por tanto, si el

con w = w* * i

aSOCiadosw; c;nex;ztizn;:::t 1: se obtiene como,el conjunto de multiplicadores dptimos

obtene (s oty (_imgx}es en X.’As1, en el ejemplo de la seccién 7.2, se

rosuelty o) L .). Ademds, con w = w* fijo, el subproblema (final)
ar {—3x, : x € X}, con lo que se obtiene un conjunto éptimo

de multiplicadores d les v* =
i uales v 0, 0,0, 0 para las restricciones 3,4,5y6enel
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de la funcién objetivo mediante multiplicadores Lagrangianos. Por otra parte, el
gltimo tipo de procedimiento es dual a este esquema, y conduce esta coordinacién
sjustando las disponibilidades de los recursos comunes (lados derechos) fijando
ciertos valores de la variable, por ejemplo.

Existe otra estrategia general de optimizacion de precios dirigidos para P con
Ja que Se encuentra una equivalencia de los métodos anteriores cuando se resuelven
problemas de programacion lineal; a saber, la técnica de relajacién Lagrangiana.
(Veael gjercicio 6.73.) Con base en la ecuacién (7.13) observe que si la funcién en
{-}, que es una funcién de w, se denota por §(w), entonces el problema D puede

plantearse de manera equivalente como

Maximizar{ 6(w): w no restringida} (7.16)

en donde _
8(w) = wb + Minimo{(c — wA)x : x € X} (7.17)

El problema (7.16) se denomina dual Lagrangiano del problema P. El problema
(7.17) es el subproblema Lagrangiano asociado. Observe que en el problema
(7.17) las restricciones Ax = b se han escrito en la funcién objetivo de P mediante
los multiplicadores lagrangianos w. Debido al andlisis anterior, es evidente que el
valor mdximo en el problema (7.16) se compensa con el valor objetivo éptimo de
P,y asi 6 (w) proporciona una cota inferior para este valor ptimo para cualquier w
arbitraria. Esta es la razén por la cual el problema (7.16) se denomina problema
“dual Lagrangiano”. Ademds, como 0 (w) = wb + Minimoj_;, . {(c — wA)x;},
f(w) es una funcién lineal por partes y céncava de w (;por qué?). Asi, el problema
(7.16) busca un maximo no restringido para esta funcién. Aunque para resolver el
problema (7.16) es posible usar varios métodos de busqueda no lineal para proble-
mas de optimizacién no “suaves”, resulta evidente que el método de Benders es
una técnica de solucién viable. Ese esquema de plano cortante o de generacién de
renglones puede considerarse como un método de aproximaci6n tangencial para
resolver el problema (7.16), en donde sélo se generan unos cuantos de los soportes
o segmentos tangenciales z < wb + (¢ — wA)x;, j = 1,..., t que describen a 8(-). z
es el valor medido a lo largo del eje 6(-). Aplicando este punto de vista, el proble-
ma maestro relajado PM de la ecuacién (7.14) emplea una linealizacion exterior
del problema (7.16), usando sélo un subconjunto de los apoyos tangenciales
que describen realmente la funcion lineal por partes &(-). Si W résuelve este proble-
ma con valor objetivo z, entonces z es una cota superior del valor éptimo del
problema (7.16). Sin embargo, si z = (W) en si, entonces W es 6ptimo en el pro-
blema (7.16) (;,por qué?). En caso contrario, z > (W) = wb + Minimo {(c — WA)
x:x € X} = wb + (¢ — WA)x,, por ejemplo, como fue producido por el subpro-
blema (7.17), lo cual coincide con el subproblema de Benders (7.15). Por tanto, el
apoyo tangencial z = wb + (¢ — WA) x, es generado y se incluye en la lineal-
izacién exterior de 6(-), y el procedimiento se repite hasta que se llega a la termi-
nacién. Al terminar, la solucién primal 6ptima puede recuperarse ponderando cada
X; en la ecuacién (7.14) mediante el multiplicador dual correspondiente Aj, €n caso
de ser positivo en condiciones de optimalidad, y sumando.




Ejemplo 7.3

13 1 | j
SCCCIOH .2. i i

; LaS Varlables duaICS aS()CladaS con laS ICSUI'CCI'OHCS se d

€

Maximizar 2wy + 3w, + 2v; + 5u, + 2vs + 61,

Sujeta a Wit ow, + oy o+ vy <
W2 + 2V2 e < _1

ke 5 - o+ 2y = -

W, + vz + vy < 1

w=0v=y

Tratando a w €omo las variableg complicantes

. ene
Benders se obtiene €omo sigue: ’ ste caso el problema maestro dq

Maximizar ;

Sujeta a T=2w; + 3w, + (=2 — w, — wy)

+xp(—1 - wa) + x5 (~1 — wi) + x4(1 — 2w,)
Z no restringida, w < 0 paraj = Lot

endonde x; = (y., «. :
5 = (51, 1, %3 %a), ] = 1,..., t son los vértices de X se

en la ecuacign (7.2). El problema dual L gun se definierop

agrangiano correspondiente eg
Maximizar{ ow) :w =< 0}

en donde, para w = (w1, wy) dado, se tiene
0(w) = 2w, + 3 + Mini -
2 xmelr}(lo{( 2= wi = wyx, + (=1 = wo)x,

P = + (1 - 2wy)x,)

Maximizar ;

Sujeta a 7= 2w, + 3w,
w=90

3 8 B S ~

w Plo de 1,
L W2 V1, V2, v3,v) y el dual se escribe como sjgue Notan po
1=hai} iy
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1 » solucién éptima es z = 0, w = (0, 0). Por tanto, usando sélo ¢l soporte tangen-
1a1 ;< 2w; + 3w, para 6(-), se obtiene w = (0, 0) como la solucién maximizado-
::a Al resolver el subproblema de Benders’ con W = (0, 0); es decir, calculando

gw), se obtiene (W) = — -, realizado en x, = (2, 2,3, 0). Como 6(W) < Z,

“entonces S¢ genera un segundo corte o apoyo tangencial de Benders usando x,:

2=2w T 3w F2(=2 = wi = w) + (=1 —wy) + 3(—1 —w))

17 _ _ 1
= —2— 3W1 5 Wy

Lo anterior lleva al programa maestro de Benders

Maximizar z

Sujv"‘ta a = 2W1 + 3W2
17 1
< -2 - —
= > 3W1 2 Wy

w=90

La solucién 6ptima es 7 = —%, yw = ( —% , 0). Las variables de holgura en

ambas restricciones son no bésicas, y por tanto se mantienen ambas restricciones.
(Las variables duales respectivas son % y %.) Al resolver el subproblema de
Benders, se calcula 8(w) = — % realizado en x5 = (0, %, 0, 0). Como 7 > 6(w),

se genera una tercera restriccién o apoyo tangencial de Benders como z =2w, +
3w, + %(—1 — W) = ——;— + 2w, + %wz. Al afiadir lo anterior al programa maes-

tro, se obtiene
Maximizar z

Sujeta a 2=2w; + 3w,
17 1
= —T —3W1 —sz

ZS"%- +2W1+ '%‘Wz

w=20
La solucién 6ptima de este problema es z = —%, yw=(— 9, 0), en donde la
variable de holgura en la primera restriccién es basica. (Los multiplicadores duales
Optimos son A; = 0, A, = -:— y Az = -53- .) Por tanto, es posible eliminar la primera

restriccion de la linealizacion exterior actual. (Una restriccién eliminada posible-
mente puede regenerarse después.) Observe c6mo estos cdlculos se relacionan



recuperand
completar e] problema. P © fas soluciones OPtimas prima y dUalo ?
a
'EJERCICIOS
7.1

7.2

continuacidén 6(w) y

Considere ¢] siguiente problema de programacign linea]

Maximizar X

Sujeta a X +3x, < 2
4

2X1_3X250

XeX= {(XI,X2):O—<—XISI,OSXZS

1}

» €N t€rminos de |a observacij
de Dantzig-Wolfe (7. a(

(El problema original tiene soly
respuestas,

6n 6 de la seccign 7.1.
.3) tiene soluciones Gpti-
clones Sptimas alternatj.

C. ¢El programa maestro
mas alternativas?
vas? Explique sus

convexidad. Muestre el avance

objetivo primal. Obtenga las soluciones primal y dua]

Minimizar T T Xy = 2xy —
3 7T X4

Sujeta a X1+ 20 + 2x, + X4 =40
Xt ox, + X3+ x4 <10
Xy + 3x, =30
2+ x, : =20
=10
10

EACICIOS "

Minimizar XT3t o ox
Sujeta a at ntn- ox= 8
X+ x = 6
X3 + 2X4 =10
— X3 + X4 =< 4
x4, X, X3, x,= 0

74 Desarrolle el problema maestro y el subproblema usando la técnica de
descomposicion para el siguiente problema de programacién lineal. Suponga
que X es poliédrico y que tiene una estructura especial. Plantee formalmente
el algoritmo de descomposicién para este caso.

Maximizar cx +dy
Sujeta a Ax+Dy=b
xEX

7.5 Considere el problema factible y acotado: Minimizar cx sujeta a Ax = b,
x € X. Suponga que w*A ~ ¢ = 0, en donde w* es el vector multiplicador
Lagrangiano 6ptimo asociado con las restricciones Ax = b. ;Lo anterior
implica la existencia de una solucién 6ptima x* que pertenezca al interior de
X? (Es verdadera la conversa de esta implicacién? Interprete geométrica-
mente sus respuestas.

7.6 Considere el problema: Minimizar ex sujetaa Ax =b,Dx =d, x = 0.
Suponga que w;* y w,* son los vectores duales Optimos de las restricciones
Ax =b y Dx = d, respectivamente. Considere el problema: Maximizar
(W1*A — o) xsujetaax € X = {x: Dx =d,x = 0}. Suponga que X es acota-
do. Sean x,*, X,*,..., x.* soluciones 6ptimas del problema anterior y que son
puntos extremos del conjunto X. Demuestre que una solucién éptima del pro-
blema original se puede expresar como una combinacién convexa de X ¥

Xo¥*,..., X *; es decir,
x* =§:)\jxj*
=
k
A =1
j=1
A=0 j=1,2,.k

¢(Es cierto que X es no acotado? Demuestre su aseveracién o proporcione un
contraejemplo y modifique el planteamiento de representacion.
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7.7 Considere el siguiente problema.

Minimizar 2x; = 3x; — dxg
Sujeta a XN1t20+ 36
X1 + Xy — 2X3 =2
0 le) X2, X3 =3

a. Formule el problema de modo que sea posible resolverlo mediante el algo.
ritmo de descomposicién.

b. Encuentre una base inicial en el espacio A.

¢. Encuentre una solucién 6ptima mediante el algoritmo de descomposicigp y
compare con el método simplex acotado.

7.8  Considere el siguiente problema (de transporte).
Mlmmlzar Xy + 6x12 + 4x13 + 2x14 + 2X21 + 3X22 + 3X23 + 54\’,'24

Sujetaa  x;; + X2t X3t x, =500
Y1t xpt oxpnt+ x, =700

X1 T x =200

X12 + Xy =300

*13 +oxy = 400

Xi4 + X24 = 300

i X2, X3, Xy, xy, X2, X23, Xy = ()

a. Formule el problema de modo que sea posible resolverlo mediante e] algo-
ritmo de descomposicién usando cuatro restricciones de convexidad.
b. Encuentre una solucién Sptima usando el algoritmo de descomposicién.

7.9 Aplique el principio de descomposicién para resolver el siguiente problema.

Maximizar Xp + 5x + 4x3 + 3x,
Sujeta a 2x; + 4x; + 5x; + 2 =< 7
2x1 + 3X2 = 6
5x1 + Xy =5
3x3 +4xy = 12
X3 = 4
X3 = 3
X1, X2, X3, Xq4 = 0

7.10 En el texto se desarroll6 una cota inferior del valor objetivo éptimo cuando ¢l
subproblema es acotado. Analice en detalle el caso en que se relaja esta
hipétesis. '

- e L
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7.11 Resuelva el siguiente problema mediante Ia técnica de descomposicién usan-
do dos restricciones de convexidad.

Maximizar Xyt x; +3x3 — x4
Sujeta a 2%+ x, + X3+ xs=<12
—X; + X, = 2
3x; — 4x; =5
X3 + X = 4
-~ x3tx=< 5
X X, X3, x;= 0

7.12 Resuelva el siguiente problema aplicando la técnica de descomposicién.

Minimizar X1~ 2x; 4+ 3x3 — x4
Sujeta a X+ 20, + 2x3 + x, = 40
X+ X = 2
=X+ 2x, = 2
X3t x,= 6
Xy, X2, X3, x4= 0

7.13 Considere el problema: Minimizar cx sujetaa Ax = b, x € X. Suponga que X
tiene una estructura diagonal en bloque. El algoritmo de descomposicién se
puede aplicar usando una restriccién de convexidad o bien, usando varias
restricciones de convexidad, una para cada subproblema. Analice las ventajas
y las desventajas de ambas estrategias. ;Cudl preferiria el lector y por qué?

7.14 Aplique el algoritmo de descomposicién al siguiente problema.

Minimizar —2x + x; — 5xy
Sujeta a 6x; —xy3 +3x3 < 4
0= X1, X, X3 =1

7.15 Suponga que no se eliminan las columnas afiadidas durante cada paso maes-
tro del algoritmo de descomposicién. En particular, suponga que el programa
maestro en la iteracién p es como sigue.

p

Minimizar Z (cx)A;
1

j =

p
Sujeta a Z (Ax)A; = b
=



desc icié
OmPposicidn para resolyer el problema: Minimizar cx Sujeta a Ax = b

dados aquy.

7. igui
18 Resuelva e] Siguiente problema mediante e] algoritmo de descomposicign

Minimizar X = 20 - xy — 2x,
Sujeta a 3 + x, +tx3 4+ x, <2
Xt ox = 4

—x; + 2x, =12

X3+ 2x < 8

oo ox, x=
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7.19 Considere el siguiente problema.
T

Minimizar Z €;X;

T
Sujeta a Z Aix; =
X; EX, l:1, 2,,T

Demuestre que cualquier base en el espacio A;; debe contener por lo menos

un Ajparatodoi =1,2,... T

7.20 Resuelva el siguiente problema mediante el algoritmo de descomposicién.
Use la fase I para iniciar el procedimiento en el espacio A.

Maximizar 4x; + 3x; + x5
Sujeta a X1+ x+x3=<6
X+ xy =4
—x;+ x; =2
x3=3
X, X, x3=0

7.21 (Es posible que el algoritmo de descomposicién genere un punto éptimo no
extremo del problema completo en caso de que haya soluciones 6ptimas
alternativas? Comente lo anterior.

(Sugerencia: Considere el siguiente problema y empiece con el punto. extremo

©,0).)
Maximizar X+ x,
Sujeta a X+ x, =< %

OSX], x2$1

7.22 Cuando se resuelve(n) el (los) subproblema(s) y el problema maestro, se
cuenta con muchas opciones. Algunas de éstas son las siguientes:
a. El subproblema se termina si se encuentra un punto extremo x, con z; — &, > 0.
Luego A, se introduce en el problema maestro.
b. En cada iteracién es posible generar varias columnas a

problemags). , _
¢. Por lo menos se afiade una columna al problema maestro sin eliminar

ninguna de las columnas generadas previamente. En este caso, el problema
maestro se reduce a encontrar la combinacién Optima de todas las colum-

nas generadas hasta el momento.

partir del (los) sub-

'IM_
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Analice en detalle las opciones anteriores y compirelas entre si. Comente las
ventajas y las desventajas de cada opcién.

7.23 Efectiie un andlisis detallado de los casos que pueden ocurrir al usar variableg
artificiales para encontrar una base inicial del problema maestro. Comente el

método de dos fases y el método de penalizacidn.

7.24 Considere el siguiente problema.

Minimizar CoXo t €1X; + X + - + opxp
Sujeta a D()Xo + Alxl + A2X2 + -+ ATXT = b()
. Dixo + Bix, =b;
D2X0 + B2X2 = bz
DTXO + BTXT = bT
X0, Xy, Xo seeny Xr = 0

Describa en detalle c6mo es posible aplicar la técnica de descomposicign
para resolver problemas que tienen la estructura anterior. (Sugerenciq:
Considere el primer conjunto de restricciones como las restricciones del pro-
blema maestro. El subproblema consta de las restricciones restantes, -
Considere el dual del subproblema y resuélvalo por descomposicién. Lo ante-

-+ rior se transforma en un algoritmo de “tres niveles”. Se dice que el subproble-
ma posee estructura dual-angular.)

7.25 - Considere el siguiente programa lineal con estructura escalonada:

Minimizar C1Xy T CXp + e3X3 + eqXyq + - + crXr
Sujeta a
A;xl = bl
lel + A2X2 = b2
B2X2 + A3X3 = b3
B3X3 + A4X4 = b4 ;
Br_ixr— + Arxr = br
X1, X, X3, X4y. 00y X7r—-1» xT2 0

a. Escriba x; como una combinacién convexa (con pesos Appj=1,..,E)de
los vértices en X; = {x: A\x, = by, x; = 0}, que se supone no vacio y aco-
tado, y aplique el principio de descomposicién al problema.

b. Para el programa maestro obtenido en el inciso (a), defina X, como el
conjunto de Ay, j = 1,..., E; Y X, que satisfacen las restricciones en que -
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s6lo aparecen estas variables (es decir, que no implican a las variables
X3,..., X7). Aplique el principio de descomposicién a este problema maes-
tro con los subproblemas resueltos sobre X, para obtener una descomposi-
cion anidada de segundo nivel del problema.

c. Continuando de esta manera, proponga un algoritmo de descomposicién
anidada de multiples niveles para este problema.

7.26 Considere el siguiente problema.
Minimizar C1Xy + CrXo + -+ CrXr
Sujeta a A1x1 + A2X2 + -+ ATxT =b
lel = b1
B2X2 = b2
BTXT = bT
X1, X5 yerey XTZ'GV

La siguiente implementacién del principio de descomposicién es una posibi-
lidad. Las restricciones del subproblema son '

Axy + A+ +Axr<b
X1, Xy ..., XT =9

y las restricciones maestras son Bix; = by, Byx, < b,,..., Brx7 = by

Describa los detalles del tal algoritmo. ;Cudles son las ventajas y 1’a$ desven-

tajas de este procedimiento? ;Tiene este 'esquema_ una interpretacién

econémica? Use este esquema para resolver el ejercicio 7.12.

7.27 Considere el siguiente problema.
T T
Minimizar Z cx; + Z djy;
Jj=1 Jj=1
Sujeta a X1~ xtAy,=b, j=12,..,T
Xr = b
Osxjsuj j=12,..,T
0=y, =v;, j=12,..,T

en donde x, es un vector conocido.

a. ;Qué clase de problemas corresponden a esta estructura general? ;Cudl es
la interpretacién de los vectores X; y y;? (Sugerencia: Analice un sistema de
control discreto.)



b. ;Cémo es posible aplicar el algoritmo de descomposicién a este Sistemg)
(Sugerencia: Elija las restricciones terciadas, una si Yy otra no, para fopm..
las restricciones maestras. ) mar

c. Aplique el procedimiento del inciso (b) para resolver e] siguiente prob]
ma, usando x, = 80. .

Minimizar Mt X F G+ x+ 3y + Sy, + 4y, + 6y,
Xo — Xx; + =40
XX, + »n =50
X2 T Xx + oy =60
I + ys=40
X4 =30
0=, x5, x3, x5 < 40
0=y,y, <45
0=y5y,=50

7.28 Considere el siguiente problema de Ppatrones de corte. Se cuenta cop rollos
estandar de longitud / y se recibe un pedido requiriendo b; unidades de longi.
tud /;, en donde ; = 1,2,..., m. Se desea calcular el ndmero minimo de rollgos
que satisfacen el pedido.

a. Formule el problema.

b. Aplique el algoritmo de descomposicién para resolver el problema, igno-
rando los requerimientos de enterabilidad. Comente en detalle lo aI;terior
(Sugerencia: Suponga que la columna a; Tepresenta el j-€simo patrén de.
corte. Aqui, a; es un vector de enteros no negativos; la i-ésima componente
a;; es el nﬁmero de rollos de longitud l; y el j-ésimo patrén de corte
D_esarrollg un esquema para generar estas columnas a;. ;Cudl es e] proble:
ma maestro y cual es el subproblema?

7.29 Un molino agricola produce alimento para ganado y alimento para pollos

Estos productos se componen de tres ingredientes principales; a saber, mal’z-

nutrieqtes, que son proteinas y calcio. En la tabla siguiente se muestran los
contenidos de nutrientes por libra de cada ingrediente.

INGREDIENTES
NUTRIENTE MA[z CAL HARINA DE PESCADO
Protefnas 25 15 25
Calcio 15 30 20

A . P .
El contenido de proteinas en el alimento para ganado debe estar en el interva-
lo [18, 22.] por libra. El contenido de calcio en el mismo alimento debe ser
mayor o igual que 20 por libra. De manera semejante, en el alimento para
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pollos el contenido de proteinas por libra y el contenido de calcio por libra
deben estar en los intervalos [20, 23] y [20, 257 , respectivamente. Suponga
que se dispone de 3000, 2500 y 1000 libras de maiz, cal y harina de pescado,
respectivamente. También suponga que se requiere producir 4000 y 2000
libras de alimento para ganado y para pollos, respectivamente. El precio por
libra de maiz, cal y harina de pescado es, respectivamente, de $0.10, $0.10 y
$0.08. Formule el problema de mezclado de alimentos con el objetivo de
minimizar el costo. Resuelva el problema mediante el algoritmo de descom-
posicién usando dos restricciones de convexidad. Es posible obtener canti-
dades extras de mafz y de harina de pescado pero, debido a la escasez, a
precios mds altos de $0.12 y $0.10 por libra. {Aconsejaria el lector al molino
que considere la compra extra de maiz y de harina de pescado y que modi-
fique su mezcla segiin estos precios? ;Por qué?

Una compaiifa petrolera tiene dos refinerfas, una en Dallas y la otra en Nueva
York. La compaiifa puede comprar dos tipos de petréleo crudo, petréleo
ligero y petréleo pesado, a los precios de $11 y $9 por barril, respectiva-
mente. Debido a la escasez, las cantidades maximas que se pueden comprar
de estos crudos son de 2 millones y 1 millén de barriles, respectivamente. Por
cada barril de cada tipo de petréleo es posible producir las siguientes canti-
dades de gasolina, kerosina y turbosina.

GASOLINA KEROSINA TURBOSINA
Petréleo ligero 0.40 0.20 0.35
Petréleo pesado 0.32 0.40 0.20

Observe que durante el proceso de refinamiento se pierden 5% y 8% del
crudo, respectivamente. La compaiifa tiene un contrato para entregar estos
productos a tres consumidores en las ciudades de Kansas, Los Angeles y
Detroit. Las demandas de estos productos son las siguientes

GASOLINA KEROSINA TURBOSINA
Kansas 200,000 400,000 —
Los Angeles 300,000 200,000 600,000
Detroit 500,000 100,000 300,000

Se desea determinar las cantidades que debe comprar la compaiifa de cada
tipo de crudo, en cada una de sus refinerfas, y el patrén de embarque de los
productos a las ciudades de Kansas, Los Angeles y Detroit, de modo que se
satisfagan las demandas y se minimice el costo total (compra + embarque).
A continuacién se proporcionan los costos de embarque y de manejo por
barril de cualquier producto acabado, de las refinerias a los consumidores.
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Se desea determinar el patrén de embarque que minimice el costo total de

KANSAS LOS ANGELES DETROIT iransporte.
Refineria en Dallas 0.6 a. Formule el problema.
260 20.40 $0.50 b. Aplique la técnica de descomposicién con dos restricciones de convexidad

Refinerfa en Nueva York 0.35
r $ $0.80 $0.30 para resolver el problema.

(Nota. Este problema se denomina problema de lransporte de bienes miilyi-

g' F o@ule el problema. L ples. El subproblema se descompone en dos problemas de transporte. Si el
- Sugiera un esquema de descomposicién pararesolver el problema, lector estd familiarizado con el algoritmo de transporte, puede aplicarlo para
¢. Resuelva el problema aplicando el esquema obtenido en e] inciso (b). resolver los subproblemas.)

7.31 Una compaiifa tiene dos fabricas, una en Atlanta y otra en Los Angeles. Las 7.32 Complete la solucién del ejemplo 7.3 en la seccién 7.6 e interprete el proceso
dos fabricas producen refrigeradores y lavadoras /secadoras. Las caipacidades " de solucién como una aplicacién de las técnicas de relajacién de Benders y de
de produccién de estos articulos en Atlanta son de 5000 y 7000, respéctiva- Lagrange. Proporcione las soluciones primal y dual.
mente. La capacidad de lag instalaciones en Los Angeles es de 8000 refriger.
adores y 4000 lavadoras/secadoras. La compaiifa entrega estos productos 5 7.33 Proporcione el desarrollo del algoritmo de particiones de Benders y del méto-
tres grandes clientes en las ciudades de Nueva York, Seattle y Miamj. A con- do de relajacién lagrangiano dados en la seccion 7.6 para el caso de X no aco-
tinuacidn se proporcionan las demandas de los clientes. tado (sin acotar artificialmente este conjunto). Proporcione un planteamiento

formal y completo del algoritmo asi desarrollado y establezca su convergen-

cia. Ilustre lo anterior aplicando este algoritmo al ejemplo 7.1 e identifique la
DEMANDA/CLIENTE NUEVA YORK SEATTLE MIAMI relacion paso a paso de este procedimiento con el método de descomposicién

de Dantzig-Wolfe de la seccién 7.4.

Refrigeradores 4000 5000 4000

Lavadoras/secadoras 3 ici
000 3000 4000 7.34 Considere la generalizacién del algoritmo de particiones de Benders para el

siguiente problema no lineal y/o discreto.

Los articulos se transportan desde las f4bricas hasta los clientes a través ge

una red de ferrocarril. En la tabla siguiente se resumen los costos de trans- Minimizar X + f(y)
porte por unidad (no se hace distincign entre los dos articulos). También,

debido a limitaciones de espacio, en la tabla se muestra el nimero médximo de Sujeta a Ax+By=b
refrigeradores y /o lavadoras/secadoras que es posible transportar de cada x=0
fabrica a cada uno de los clientes. YEY

endonde ¢, b, x y y son vectores, A y B son matrices, f es una funcién arbi-
CLIENTE traria y ¥ es un conjunto arbitrario.

FABRICA NUEVA YORK SEATTLE MIAMI a. Demuestre que el problema se puede volver a plantear como
Costo unitario de 1 Minimizar z
embarque en $ 6 14 7
Atlanta Nimero maximo : Sujeta a 2= f(y) + w(b — By) paracadaw € W
de unidades 6000 3000 8000 yer
Costo unitario de en donde W = {w no restringido: wA < ¢}. (Sugerencia: El problema ori-
Los embarque en $ 10 8 15 ’ ginal puede volver a plantearse como
Angeles Nimero méximo S .
de unidades 3000 9000 3000 Minimizar ( f(y) + Minimo cx )
YEY Ax = 5)— By
X =
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puede usarse para resolver problemas enteros mixtos. En este caso, el pro-
blema maestro en el inciso (d) es un problema puro de programacién entera

y el subproblema es un programa lineal.)

Considere el dual de
Minimizar  ¢x

Sujeta a Ax=b - B
Y 135 Aplique el procedimiento de particiones de Benders del ejercicio 7.34 para

xX=0
resolver el siguiente problema [considere (x;, x,) como x, y (x3, x4) como y].
b. Demuestre que 7 > 1(
=f(y) +wb - B ;
2= f(y) + wib — By) y d;(b (~ By) é)op;;iat(zggow‘: tS € S1y sélo g Minimizar —x; — 2x; — 3x3 — x4
{c;da dlir.eccién extrema d, de la regién W. punto extremq Wiy
¢- Use el inciso (b) para volver a plant . Sujeta a nt xntyt+x=s12
sigue: prantear el problema del inciso (a) comg X+ x = 4
. le + Xo =6
Minimizar ¢ Xx3t+x, = 8
Sui X1, X2, X3, Xg = 0
ujeta a Z2=Zf(y) +w(b - B D
j y) = L,2,...,¢
di(b - By) < 0 J=12,.,1 7.36 Una compaiiia desea construir varios almacenes para guardar cierto producto.
YEY Estos almacenes surtirdn a dos grandes clientes con demandas mensuales de
en dond 3000 y 5000 unidades. Es posible construir tres almacenes candidatos con
exue(;:a edwlv,I} > W y dy,...d; son los puntos extremos y las direccione capacidades de 4000, 5000 y 6000 unidades. Aplicando el costo estimado de
d.Sin enuxiee d s construccién de los almacenes, su vida iitil y el valor del dinero con el tiem-
.un o Irrlz:)rde sntemano c.le_r’nanera explicita wy,..., w, Y dy,..d, disesie po, los costos de produccién por mes para los tres almacenes se han estimado
(Sugerencin € descomposicién para resolver e] problema del incjs, © en $8000, $12 000 $7000. A continuacién se proporcionan los costos de
Problema maestro: transporte por unidad desde los tres almacenes candidatos hasta los clientes.
Minimizar ; CLIENTE
ALMACEN 1 2
Sujeta a 2= f(y) + wib - By) =1, 2.7 1 1.50 2.00
di(b ~ By) < 0 j=12..r 2 200  1.50
yevy 3 250 225
en dond . - . S
extre(r):a Se V:l;,...;jw,/ y dy,...d; son los puntos extremos y las direcciones Aplique el procedimiento de particiones de Benders’ del ejercicio 7.34 para
generadas hasta el momento. determinar cudles almacenes se deben construir, y encontrar el correspon-

Subprobl :
problema diente patrén de embarque.

7.37 Resuelva por completo grificamente el siguiente programa lineal usando
descomposicion.

Maximizar ~ w(b — By)

Sujeta a WA < ¢
en donde y se obtiene a partir del 6ptimo del problema maestro.) Minimizar SRR 2x, + 3xg

€. ;Cémo obtendria el lector el 6pti i
: pumo (x, y) en la terminaci i : j
d; descomposicién del inciso (d)? pacton del algorione 3 etne ot eiset n -
. . . ‘ B 2
(Nota. Este algoritmo es el procedimiento de particiones de Benders. 3j:1 T I ;f I f: - = ;
-X 3 4 =

Observe i :
que el conjunto ¥ puede ser discreto y, por tanto, el procedimiento - x X X X =0
. 1s 2» 3 4> 5 =
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(Sugerencia: Denote porAx =bla

restricciones siguientes representan
junto.)

primera restriccién y suponga que lag dog
a X. Después, tome el dual de cada con.

7.38 Indique c6mo es posible generalizar los resultados de] ejercicio anterioy a

cualquier nimero m de restricciones. (Sugerencia: Denote por Ax = la
primera de las restricciones y tome las siguientes m — 1 restricciones ¢

parte del subpro blema. Después aplique de nuevo descomposicién al sy
blema de manera semejante.)

Omg
bpro.

7.39 Suponga que un programa lineal re
una solucién. También suponga q
males para actualizar la base inver
matriz de (m + DX@m+ 1), s
restricciones no tiene nin

quiere de 3m/2 iteraciones para €ncontrar
ue se aplican las técnicas de pivoteo nor-
sa y el vector del lado derecho en total, ungy
1 se ignora la columna z. Si la matriz de

guna estructura especial, ;existe una separacigp
dptima para la descomposicién? Es decir, encuentre m, + my = m de modg

que las primeras restricciones m, formen el problema maestro las siguienteg
restricciones m, sean restricciones del subproblema, y se minimice el “esfuer-
zo” total. Suponga que el “esfuerzo” se define como el ndmero de opera-

ciones elementales (sumas, restas, multiplicaciones y divisiones).

7.40 En el problema anterior, su
restricciones m, tienen una
el subproblema, cuando es

ponga que m; y m, son dados y que las segundas
estructura especial. Especificamente, suponga que
tratado por sf mismo, requiere de s6lo el 5% de]
esfuerzo normal para encon

trar una solucidn.
a. ;Se debe descomponer el problema para mayor eficiencia?
b. ¢ Existe un valor

critico del porcentaje de esfuerzo requerido?
7.41 Resuelva por descomposicion el siguiente problema.

Minimizar —2x) + 5x, — 4x,

Sujeta a X1+t20+ ax<6
3X1 - 6x2 + ax3 <5

2a) +3a, =4
X X2, X3, @, ay =0

[Sugerencia: Sea X = {(a1, a,): 24,

+3a; = 4, ay, a, 0}. Este problema se
denomina problemq generaliz

ado de programacién lineai.}
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