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2 Random dot product graphs
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Modelos de Variables Latentes

n Variables Latentes ampliamente usado para modelar datos con observaciones parciales

Ex: Hidden Markov Models, análisis factorial

n Esta idea se aplica en análisis estadístico de redes en (básicamente) dos variantes:
l Modelos de clases latentes: la pertenencia a cierta clase (no observada) es la que marca

la tendencia a conectarse

l Modelos de vectores latentes: las conexiones son más probables en función de que tan
�cerca� estén los nodos en cierto espacio latente

n Si bien en redes existen muchas variantes, nos enfocaremos en

⇒ Stochastic block models (SBMs)

⇒ Una variante general y no-paramétrica denominada grafones
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Ejemplo 1: Blogs políticos franceses

n Red de blogs políticos franceses de Octubre 2006 [Kolaczyk'17]

⇒ Es un grafo con Nv = 192 blogs conectados por Ne = 1431 aristas

⇒ Cada color indica la a�liación a cierto partido político

n Visualmente está claro que hay una mezcla de sub-grafos densamente conectados

⇒ Diferentes tasas de conexión entre blogs dependiendo del partido

⇒ Erd®s-Rényi con p �jo no puede capturar esta estructura
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Ejemplo 2: Actores que comparten películas
n Red de colaboración de actores según IMDb entre 2017 y 2021 (ver EVA)

⇒ Es un grafo con Nv = 21617 actores conectados por Ne = 73702 aristas
⇒ Cada color indica comunidad estimada con la modularidad

l Diferentes tasas de conexión entre actores dependiendo de dónde trabajan: Hollywood,
independientes, Bollywood, Nollywood, etc.

l Un con�guration model tampoco puede capturar esta estructura
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Stochastic block models

n Los stochastic block models son explícitos en esta noción

⇒ Grupos, módulos o comunidades C1, . . . , CQ
⇒ Tasas de conexión πqr de vértices inter/intra grupos

Modelo generativo para un grafo no-dirigido G(V, E)

n Cada vértice i ∈ V pertenece de manera independiente a Cq con probabilidad αq

α = [α1, . . . , αQ]>, 1>α = 1

n Para cada par de vértices i, j ∈ V, con i ∈ Cq y j ∈ Cr ⇒ (i, j) ∈ E con proba πqr

P. W. Holland et al., “Stochastic block-models: First steps,” Social Networks, vol. 5, pp. 109-137, 1983
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Especi�cación del modelo y �exibilidad
n En otras palabras, con Ziq = I {i ∈ Cq} y Zi = [Zi1, . . . , ZiQ]>

Zi
i.i.d.∼ Multinomial(1,α),

Aij
∣∣Zi = zi,Zj = zj ∼ Bernoulli(πzi,zj )

para 1 ≤ i, j ≤ Nv, donde Aij = Aji y Aii ≡ 0

n Parámetros: Q proporciones de grupos (αq) y Q(Q+ 1)/2 probas de conexión (πqr)

n Es una mezcla de grafos aleatorios clásicos

P (Aij = 1) = P

 ⋃
1≤q,r≤Q

(i ∈ Cq) ∩ (j ∈ Cr) ∩ ((i, j) ∈ E)

 =
∑

1≤q,r≤Q

αqαrπqr

n Es más �exible para capturar la estructura de grafos observados

⇒ Hay temas de identi�cabilidad [Allman et al'11]

⇒ Transición de fase en la aparición de una componente gigante [Söderberg'02'03abc]
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Especi�cación del modelo y �exibilidad (cont.)

<latexit sha1_base64="hoONO8GB/r2YEyE8NwwRjJOLk7w=">AAAB+HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKewGRY8BLx4TMA9IljA76U2GzOwuM7NCXPIFXvXuTbz6N179EifJHjSxoKGo6qaaChLBtXHdL6ewsbm1vVPcLe3tHxwelY9P2jpOFcMWi0WsugHVKHiELcONwG6ikMpAYCeY3M39ziMqzePowUwT9CUdRTzkjBorNZNBueJW3QXIOvFyUoEcjUH5uz+MWSoxMkxQrXuemxg/o8pwJnBW6qcaE8omdIQ9SyMqUfvZ4tEZubDKkISxshMZslB/X2RUaj2Vgd2U1Iz1qjcX//UCuZJswls/41GSGozYMjhMBTExmbdAhlwhM2JqCWWK298JG1NFmbFdlWwp3moF66Rdq3rXVbd5VanX8nqKcAbncAke3EAd7qEBLWCA8Awv8Oo8OW/Ou/OxXC04+c0p/IHz+QMOUpOO</latexit>p

<latexit sha1_base64="ABmarJ5jxLRcKpeiR6k49NVyLUs=">AAAB+nicbVC7SgNBFL0bXzG+opY2g0GwCrtB0UYI2FgmaB6QLGF2MpsMmZldZmaFsOYTbLW3E1t/xtYvcTbZQhMPXDiccy/ncoKYM21c98sprK1vbG4Vt0s7u3v7B+XDo7aOEkVoi0Q8Ut0Aa8qZpC3DDKfdWFEsAk47weQ28zuPVGkWyQczjakv8EiykBFsrHTfvPEG5YpbdedAq8TLSQVyNAbl7/4wIomg0hCOte55bmz8FCvDCKezUj/RNMZkgke0Z6nEgmo/nb86Q2dWGaIwUnakQXP190WKhdZTEdhNgc1YL3uZ+K8XiKVkE177KZNxYqgki+Aw4chEKOsBDZmixPCpJZgoZn9HZIwVJsa2VbKleMsVrJJ2repdVt3mRaVey+spwgmcwjl4cAV1uIMGtIDACJ7hBV6dJ+fNeXc+FqsFJ785hj9wPn8A1ceT8Q==</latexit>

Q = 1
<latexit sha1_base64="m9pRDC1qXWeyfbku8VESh6VAO7M=">AAAB+nicbVC7SgNBFL0bXzG+opY2g0GwCrsxoo0QsLFM0DwgWcLsZDYZMjO7zMwKYc0n2GpvJ7b+jK1f4iTZQhMPXDiccy/ncoKYM21c98vJra1vbG7ltws7u3v7B8XDo5aOEkVok0Q8Up0Aa8qZpE3DDKedWFEsAk7bwfh25rcfqdIskg9mElNf4KFkISPYWOm+cXPRL5bcsjsHWiVeRkqQod4vfvcGEUkElYZwrHXXc2Pjp1gZRjidFnqJpjEmYzykXUslFlT76fzVKTqzygCFkbIjDZqrvy9SLLSeiMBuCmxGetmbif96gVhKNuG1nzIZJ4ZKsggOE45MhGY9oAFTlBg+sQQTxezviIywwsTYtgq2FG+5glXSqpS9y7LbqJZqlayePJzAKZyDB1dQgzuoQxMIDOEZXuDVeXLenHfnY7Gac7KbY/gD5/MH2O+T8w==</latexit>

Q = 3
<latexit sha1_base64="oGBUCdbwGa1lmmuqjPyG4ZsFtXw=">AAAB+nicbVC7SgNBFL0bXzG+opY2g0GwCrtB0UYI2FgmaB6QLGF2MpsMmZldZmaFsOYTbLW3E1t/xtYvcTbZQhMPXDiccy/ncoKYM21c98sprK1vbG4Vt0s7u3v7B+XDo7aOEkVoi0Q8Ut0Aa8qZpC3DDKfdWFEsAk47weQ28zuPVGkWyQczjakv8EiykBFsrHTfvKkNyhW36s6BVomXkwrkaAzK3/1hRBJBpSEca93z3Nj4KVaGEU5npX6iaYzJBI9oz1KJBdV+On91hs6sMkRhpOxIg+bq74sUC62nIrCbApuxXvYy8V8vEEvJJrz2UybjxFBJFsFhwpGJUNYDGjJFieFTSzBRzP6OyBgrTIxtq2RL8ZYrWCXtWtW7rLrNi0q9ltdThBM4hXPw4ArqcAcNaAGBETzDC7w6T86b8+58LFYLTn5zDH/gfP4A11uT8g==</latexit>

Q = 2

<latexit sha1_base64="bK4+nhn7oU3YYyhVo5EZyU+FSEc=">AAAB/3icbVC7SgNBFL0bXzG+opY2g0GwCruiaBmwsYxgHpAs4e5kNhkyM7vMzAohpPAXbLW3E1s/xdYvcZJsoYkHLhzOuZdzOVEquLG+/+UV1tY3NreK26Wd3b39g/LhUdMkmaasQROR6HaEhgmuWMNyK1g71QxlJFgrGt3O/NYj04Yn6sGOUxZKHCgec4rWSe0uinSIvaBXrvhVfw6ySoKcVCBHvVf+7vYTmkmmLBVoTCfwUxtOUFtOBZuWuplhKdIRDljHUYWSmXAy/3dKzpzSJ3Gi3ShL5urviwlKY8YycpsS7dAsezPxXy+SS8k2vgknXKWZZYouguNMEJuQWRmkzzWjVowdQaq5+53QIWqk1lVWcqUEyxWskuZFNbiq+veXlZqf11OEEziFcwjgGmpwB3VoAAUBz/ACr96T9+a9ex+L1YKX3xzDH3ifPxEAllQ=</latexit>↵1

<latexit sha1_base64="Fhb/61+LDATX6XdJXhuvKk22xJE=">AAAB/3icbVC7SgNBFL3rM8ZX1NJmMAhWYTcoWgZsLCOYByRLuDuZTYbMzC4zs0IIKfwFW+3txNZPsfVLnCRbaOKBC4dz7uVcTpQKbqzvf3lr6xubW9uFneLu3v7BYenouGmSTFPWoIlIdDtCwwRXrGG5FaydaoYyEqwVjW5nfuuRacMT9WDHKQslDhSPOUXrpHYXRTrEXrVXKvsVfw6ySoKclCFHvVf67vYTmkmmLBVoTCfwUxtOUFtOBZsWu5lhKdIRDljHUYWSmXAy/3dKzp3SJ3Gi3ShL5urviwlKY8YycpsS7dAsezPxXy+SS8k2vgknXKWZZYouguNMEJuQWRmkzzWjVowdQaq5+53QIWqk1lVWdKUEyxWskma1ElxV/PvLcs3P6ynAKZzBBQRwDTW4gzo0gIKAZ3iBV+/Je/PevY/F6pqX35zAH3ifPxKUllU=</latexit>↵2<latexit sha1_base64="+Ww6UsYPhrUkq4ddMMTj3ZNW3CE=">AAAB/3icbVC7SgNBFL0bXzG+opY2g0GwCrs+0DJgYxnBxECyhLuT2WTIzOwyMyuEkMJfsNXeTmz9FFu/xEmyhSYeuHA4517O5USp4Mb6/pdXWFldW98obpa2tnd298r7B02TZJqyBk1EolsRGia4Yg3LrWCtVDOUkWAP0fBm6j88Mm14ou7tKGWhxL7iMadondTqoEgH2D3vlit+1Z+BLJMgJxXIUe+Wvzu9hGaSKUsFGtMO/NSGY9SWU8EmpU5mWIp0iH3WdlShZCYcz/6dkBOn9EicaDfKkpn6+2KM0piRjNymRDswi95U/NeL5EKyja/DMVdpZpmi8+A4E8QmZFoG6XHNqBUjR5Bq7n4ndIAaqXWVlVwpwWIFy6R5Vg0uq/7dRaXm5/UU4QiO4RQCuIIa3EIdGkBBwDO8wKv35L15797HfLXg5TeH8Afe5w8UKJZW</latexit>↵3

<latexit sha1_base64="bK4+nhn7oU3YYyhVo5EZyU+FSEc=">AAAB/3icbVC7SgNBFL0bXzG+opY2g0GwCruiaBmwsYxgHpAs4e5kNhkyM7vMzAohpPAXbLW3E1s/xdYvcZJsoYkHLhzOuZdzOVEquLG+/+UV1tY3NreK26Wd3b39g/LhUdMkmaasQROR6HaEhgmuWMNyK1g71QxlJFgrGt3O/NYj04Yn6sGOUxZKHCgec4rWSe0uinSIvaBXrvhVfw6ySoKcVCBHvVf+7vYTmkmmLBVoTCfwUxtOUFtOBZuWuplhKdIRDljHUYWSmXAy/3dKzpzSJ3Gi3ShL5urviwlKY8YycpsS7dAsezPxXy+SS8k2vgknXKWZZYouguNMEJuQWRmkzzWjVowdQaq5+53QIWqk1lVWcqUEyxWskuZFNbiq+veXlZqf11OEEziFcwjgGmpwB3VoAAUBz/ACr96T9+a9ex+L1YKX3xzDH3ifPxEAllQ=</latexit>↵1

<latexit sha1_base64="m0/ZeZMGkpSUPdXw82Ok+ddfvkU=">AAAB/3icbVC7SgNBFL0bXzG+opY2g0GwCruiaBmwsYxgHpAsYXZykwyZmV1mZoWwpPAXbLW3E1s/xdYvcZJsoYkHLhzOuZdzOVEiuLG+/+UV1tY3NreK26Wd3b39g/LhUdPEqWbYYLGIdTuiBgVX2LDcCmwnGqmMBLai8e3Mbz2iNjxWD3aSYCjpUPEBZ9Q6qd1NeC8LgmmvXPGr/hxklQQ5qUCOeq/83e3HLJWoLBPUmE7gJzbMqLacCZyWuqnBhLIxHWLHUUUlmjCb/zslZ07pk0Gs3ShL5urvi4xKYyYycpuS2pFZ9mbiv14kl5Lt4CbMuEpSi4otggepIDYmszJIn2tkVkwcoUxz9zthI6ops66ykislWK5glTQvqsFV1b+/rNT8vJ4inMApnEMA11CDO6hDAxgIeIYXePWevDfv3ftYrBa8/OYY/sD7/AEKYpZQ</latexit>⇡11 <latexit sha1_base64="m0/ZeZMGkpSUPdXw82Ok+ddfvkU=">AAAB/3icbVC7SgNBFL0bXzG+opY2g0GwCruiaBmwsYxgHpAsYXZykwyZmV1mZoWwpPAXbLW3E1s/xdYvcZJsoYkHLhzOuZdzOVEiuLG+/+UV1tY3NreK26Wd3b39g/LhUdPEqWbYYLGIdTuiBgVX2LDcCmwnGqmMBLai8e3Mbz2iNjxWD3aSYCjpUPEBZ9Q6qd1NeC8LgmmvXPGr/hxklQQ5qUCOeq/83e3HLJWoLBPUmE7gJzbMqLacCZyWuqnBhLIxHWLHUUUlmjCb/zslZ07pk0Gs3ShL5urvi4xKYyYycpuS2pFZ9mbiv14kl5Lt4CbMuEpSi4otggepIDYmszJIn2tkVkwcoUxz9zthI6ops66ykislWK5glTQvqsFV1b+/rNT8vJ4inMApnEMA11CDO6hDAxgIeIYXePWevDfv3ftYrBa8/OYY/sD7/AEKYpZQ</latexit>⇡11

<latexit sha1_base64="XTkw8/KFWWrsLmqgGkDbFZ3o55g=">AAAB/3icbVC7SgNBFL3rM8ZX1NJmMAhWYTcoWgZsLCOYByRLmJ3cJENmZpeZWSEsKfwFW+3txNZPsfVLnCRbaOKBC4dz7uVcTpQIbqzvf3lr6xubW9uFneLu3v7BYenouGniVDNssFjEuh1Rg4IrbFhuBbYTjVRGAlvR+Hbmtx5RGx6rBztJMJR0qPiAM2qd1O4mvJdVq9NeqexX/DnIKglyUoYc9V7pu9uPWSpRWSaoMZ3AT2yYUW05EzgtdlODCWVjOsSOo4pKNGE2/3dKzp3SJ4NYu1GWzNXfFxmVxkxk5DYltSOz7M3Ef71ILiXbwU2YcZWkFhVbBA9SQWxMZmWQPtfIrJg4Qpnm7nfCRlRTZl1lRVdKsFzBKmlWK8FVxb+/LNf8vJ4CnMIZXEAA11CDO6hDAxgIeIYXePWevDfv3ftYrK55+c0J/IH3+QMNjZZS</latexit>⇡22

<latexit sha1_base64="XTkw8/KFWWrsLmqgGkDbFZ3o55g=">AAAB/3icbVC7SgNBFL3rM8ZX1NJmMAhWYTcoWgZsLCOYByRLmJ3cJENmZpeZWSEsKfwFW+3txNZPsfVLnCRbaOKBC4dz7uVcTpQIbqzvf3lr6xubW9uFneLu3v7BYenouGniVDNssFjEuh1Rg4IrbFhuBbYTjVRGAlvR+Hbmtx5RGx6rBztJMJR0qPiAM2qd1O4mvJdVq9NeqexX/DnIKglyUoYc9V7pu9uPWSpRWSaoMZ3AT2yYUW05EzgtdlODCWVjOsSOo4pKNGE2/3dKzp3SJ4NYu1GWzNXfFxmVxkxk5DYltSOz7M3Ef71ILiXbwU2YcZWkFhVbBA9SQWxMZmWQPtfIrJg4Qpnm7nfCRlRTZl1lRVdKsFzBKmlWK8FVxb+/LNf8vJ4CnMIZXEAA11CDO6hDAxgIeIYXePWevDfv3ftYrK55+c0J/IH3+QMNjZZS</latexit>⇡22

<latexit sha1_base64="vO+uddMuyvKKQWH3pA4dLHkeetg=">AAAB/3icbVC7SgNBFL0bXzG+opY2g0GwCrNG0TJgYxnBPCBZwuxkNhkyM7vMzAphSeEv2GpvJ7Z+iq1f4iTZQhMPXDiccy/ncsJEcGMx/vIKa+sbm1vF7dLO7t7+QfnwqGXiVFPWpLGIdSckhgmuWNNyK1gn0YzIULB2OL6d+e1Hpg2P1YOdJCyQZKh4xCmxTur0Et7ParVpv1zBVTwHWiV+TiqQo9Evf/cGMU0lU5YKYkzXx4kNMqItp4JNS73UsITQMRmyrqOKSGaCbP7vFJ05ZYCiWLtRFs3V3xcZkcZMZOg2JbEjs+zNxH+9UC4l2+gmyLhKUssUXQRHqUA2RrMy0IBrRq2YOEKo5u53REdEE2pdZSVXir9cwSppXVT9qyq+v6zUcV5PEU7gFM7Bh2uowx00oAkUBDzDC7x6T96b9+59LFYLXn5zDH/gff4AELiWVA==</latexit>⇡33

<latexit sha1_base64="Bvi+Irg6dRnHBfOKmcbTf+Jw2VY=">AAAB/3icbVC7SgNBFL3rM8ZX1NJmMAhWYTcoWgZsLCOYByRLmJ3cJENmZpeZWSEsKfwFW+3txNZPsfVLnCRbaOKBC4dz7uVcTpQIbqzvf3lr6xubW9uFneLu3v7BYenouGniVDNssFjEuh1Rg4IrbFhuBbYTjVRGAlvR+Hbmtx5RGx6rBztJMJR0qPiAM2qd1O4mvJcF1WmvVPYr/hxklQQ5KUOOeq/03e3HLJWoLBPUmE7gJzbMqLacCZwWu6nBhLIxHWLHUUUlmjCb/zsl507pk0Gs3ShL5urvi4xKYyYycpuS2pFZ9mbiv14kl5Lt4CbMuEpSi4otggepIDYmszJIn2tkVkwcoUxz9zthI6ops66yoislWK5glTSrleCq4t9flmt+Xk8BTuEMLiCAa6jBHdShAQwEPMMLvHpP3pv37n0sVte8/OYE/sD7/AEL95ZR</latexit>⇡12 <latexit sha1_base64="Bvi+Irg6dRnHBfOKmcbTf+Jw2VY=">AAAB/3icbVC7SgNBFL3rM8ZX1NJmMAhWYTcoWgZsLCOYByRLmJ3cJENmZpeZWSEsKfwFW+3txNZPsfVLnCRbaOKBC4dz7uVcTpQIbqzvf3lr6xubW9uFneLu3v7BYenouGniVDNssFjEuh1Rg4IrbFhuBbYTjVRGAlvR+Hbmtx5RGx6rBztJMJR0qPiAM2qd1O4mvJcF1WmvVPYr/hxklQQ5KUOOeq/03e3HLJWoLBPUmE7gJzbMqLacCZwWu6nBhLIxHWLHUUUlmjCb/zsl507pk0Gs3ShL5urvi4xKYyYycpuS2pFZ9mbiv14kl5Lt4CbMuEpSi4otggepIDYmszJIn2tkVkwcoUxz9zthI6ops66yoislWK5glTSrleCq4t9flmt+Xk8BTuEMLiCAa6jBHdShAQwEPMMLvHpP3pv37n0sVte8/OYE/sD7/AEL95ZR</latexit>⇡12

<latexit sha1_base64="CWf9eEONCNqfsFnrizrdIIvWofM=">AAAB/3icbVC7SgNBFL3rM8ZX1NJmMAhWYTcoWgZsLCOYByRLmJ3cJENmZpeZWSEsKfwFW+3txNZPsfVLnCRbaOKBC4dz7uVcTpQIbqzvf3lr6xubW9uFneLu3v7BYenouGniVDNssFjEuh1Rg4IrbFhuBbYTjVRGAlvR+Hbmtx5RGx6rBztJMJR0qPiAM2qd1O4mvJdVg2mvVPYr/hxklQQ5KUOOeq/03e3HLJWoLBPUmE7gJzbMqLacCZwWu6nBhLIxHWLHUUUlmjCb/zsl507pk0Gs3ShL5urvi4xKYyYycpuS2pFZ9mbiv14kl5Lt4CbMuEpSi4otggepIDYmszJIn2tkVkwcoUxz9zthI6ops66yoislWK5glTSrleCq4t9flmt+Xk8BTuEMLiCAa6jBHdShAQwEPMMLvHpP3pv37n0sVte8/OYE/sD7/AEL+JZR</latexit>⇡21

<latexit sha1_base64="CWf9eEONCNqfsFnrizrdIIvWofM=">AAAB/3icbVC7SgNBFL3rM8ZX1NJmMAhWYTcoWgZsLCOYByRLmJ3cJENmZpeZWSEsKfwFW+3txNZPsfVLnCRbaOKBC4dz7uVcTpQIbqzvf3lr6xubW9uFneLu3v7BYenouGniVDNssFjEuh1Rg4IrbFhuBbYTjVRGAlvR+Hbmtx5RGx6rBztJMJR0qPiAM2qd1O4mvJdVg2mvVPYr/hxklQQ5KUOOeq/03e3HLJWoLBPUmE7gJzbMqLacCZwWu6nBhLIxHWLHUUUlmjCb/zsl507pk0Gs3ShL5urvi4xKYyYycpuS2pFZ9mbiv14kl5Lt4CbMuEpSi4otggepIDYmszJIn2tkVkwcoUxz9zthI6ops66yoislWK5glTSrleCq4t9flmt+Xk8BTuEMLiCAa6jBHdShAQwEPMMLvHpP3pv37n0sVte8/OYE/sD7/AEL+JZR</latexit>⇡21

<latexit sha1_base64="sMGgcEHI0jRYnESLIqWzXBr6s70=">AAAB/3icbVC7SgNBFL0bXzG+opY2g0GwCrs+0DJgYxnBxECyhNnJJBkyM7vM3BXCksJfsNXeTmz9FFu/xEmyhSYeuHA4517O5USJFBZ9/8srrKyurW8UN0tb2zu7e+X9g6aNU8N4g8UyNq2IWi6F5g0UKHkrMZyqSPKHaHQz9R8eubEi1vc4Tnio6ECLvmAUndTqJKKbBeeTbrniV/0ZyDIJclKBHPVu+bvTi1mquEYmqbXtwE8wzKhBwSSflDqp5QllIzrgbUc1VdyG2ezfCTlxSo/0Y+NGI5mpvy8yqqwdq8htKopDu+hNxX+9SC0kY/86zIROUuSazYP7qSQYk2kZpCcMZyjHjlBmhPudsCE1lKGrrORKCRYrWCbNs2pwWfXvLio1P6+nCEdwDKcQwBXU4Bbq0AAGEp7hBV69J+/Ne/c+5qsFL785hD/wPn8ADYyWUg==</latexit>⇡13

<latexit sha1_base64="LkRJNIihGaXeG8KJLP3Xk7p0HWs=">AAAB/3icbVC7SgNBFL0bXzG+opY2g0GwCrs+0DJgYxnBxECyhNnJJBkyM7vM3BXCksJfsNXeTmz9FFu/xEmyhSYeuHA4517O5USJFBZ9/8srrKyurW8UN0tb2zu7e+X9g6aNU8N4g8UyNq2IWi6F5g0UKHkrMZyqSPKHaHQz9R8eubEi1vc4Tnio6ECLvmAUndTqJKKbnQeTbrniV/0ZyDIJclKBHPVu+bvTi1mquEYmqbXtwE8wzKhBwSSflDqp5QllIzrgbUc1VdyG2ezfCTlxSo/0Y+NGI5mpvy8yqqwdq8htKopDu+hNxX+9SC0kY/86zIROUuSazYP7qSQYk2kZpCcMZyjHjlBmhPudsCE1lKGrrORKCRYrWCbNs2pwWfXvLio1P6+nCEdwDKcQwBXU4Bbq0AAGEp7hBV69J+/Ne/c+5qsFL785hD/wPn8ADY6WUg==</latexit>⇡31
<latexit sha1_base64="EtBCYl4WyKk5kq0dog4HpasLANc=">AAAB/3icbVC7SgNBFL0bXzG+opY2g0GwCrNR0TJgYxnBPCBZwuxkNhkyM7vMzAphSeEv2GpvJ7Z+iq1f4iTZQhMPXDiccy/ncsJEcGMx/vIKa+sbm1vF7dLO7t7+QfnwqGXiVFPWpLGIdSckhgmuWNNyK1gn0YzIULB2OL6d+e1Hpg2P1YOdJCyQZKh4xCmxTur0Et7PLmrTfrmCq3gOtEr8nFQgR6Nf/u4NYppKpiwVxJiujxMbZERbTgWblnqpYQmhYzJkXUcVkcwE2fzfKTpzygBFsXajLJqrvy8yIo2ZyNBtSmJHZtmbif96oVxKttFNkHGVpJYpugiOUoFsjGZloAHXjFoxcYRQzd3viI6IJtS6ykquFH+5glXSqlX9qyq+v6zUcV5PEU7gFM7Bh2uowx00oAkUBDzDC7x6T96b9+59LFYLXn5zDH/gff4ADyOWUw==</latexit>⇡32

<latexit sha1_base64="bw0fmPSR4Dg+MHFyBs2T9FHztB8=">AAAB/3icbVC7SgNBFL0bXzG+opY2g0GwCrNR0TJgYxnBPCBZwuxkNhkyM7vMzAphSeEv2GpvJ7Z+iq1f4iTZQhMPXDiccy/ncsJEcGMx/vIKa+sbm1vF7dLO7t7+QfnwqGXiVFPWpLGIdSckhgmuWNNyK1gn0YzIULB2OL6d+e1Hpg2P1YOdJCyQZKh4xCmxTur0Et7PahfTfrmCq3gOtEr8nFQgR6Nf/u4NYppKpiwVxJiujxMbZERbTgWblnqpYQmhYzJkXUcVkcwE2fzfKTpzygBFsXajLJqrvy8yIo2ZyNBtSmJHZtmbif96oVxKttFNkHGVpJYpugiOUoFsjGZloAHXjFoxcYRQzd3viI6IJtS6ykquFH+5glXSqlX9qyq+v6zUcV5PEU7gFM7Bh2uowx00oAkUBDzDC7x6T96b9+59LFYLXn5zDH/gff4ADyKWUw==</latexit>⇡23
<latexit sha1_base64="Fhb/61+LDATX6XdJXhuvKk22xJE=">AAAB/3icbVC7SgNBFL3rM8ZX1NJmMAhWYTcoWgZsLCOYByRLuDuZTYbMzC4zs0IIKfwFW+3txNZPsfVLnCRbaOKBC4dz7uVcTpQKbqzvf3lr6xubW9uFneLu3v7BYenouGmSTFPWoIlIdDtCwwRXrGG5FaydaoYyEqwVjW5nfuuRacMT9WDHKQslDhSPOUXrpHYXRTrEXrVXKvsVfw6ySoKclCFHvVf67vYTmkmmLBVoTCfwUxtOUFtOBZsWu5lhKdIRDljHUYWSmXAy/3dKzp3SJ3Gi3ShL5urviwlKY8YycpsS7dAsezPxXy+SS8k2vgknXKWZZYouguNMEJuQWRmkzzWjVowdQaq5+53QIWqk1lVWdKUEyxWskma1ElxV/PvLcs3P6ynAKZzBBQRwDTW4gzo0gIKAZ3iBV+/Je/PevY/F6pqX35zAH3ifPxKUllU=</latexit>↵2

n Mezcla de modelos Erd®s-Rényi puede ser sorprendentemente �exible
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Grafones y f−random graphs

n Una variante no-parámetrica de SBM se puede de�nir así:

U1, . . . , UNv
i.i.d.∼ Uniform[0, 1],

Aij
∣∣Ui = ui, Uj = uj ∼ Bernoulli(f(ui, uj))

para 1 ≤ i, j ≤ Nv, donde Aij = Aji y Aii ≡ 0

n Grafón: función simétrica y medible f : [0, 1]2 7→ [0, 1]

⇒ El grafo resultante G se denomina f−random graph

n Variables aleatorias latentes Ui uniformes en [0, 1] dan la posición de cada nodo

⇒ El grafón f(ui, uj) especi�ca la probabilidad de conexión entre i, j

n SBM: variables latentes Zi dan la membresía de los vértices a uno de los Q grupos

⇒ La probabilidad πqr de�ne la proabilidad de conexión entre i ∈ Cq, j ∈ Cr
L. Lovász, “Large Networks and Graph Limits,” AMS Colloquium Publications, vol. 60, 2012
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Ejemplo: grafones SBM

n El modelo f−random incluye a SBM (paramétrico). ¾Cómo?

(i) Partimos [0, 1] en Q sub-intervalos de largo α1, . . . , αQ
(ii) Tomamos el producto cartesiano para partir [0, 1]2 en Q2 bloques
(iii) De�nimos f para ser constante a tramos en los bloques: el bloque qr tiene �altura� πqr

<latexit sha1_base64="m9pRDC1qXWeyfbku8VESh6VAO7M=">AAAB+nicbVC7SgNBFL0bXzG+opY2g0GwCrsxoo0QsLFM0DwgWcLsZDYZMjO7zMwKYc0n2GpvJ7b+jK1f4iTZQhMPXDiccy/ncoKYM21c98vJra1vbG7ltws7u3v7B8XDo5aOEkVok0Q8Up0Aa8qZpE3DDKedWFEsAk7bwfh25rcfqdIskg9mElNf4KFkISPYWOm+cXPRL5bcsjsHWiVeRkqQod4vfvcGEUkElYZwrHXXc2Pjp1gZRjidFnqJpjEmYzykXUslFlT76fzVKTqzygCFkbIjDZqrvy9SLLSeiMBuCmxGetmbif96gVhKNuG1nzIZJ4ZKsggOE45MhGY9oAFTlBg+sQQTxezviIywwsTYtgq2FG+5glXSqpS9y7LbqJZqlayePJzAKZyDB1dQgzuoQxMIDOEZXuDVeXLenHfnY7Gac7KbY/gD5/MH2O+T8w==</latexit>

Q = 3

<latexit sha1_base64="bK4+nhn7oU3YYyhVo5EZyU+FSEc=">AAAB/3icbVC7SgNBFL0bXzG+opY2g0GwCruiaBmwsYxgHpAs4e5kNhkyM7vMzAohpPAXbLW3E1s/xdYvcZJsoYkHLhzOuZdzOVEquLG+/+UV1tY3NreK26Wd3b39g/LhUdMkmaasQROR6HaEhgmuWMNyK1g71QxlJFgrGt3O/NYj04Yn6sGOUxZKHCgec4rWSe0uinSIvaBXrvhVfw6ySoKcVCBHvVf+7vYTmkmmLBVoTCfwUxtOUFtOBZuWuplhKdIRDljHUYWSmXAy/3dKzpzSJ3Gi3ShL5urviwlKY8YycpsS7dAsezPxXy+SS8k2vgknXKWZZYouguNMEJuQWRmkzzWjVowdQaq5+53QIWqk1lVWcqUEyxWskuZFNbiq+veXlZqf11OEEziFcwjgGmpwB3VoAAUBz/ACr96T9+a9ex+L1YKX3xzDH3ifPxEAllQ=</latexit>↵1

<latexit sha1_base64="+Ww6UsYPhrUkq4ddMMTj3ZNW3CE=">AAAB/3icbVC7SgNBFL0bXzG+opY2g0GwCrs+0DJgYxnBxECyhLuT2WTIzOwyMyuEkMJfsNXeTmz9FFu/xEmyhSYeuHA4517O5USp4Mb6/pdXWFldW98obpa2tnd298r7B02TZJqyBk1EolsRGia4Yg3LrWCtVDOUkWAP0fBm6j88Mm14ou7tKGWhxL7iMadondTqoEgH2D3vlit+1Z+BLJMgJxXIUe+Wvzu9hGaSKUsFGtMO/NSGY9SWU8EmpU5mWIp0iH3WdlShZCYcz/6dkBOn9EicaDfKkpn6+2KM0piRjNymRDswi95U/NeL5EKyja/DMVdpZpmi8+A4E8QmZFoG6XHNqBUjR5Bq7n4ndIAaqXWVlVwpwWIFy6R5Vg0uq/7dRaXm5/UU4QiO4RQCuIIa3EIdGkBBwDO8wKv35L15797HfLXg5TeH8Afe5w8UKJZW</latexit>↵3

<latexit sha1_base64="m0/ZeZMGkpSUPdXw82Ok+ddfvkU=">AAAB/3icbVC7SgNBFL0bXzG+opY2g0GwCruiaBmwsYxgHpAsYXZykwyZmV1mZoWwpPAXbLW3E1s/xdYvcZJsoYkHLhzOuZdzOVEiuLG+/+UV1tY3NreK26Wd3b39g/LhUdPEqWbYYLGIdTuiBgVX2LDcCmwnGqmMBLai8e3Mbz2iNjxWD3aSYCjpUPEBZ9Q6qd1NeC8LgmmvXPGr/hxklQQ5qUCOeq/83e3HLJWoLBPUmE7gJzbMqLacCZyWuqnBhLIxHWLHUUUlmjCb/zslZ07pk0Gs3ShL5urvi4xKYyYycpuS2pFZ9mbiv14kl5Lt4CbMuEpSi4otggepIDYmszJIn2tkVkwcoUxz9zthI6ops66ykislWK5glTQvqsFV1b+/rNT8vJ4inMApnEMA11CDO6hDAxgIeIYXePWevDfv3ftYrBa8/OYY/sD7/AEKYpZQ</latexit>⇡11

<latexit sha1_base64="XTkw8/KFWWrsLmqgGkDbFZ3o55g=">AAAB/3icbVC7SgNBFL3rM8ZX1NJmMAhWYTcoWgZsLCOYByRLmJ3cJENmZpeZWSEsKfwFW+3txNZPsfVLnCRbaOKBC4dz7uVcTpQIbqzvf3lr6xubW9uFneLu3v7BYenouGniVDNssFjEuh1Rg4IrbFhuBbYTjVRGAlvR+Hbmtx5RGx6rBztJMJR0qPiAM2qd1O4mvJdVq9NeqexX/DnIKglyUoYc9V7pu9uPWSpRWSaoMZ3AT2yYUW05EzgtdlODCWVjOsSOo4pKNGE2/3dKzp3SJ4NYu1GWzNXfFxmVxkxk5DYltSOz7M3Ef71ILiXbwU2YcZWkFhVbBA9SQWxMZmWQPtfIrJg4Qpnm7nfCRlRTZl1lRVdKsFzBKmlWK8FVxb+/LNf8vJ4CnMIZXEAA11CDO6hDAxgIeIYXePWevDfv3ftYrK55+c0J/IH3+QMNjZZS</latexit>⇡22

<latexit sha1_base64="vO+uddMuyvKKQWH3pA4dLHkeetg=">AAAB/3icbVC7SgNBFL0bXzG+opY2g0GwCrNG0TJgYxnBPCBZwuxkNhkyM7vMzAphSeEv2GpvJ7Z+iq1f4iTZQhMPXDiccy/ncsJEcGMx/vIKa+sbm1vF7dLO7t7+QfnwqGXiVFPWpLGIdSckhgmuWNNyK1gn0YzIULB2OL6d+e1Hpg2P1YOdJCyQZKh4xCmxTur0Et7ParVpv1zBVTwHWiV+TiqQo9Evf/cGMU0lU5YKYkzXx4kNMqItp4JNS73UsITQMRmyrqOKSGaCbP7vFJ05ZYCiWLtRFs3V3xcZkcZMZOg2JbEjs+zNxH+9UC4l2+gmyLhKUssUXQRHqUA2RrMy0IBrRq2YOEKo5u53REdEE2pdZSVXir9cwSppXVT9qyq+v6zUcV5PEU7gFM7Bh2uowx00oAkUBDzDC7x6T96b9+59LFYLXn5zDH/gff4AELiWVA==</latexit>⇡33

<latexit sha1_base64="Bvi+Irg6dRnHBfOKmcbTf+Jw2VY=">AAAB/3icbVC7SgNBFL3rM8ZX1NJmMAhWYTcoWgZsLCOYByRLmJ3cJENmZpeZWSEsKfwFW+3txNZPsfVLnCRbaOKBC4dz7uVcTpQIbqzvf3lr6xubW9uFneLu3v7BYenouGniVDNssFjEuh1Rg4IrbFhuBbYTjVRGAlvR+Hbmtx5RGx6rBztJMJR0qPiAM2qd1O4mvJcF1WmvVPYr/hxklQQ5KUOOeq/03e3HLJWoLBPUmE7gJzbMqLacCZwWu6nBhLIxHWLHUUUlmjCb/zsl507pk0Gs3ShL5urvi4xKYyYycpuS2pFZ9mbiv14kl5Lt4CbMuEpSi4otggepIDYmszJIn2tkVkwcoUxz9zthI6ops66yoislWK5glTSrleCq4t9flmt+Xk8BTuEMLiCAa6jBHdShAQwEPMMLvHpP3pv37n0sVte8/OYE/sD7/AEL95ZR</latexit>⇡12

<latexit sha1_base64="CWf9eEONCNqfsFnrizrdIIvWofM=">AAAB/3icbVC7SgNBFL3rM8ZX1NJmMAhWYTcoWgZsLCOYByRLmJ3cJENmZpeZWSEsKfwFW+3txNZPsfVLnCRbaOKBC4dz7uVcTpQIbqzvf3lr6xubW9uFneLu3v7BYenouGniVDNssFjEuh1Rg4IrbFhuBbYTjVRGAlvR+Hbmtx5RGx6rBztJMJR0qPiAM2qd1O4mvJdVg2mvVPYr/hxklQQ5KUOOeq/03e3HLJWoLBPUmE7gJzbMqLacCZwWu6nBhLIxHWLHUUUlmjCb/zsl507pk0Gs3ShL5urvi4xKYyYycpuS2pFZ9mbiv14kl5Lt4CbMuEpSi4otggepIDYmszJIn2tkVkwcoUxz9zthI6ops66yoislWK5glTSrleCq4t9flmt+Xk8BTuEMLiCAa6jBHdShAQwEPMMLvHpP3pv37n0sVte8/OYE/sD7/AEL+JZR</latexit>⇡21

<latexit sha1_base64="sMGgcEHI0jRYnESLIqWzXBr6s70=">AAAB/3icbVC7SgNBFL0bXzG+opY2g0GwCrs+0DJgYxnBxECyhNnJJBkyM7vM3BXCksJfsNXeTmz9FFu/xEmyhSYeuHA4517O5USJFBZ9/8srrKyurW8UN0tb2zu7e+X9g6aNU8N4g8UyNq2IWi6F5g0UKHkrMZyqSPKHaHQz9R8eubEi1vc4Tnio6ECLvmAUndTqJKKbBeeTbrniV/0ZyDIJclKBHPVu+bvTi1mquEYmqbXtwE8wzKhBwSSflDqp5QllIzrgbUc1VdyG2ezfCTlxSo/0Y+NGI5mpvy8yqqwdq8htKopDu+hNxX+9SC0kY/86zIROUuSazYP7qSQYk2kZpCcMZyjHjlBmhPudsCE1lKGrrORKCRYrWCbNs2pwWfXvLio1P6+nCEdwDKcQwBXU4Bbq0AAGEp7hBV69J+/Ne/c+5qsFL785hD/wPn8ADYyWUg==</latexit>⇡13

<latexit sha1_base64="LkRJNIihGaXeG8KJLP3Xk7p0HWs=">AAAB/3icbVC7SgNBFL0bXzG+opY2g0GwCrs+0DJgYxnBxECyhNnJJBkyM7vM3BXCksJfsNXeTmz9FFu/xEmyhSYeuHA4517O5USJFBZ9/8srrKyurW8UN0tb2zu7e+X9g6aNU8N4g8UyNq2IWi6F5g0UKHkrMZyqSPKHaHQz9R8eubEi1vc4Tnio6ECLvmAUndTqJKKbnQeTbrniV/0ZyDIJclKBHPVu+bvTi1mquEYmqbXtwE8wzKhBwSSflDqp5QllIzrgbUc1VdyG2ezfCTlxSo/0Y+NGI5mpvy8yqqwdq8htKopDu+hNxX+9SC0kY/86zIROUuSazYP7qSQYk2kZpCcMZyjHjlBmhPudsCE1lKGrrORKCRYrWCbNs2pwWfXvLio1P6+nCEdwDKcQwBXU4Bbq0AAGEp7hBV69J+/Ne/c+5qsFL785hD/wPn8ADY6WUg==</latexit>⇡31
<latexit sha1_base64="EtBCYl4WyKk5kq0dog4HpasLANc=">AAAB/3icbVC7SgNBFL0bXzG+opY2g0GwCrNR0TJgYxnBPCBZwuxkNhkyM7vMzAphSeEv2GpvJ7Z+iq1f4iTZQhMPXDiccy/ncsJEcGMx/vIKa+sbm1vF7dLO7t7+QfnwqGXiVFPWpLGIdSckhgmuWNNyK1gn0YzIULB2OL6d+e1Hpg2P1YOdJCyQZKh4xCmxTur0Et7PLmrTfrmCq3gOtEr8nFQgR6Nf/u4NYppKpiwVxJiujxMbZERbTgWblnqpYQmhYzJkXUcVkcwE2fzfKTpzygBFsXajLJqrvy8yIo2ZyNBtSmJHZtmbif96oVxKttFNkHGVpJYpugiOUoFsjGZloAHXjFoxcYRQzd3viI6IJtS6ykquFH+5glXSqlX9qyq+v6zUcV5PEU7gFM7Bh2uowx00oAkUBDzDC7x6T96b9+59LFYLXn5zDH/gff4ADyOWUw==</latexit>⇡32

<latexit sha1_base64="bw0fmPSR4Dg+MHFyBs2T9FHztB8=">AAAB/3icbVC7SgNBFL0bXzG+opY2g0GwCrNR0TJgYxnBPCBZwuxkNhkyM7vMzAphSeEv2GpvJ7Z+iq1f4iTZQhMPXDiccy/ncsJEcGMx/vIKa+sbm1vF7dLO7t7+QfnwqGXiVFPWpLGIdSckhgmuWNNyK1gn0YzIULB2OL6d+e1Hpg2P1YOdJCyQZKh4xCmxTur0Et7PahfTfrmCq3gOtEr8nFQgR6Nf/u4NYppKpiwVxJiujxMbZERbTgWblnqpYQmhYzJkXUcVkcwE2fzfKTpzygBFsXajLJqrvy8yIo2ZyNBtSmJHZtmbif96oVxKttFNkHGVpJYpugiOUoFsjGZloAHXjFoxcYRQzd3viI6IJtS6ykquFH+5glXSqlX9qyq+v6zUcV5PEU7gFM7Bh2uowx00oAkUBDzDC7x6T96b9+59LFYLXn5zDH/gff4ADyKWUw==</latexit>⇡23

<latexit sha1_base64="Fhb/61+LDATX6XdJXhuvKk22xJE=">AAAB/3icbVC7SgNBFL3rM8ZX1NJmMAhWYTcoWgZsLCOYByRLuDuZTYbMzC4zs0IIKfwFW+3txNZPsfVLnCRbaOKBC4dz7uVcTpQKbqzvf3lr6xubW9uFneLu3v7BYenouGmSTFPWoIlIdDtCwwRXrGG5FaydaoYyEqwVjW5nfuuRacMT9WDHKQslDhSPOUXrpHYXRTrEXrVXKvsVfw6ySoKclCFHvVf67vYTmkmmLBVoTCfwUxtOUFtOBZsWu5lhKdIRDljHUYWSmXAy/3dKzp3SJ3Gi3ShL5urviwlKY8YycpsS7dAsezPxXy+SS8k2vgknXKWZZYouguNMEJuQWRmkzzWjVowdQaq5+53QIWqk1lVWdKUEyxWskma1ElxV/PvLcs3P6ynAKZzBBQRwDTW4gzo0gIKAZ3iBV+/Je/PevY/F6pqX35zAH3ifPxKUllU=</latexit>↵2

<latexit sha1_base64="bK4+nhn7oU3YYyhVo5EZyU+FSEc=">AAAB/3icbVC7SgNBFL0bXzG+opY2g0GwCruiaBmwsYxgHpAs4e5kNhkyM7vMzAohpPAXbLW3E1s/xdYvcZJsoYkHLhzOuZdzOVEquLG+/+UV1tY3NreK26Wd3b39g/LhUdMkmaasQROR6HaEhgmuWMNyK1g71QxlJFgrGt3O/NYj04Yn6sGOUxZKHCgec4rWSe0uinSIvaBXrvhVfw6ySoKcVCBHvVf+7vYTmkmmLBVoTCfwUxtOUFtOBZuWuplhKdIRDljHUYWSmXAy/3dKzpzSJ3Gi3ShL5urviwlKY8YycpsS7dAsezPxXy+SS8k2vgknXKWZZYouguNMEJuQWRmkzzWjVowdQaq5+53QIWqk1lVWcqUEyxWskuZFNbiq+veXlZqf11OEEziFcwjgGmpwB3VoAAUBz/ACr96T9+a9ex+L1YKX3xzDH3ifPxEAllQ=</latexit>↵1
<latexit sha1_base64="Fhb/61+LDATX6XdJXhuvKk22xJE=">AAAB/3icbVC7SgNBFL3rM8ZX1NJmMAhWYTcoWgZsLCOYByRLuDuZTYbMzC4zs0IIKfwFW+3txNZPsfVLnCRbaOKBC4dz7uVcTpQKbqzvf3lr6xubW9uFneLu3v7BYenouGmSTFPWoIlIdDtCwwRXrGG5FaydaoYyEqwVjW5nfuuRacMT9WDHKQslDhSPOUXrpHYXRTrEXrVXKvsVfw6ySoKclCFHvVf67vYTmkmmLBVoTCfwUxtOUFtOBZsWu5lhKdIRDljHUYWSmXAy/3dKzp3SJ3Gi3ShL5urviwlKY8YycpsS7dAsezPxXy+SS8k2vgknXKWZZYouguNMEJuQWRmkzzWjVowdQaq5+53QIWqk1lVWdKUEyxWskma1ElxV/PvLcs3P6ynAKZzBBQRwDTW4gzo0gIKAZ3iBV+/Je/PevY/F6pqX35zAH3ifPxKUllU=</latexit>↵2

<latexit sha1_base64="+Ww6UsYPhrUkq4ddMMTj3ZNW3CE=">AAAB/3icbVC7SgNBFL0bXzG+opY2g0GwCrs+0DJgYxnBxECyhLuT2WTIzOwyMyuEkMJfsNXeTmz9FFu/xEmyhSYeuHA4517O5USp4Mb6/pdXWFldW98obpa2tnd298r7B02TZJqyBk1EolsRGia4Yg3LrWCtVDOUkWAP0fBm6j88Mm14ou7tKGWhxL7iMadondTqoEgH2D3vlit+1Z+BLJMgJxXIUe+Wvzu9hGaSKUsFGtMO/NSGY9SWU8EmpU5mWIp0iH3WdlShZCYcz/6dkBOn9EicaDfKkpn6+2KM0piRjNymRDswi95U/NeL5EKyja/DMVdpZpmi8+A4E8QmZFoG6XHNqBUjR5Bq7n4ndIAaqXWVlVwpwWIFy6R5Vg0uq/7dRaXm5/UU4QiO4RQCuIIa3EIdGkBBwDO8wKv35L15797HfLXg5TeH8Afe5w8UKJZW</latexit>↵3
<latexit sha1_base64="TXsAWvRfOwwIQQAacLsnjxIebNQ=">AAAB+HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKcyKoseAF48JmAckS5id9CZDZnaXmVkhhnyBV717E6/+jVe/xEmyB40WNBRV3VRTYSqFsZR+eoW19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjUMkmmOTZ5IhPdCZlBKWJsWmEldlKNTIUS2+H4du63H1AbkcT3dpJioNgwFpHgzDqpQfvlCq3SBchf4uekAjnq/fJXb5DwTGFsuWTGdH2a2mDKtBVc4qzUywymjI/ZELuOxkyhCaaLR2fkzCkDEiXaTWzJQv15MWXKmIkK3aZidmRWvbn4rxeqlWQb3QRTEaeZxZgvg6NMEpuQeQtkIDRyKyeOMK6F+53wEdOMW9dVyZXir1bwl7Quqv5VlTYuKzWa11OEEziFc/DhGmpwB3VoAgeEJ3iGF+/Re/XevPflasHLb47hF7yPb6ipk0w=</latexit>

0

<latexit sha1_base64="9itHUYhEVi54JwXyLJ+QKshTIGQ=">AAAB+HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKeyKoseAF48JmAckS5id9CZDZmaXmVkhhnyBV717E6/+jVe/xEmyB40WNBRV3VRTUSq4sb7/6RXW1jc2t4rbpZ3dvf2D8uFRyySZZthkiUh0J6IGBVfYtNwK7KQaqYwEtqPx7dxvP6A2PFH3dpJiKOlQ8Zgzap3UCPrlil/1FyB/SZCTCuSo98tfvUHCMonKMkGN6QZ+asMp1ZYzgbNSLzOYUjamQ+w6qqhEE04Xj87ImVMGJE60G2XJQv15MaXSmImM3KakdmRWvbn4rxfJlWQb34RTrtLMomLL4DgTxCZk3gIZcI3MiokjlGnufidsRDVl1nVVcqUEqxX8Ja2LanBV9RuXlZqf11OEEziFcwjgGmpwB3VoAgOEJ3iGF+/Re/XevPflasHLb47hF7yPb6o9k00=</latexit>

1

<latexit sha1_base64="9itHUYhEVi54JwXyLJ+QKshTIGQ=">AAAB+HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKeyKoseAF48JmAckS5id9CZDZmaXmVkhhnyBV717E6/+jVe/xEmyB40WNBRV3VRTUSq4sb7/6RXW1jc2t4rbpZ3dvf2D8uFRyySZZthkiUh0J6IGBVfYtNwK7KQaqYwEtqPx7dxvP6A2PFH3dpJiKOlQ8Zgzap3UCPrlil/1FyB/SZCTCuSo98tfvUHCMonKMkGN6QZ+asMp1ZYzgbNSLzOYUjamQ+w6qqhEE04Xj87ImVMGJE60G2XJQv15MaXSmImM3KakdmRWvbn4rxfJlWQb34RTrtLMomLL4DgTxCZk3gIZcI3MiokjlGnufidsRDVl1nVVcqUEqxX8Ja2LanBV9RuXlZqf11OEEziFcwjgGmpwB3VoAgOEJ3iGF+/Re/XevPflasHLb47hF7yPb6o9k00=</latexit>

1

<latexit sha1_base64="g36r9cRIkGRdPt1/r64iOwCL4kg=">AAAB/XicbVDLSgMxFL1TX7W+qi7dBItQQcqMKLosuHFZwT6gHUomzbSxSWZIMuIwFH/Bre7diVu/xa1fYtrOQqsHLhzOuZdzOUHMmTau++kUlpZXVteK66WNza3tnfLuXktHiSK0SSIeqU6ANeVM0qZhhtNOrCgWAaftYHw19dv3VGkWyVuTxtQXeChZyAg2VmqF1YeT9Lhfrrg1dwb0l3g5qUCORr/81RtEJBFUGsKx1l3PjY2fYWUY4XRS6iWaxpiM8ZB2LZVYUO1ns28n6MgqAxRGyo40aKb+vMiw0DoVgd0U2Iz0ojcV//UCsZBswks/YzJODJVkHhwmHJkITatAA6YoMTy1BBPF7O+IjLDCxNjCSrYUb7GCv6R1WvPOa+7NWaXu5vUU4QAOoQoeXEAdrqEBTSBwB0/wDC/Oo/PqvDnv89WCk9/swy84H9/9VZUi</latexit>

f(x, y)

<latexit sha1_base64="09SwJieMD8YWpOW9QUzvcGOsCO4=">AAAB+HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKeyKoseAF48JmAckS5id9CZDZnaXmVkxLvkCr3r3Jl79G69+iZNkD5pY0FBUdVNNBYng2rjul1NYW9/Y3Cpul3Z29/YPyodHLR2nimGTxSJWnYBqFDzCpuFGYCdRSGUgsB2Mb2d++wGV5nF0byYJ+pIOIx5yRo2VGo/9csWtunOQVeLlpAI56v3yd28Qs1RiZJigWnc9NzF+RpXhTOC01Es1JpSN6RC7lkZUovaz+aNTcmaVAQljZScyZK7+vsio1HoiA7spqRnpZW8m/usFcinZhDd+xqMkNRixRXCYCmJiMmuBDLhCZsTEEsoUt78TNqKKMmO7KtlSvOUKVknroupdVd3GZaXm5vUU4QRO4Rw8uIYa3EEdmsAA4Rle4NV5ct6cd+djsVpw8ptj+APn8wcaWJOU</latexit>x

<latexit sha1_base64="zZf13vOa9W4PlHVEwSVs4a4o9cg=">AAAB+HicbVDLSsNAFL2pr1pfVZduBovgqiSi6LLgxmUL9gFtKJPpTTt0JgkzEyGGfoFb3bsTt/6NW7/EaZuFVg9cOJxzL+dygkRwbVz30ymtrW9sbpW3Kzu7e/sH1cOjjo5TxbDNYhGrXkA1Ch5h23AjsJcopDIQ2A2mt3O/+4BK8zi6N1mCvqTjiIecUWOlVjas1ty6uwD5S7yC1KBAc1j9GoxilkqMDBNU677nJsbPqTKcCZxVBqnGhLIpHWPf0ohK1H6+eHRGzqwyImGs7ESGLNSfFzmVWmcysJuSmole9ebiv14gV5JNeOPnPEpSgxFbBoepICYm8xbIiCtkRmSWUKa4/Z2wCVWUGdtVxZbirVbwl3Qu6t5V3W1d1hpuUU8ZTuAUzsGDa2jAHTShDQwQnuAZXpxH59V5c96XqyWnuDmGX3A+vgEb7JOV</latexit>y

n Se puede aproximar cualquier función medible por una constante a tramos

⇒ Podemos aproximar cualquier f−random graph (en distribución) con un SBM

⇒ Peeeero el número de bloques Q puede ser enorme...
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Ejemplo: grafones SBM

n El modelo f−random incluye a SBM (paramétrico). ¾Cómo?
(i) Partimos [0, 1] en Q sub-intervalos de largo α1, . . . , αQ
(ii) Tomamos el producto cartesiano para partir [0, 1]2 en Q2 bloques
(iii) De�nimos f para ser constante a tramos en los bloques: el bloque qr tiene �altura� πqr

<latexit sha1_base64="m9pRDC1qXWeyfbku8VESh6VAO7M=">AAAB+nicbVC7SgNBFL0bXzG+opY2g0GwCrsxoo0QsLFM0DwgWcLsZDYZMjO7zMwKYc0n2GpvJ7b+jK1f4iTZQhMPXDiccy/ncoKYM21c98vJra1vbG7ltws7u3v7B8XDo5aOEkVok0Q8Up0Aa8qZpE3DDKedWFEsAk7bwfh25rcfqdIskg9mElNf4KFkISPYWOm+cXPRL5bcsjsHWiVeRkqQod4vfvcGEUkElYZwrHXXc2Pjp1gZRjidFnqJpjEmYzykXUslFlT76fzVKTqzygCFkbIjDZqrvy9SLLSeiMBuCmxGetmbif96gVhKNuG1nzIZJ4ZKsggOE45MhGY9oAFTlBg+sQQTxezviIywwsTYtgq2FG+5glXSqpS9y7LbqJZqlayePJzAKZyDB1dQgzuoQxMIDOEZXuDVeXLenHfnY7Gac7KbY/gD5/MH2O+T8w==</latexit>

Q = 3

<latexit sha1_base64="bK4+nhn7oU3YYyhVo5EZyU+FSEc=">AAAB/3icbVC7SgNBFL0bXzG+opY2g0GwCruiaBmwsYxgHpAs4e5kNhkyM7vMzAohpPAXbLW3E1s/xdYvcZJsoYkHLhzOuZdzOVEquLG+/+UV1tY3NreK26Wd3b39g/LhUdMkmaasQROR6HaEhgmuWMNyK1g71QxlJFgrGt3O/NYj04Yn6sGOUxZKHCgec4rWSe0uinSIvaBXrvhVfw6ySoKcVCBHvVf+7vYTmkmmLBVoTCfwUxtOUFtOBZuWuplhKdIRDljHUYWSmXAy/3dKzpzSJ3Gi3ShL5urviwlKY8YycpsS7dAsezPxXy+SS8k2vgknXKWZZYouguNMEJuQWRmkzzWjVowdQaq5+53QIWqk1lVWcqUEyxWskuZFNbiq+veXlZqf11OEEziFcwjgGmpwB3VoAAUBz/ACr96T9+a9ex+L1YKX3xzDH3ifPxEAllQ=</latexit>↵1

<latexit sha1_base64="+Ww6UsYPhrUkq4ddMMTj3ZNW3CE=">AAAB/3icbVC7SgNBFL0bXzG+opY2g0GwCrs+0DJgYxnBxECyhLuT2WTIzOwyMyuEkMJfsNXeTmz9FFu/xEmyhSYeuHA4517O5USp4Mb6/pdXWFldW98obpa2tnd298r7B02TZJqyBk1EolsRGia4Yg3LrWCtVDOUkWAP0fBm6j88Mm14ou7tKGWhxL7iMadondTqoEgH2D3vlit+1Z+BLJMgJxXIUe+Wvzu9hGaSKUsFGtMO/NSGY9SWU8EmpU5mWIp0iH3WdlShZCYcz/6dkBOn9EicaDfKkpn6+2KM0piRjNymRDswi95U/NeL5EKyja/DMVdpZpmi8+A4E8QmZFoG6XHNqBUjR5Bq7n4ndIAaqXWVlVwpwWIFy6R5Vg0uq/7dRaXm5/UU4QiO4RQCuIIa3EIdGkBBwDO8wKv35L15797HfLXg5TeH8Afe5w8UKJZW</latexit>↵3

<latexit sha1_base64="m0/ZeZMGkpSUPdXw82Ok+ddfvkU=">AAAB/3icbVC7SgNBFL0bXzG+opY2g0GwCruiaBmwsYxgHpAsYXZykwyZmV1mZoWwpPAXbLW3E1s/xdYvcZJsoYkHLhzOuZdzOVEiuLG+/+UV1tY3NreK26Wd3b39g/LhUdPEqWbYYLGIdTuiBgVX2LDcCmwnGqmMBLai8e3Mbz2iNjxWD3aSYCjpUPEBZ9Q6qd1NeC8LgmmvXPGr/hxklQQ5qUCOeq/83e3HLJWoLBPUmE7gJzbMqLacCZyWuqnBhLIxHWLHUUUlmjCb/zslZ07pk0Gs3ShL5urvi4xKYyYycpuS2pFZ9mbiv14kl5Lt4CbMuEpSi4otggepIDYmszJIn2tkVkwcoUxz9zthI6ops66ykislWK5glTQvqsFV1b+/rNT8vJ4inMApnEMA11CDO6hDAxgIeIYXePWevDfv3ftYrBa8/OYY/sD7/AEKYpZQ</latexit>⇡11

<latexit sha1_base64="XTkw8/KFWWrsLmqgGkDbFZ3o55g=">AAAB/3icbVC7SgNBFL3rM8ZX1NJmMAhWYTcoWgZsLCOYByRLmJ3cJENmZpeZWSEsKfwFW+3txNZPsfVLnCRbaOKBC4dz7uVcTpQIbqzvf3lr6xubW9uFneLu3v7BYenouGniVDNssFjEuh1Rg4IrbFhuBbYTjVRGAlvR+Hbmtx5RGx6rBztJMJR0qPiAM2qd1O4mvJdVq9NeqexX/DnIKglyUoYc9V7pu9uPWSpRWSaoMZ3AT2yYUW05EzgtdlODCWVjOsSOo4pKNGE2/3dKzp3SJ4NYu1GWzNXfFxmVxkxk5DYltSOz7M3Ef71ILiXbwU2YcZWkFhVbBA9SQWxMZmWQPtfIrJg4Qpnm7nfCRlRTZl1lRVdKsFzBKmlWK8FVxb+/LNf8vJ4CnMIZXEAA11CDO6hDAxgIeIYXePWevDfv3ftYrK55+c0J/IH3+QMNjZZS</latexit>⇡22

<latexit sha1_base64="vO+uddMuyvKKQWH3pA4dLHkeetg=">AAAB/3icbVC7SgNBFL0bXzG+opY2g0GwCrNG0TJgYxnBPCBZwuxkNhkyM7vMzAphSeEv2GpvJ7Z+iq1f4iTZQhMPXDiccy/ncsJEcGMx/vIKa+sbm1vF7dLO7t7+QfnwqGXiVFPWpLGIdSckhgmuWNNyK1gn0YzIULB2OL6d+e1Hpg2P1YOdJCyQZKh4xCmxTur0Et7ParVpv1zBVTwHWiV+TiqQo9Evf/cGMU0lU5YKYkzXx4kNMqItp4JNS73UsITQMRmyrqOKSGaCbP7vFJ05ZYCiWLtRFs3V3xcZkcZMZOg2JbEjs+zNxH+9UC4l2+gmyLhKUssUXQRHqUA2RrMy0IBrRq2YOEKo5u53REdEE2pdZSVXir9cwSppXVT9qyq+v6zUcV5PEU7gFM7Bh2uowx00oAkUBDzDC7x6T96b9+59LFYLXn5zDH/gff4AELiWVA==</latexit>⇡33

<latexit sha1_base64="Bvi+Irg6dRnHBfOKmcbTf+Jw2VY=">AAAB/3icbVC7SgNBFL3rM8ZX1NJmMAhWYTcoWgZsLCOYByRLmJ3cJENmZpeZWSEsKfwFW+3txNZPsfVLnCRbaOKBC4dz7uVcTpQIbqzvf3lr6xubW9uFneLu3v7BYenouGniVDNssFjEuh1Rg4IrbFhuBbYTjVRGAlvR+Hbmtx5RGx6rBztJMJR0qPiAM2qd1O4mvJcF1WmvVPYr/hxklQQ5KUOOeq/03e3HLJWoLBPUmE7gJzbMqLacCZwWu6nBhLIxHWLHUUUlmjCb/zsl507pk0Gs3ShL5urvi4xKYyYycpuS2pFZ9mbiv14kl5Lt4CbMuEpSi4otggepIDYmszJIn2tkVkwcoUxz9zthI6ops66yoislWK5glTSrleCq4t9flmt+Xk8BTuEMLiCAa6jBHdShAQwEPMMLvHpP3pv37n0sVte8/OYE/sD7/AEL95ZR</latexit>⇡12

<latexit sha1_base64="CWf9eEONCNqfsFnrizrdIIvWofM=">AAAB/3icbVC7SgNBFL3rM8ZX1NJmMAhWYTcoWgZsLCOYByRLmJ3cJENmZpeZWSEsKfwFW+3txNZPsfVLnCRbaOKBC4dz7uVcTpQIbqzvf3lr6xubW9uFneLu3v7BYenouGniVDNssFjEuh1Rg4IrbFhuBbYTjVRGAlvR+Hbmtx5RGx6rBztJMJR0qPiAM2qd1O4mvJdVg2mvVPYr/hxklQQ5KUOOeq/03e3HLJWoLBPUmE7gJzbMqLacCZwWu6nBhLIxHWLHUUUlmjCb/zsl507pk0Gs3ShL5urvi4xKYyYycpuS2pFZ9mbiv14kl5Lt4CbMuEpSi4otggepIDYmszJIn2tkVkwcoUxz9zthI6ops66yoislWK5glTSrleCq4t9flmt+Xk8BTuEMLiCAa6jBHdShAQwEPMMLvHpP3pv37n0sVte8/OYE/sD7/AEL+JZR</latexit>⇡21

<latexit sha1_base64="sMGgcEHI0jRYnESLIqWzXBr6s70=">AAAB/3icbVC7SgNBFL0bXzG+opY2g0GwCrs+0DJgYxnBxECyhNnJJBkyM7vM3BXCksJfsNXeTmz9FFu/xEmyhSYeuHA4517O5USJFBZ9/8srrKyurW8UN0tb2zu7e+X9g6aNU8N4g8UyNq2IWi6F5g0UKHkrMZyqSPKHaHQz9R8eubEi1vc4Tnio6ECLvmAUndTqJKKbBeeTbrniV/0ZyDIJclKBHPVu+bvTi1mquEYmqbXtwE8wzKhBwSSflDqp5QllIzrgbUc1VdyG2ezfCTlxSo/0Y+NGI5mpvy8yqqwdq8htKopDu+hNxX+9SC0kY/86zIROUuSazYP7qSQYk2kZpCcMZyjHjlBmhPudsCE1lKGrrORKCRYrWCbNs2pwWfXvLio1P6+nCEdwDKcQwBXU4Bbq0AAGEp7hBV69J+/Ne/c+5qsFL785hD/wPn8ADYyWUg==</latexit>⇡13

<latexit sha1_base64="LkRJNIihGaXeG8KJLP3Xk7p0HWs=">AAAB/3icbVC7SgNBFL0bXzG+opY2g0GwCrs+0DJgYxnBxECyhNnJJBkyM7vM3BXCksJfsNXeTmz9FFu/xEmyhSYeuHA4517O5USJFBZ9/8srrKyurW8UN0tb2zu7e+X9g6aNU8N4g8UyNq2IWi6F5g0UKHkrMZyqSPKHaHQz9R8eubEi1vc4Tnio6ECLvmAUndTqJKKbnQeTbrniV/0ZyDIJclKBHPVu+bvTi1mquEYmqbXtwE8wzKhBwSSflDqp5QllIzrgbUc1VdyG2ezfCTlxSo/0Y+NGI5mpvy8yqqwdq8htKopDu+hNxX+9SC0kY/86zIROUuSazYP7qSQYk2kZpCcMZyjHjlBmhPudsCE1lKGrrORKCRYrWCbNs2pwWfXvLio1P6+nCEdwDKcQwBXU4Bbq0AAGEp7hBV69J+/Ne/c+5qsFL785hD/wPn8ADY6WUg==</latexit>⇡31
<latexit sha1_base64="EtBCYl4WyKk5kq0dog4HpasLANc=">AAAB/3icbVC7SgNBFL0bXzG+opY2g0GwCrNR0TJgYxnBPCBZwuxkNhkyM7vMzAphSeEv2GpvJ7Z+iq1f4iTZQhMPXDiccy/ncsJEcGMx/vIKa+sbm1vF7dLO7t7+QfnwqGXiVFPWpLGIdSckhgmuWNNyK1gn0YzIULB2OL6d+e1Hpg2P1YOdJCyQZKh4xCmxTur0Et7PLmrTfrmCq3gOtEr8nFQgR6Nf/u4NYppKpiwVxJiujxMbZERbTgWblnqpYQmhYzJkXUcVkcwE2fzfKTpzygBFsXajLJqrvy8yIo2ZyNBtSmJHZtmbif96oVxKttFNkHGVpJYpugiOUoFsjGZloAHXjFoxcYRQzd3viI6IJtS6ykquFH+5glXSqlX9qyq+v6zUcV5PEU7gFM7Bh2uowx00oAkUBDzDC7x6T96b9+59LFYLXn5zDH/gff4ADyOWUw==</latexit>⇡32

<latexit sha1_base64="bw0fmPSR4Dg+MHFyBs2T9FHztB8=">AAAB/3icbVC7SgNBFL0bXzG+opY2g0GwCrNR0TJgYxnBPCBZwuxkNhkyM7vMzAphSeEv2GpvJ7Z+iq1f4iTZQhMPXDiccy/ncsJEcGMx/vIKa+sbm1vF7dLO7t7+QfnwqGXiVFPWpLGIdSckhgmuWNNyK1gn0YzIULB2OL6d+e1Hpg2P1YOdJCyQZKh4xCmxTur0Et7PahfTfrmCq3gOtEr8nFQgR6Nf/u4NYppKpiwVxJiujxMbZERbTgWblnqpYQmhYzJkXUcVkcwE2fzfKTpzygBFsXajLJqrvy8yIo2ZyNBtSmJHZtmbif96oVxKttFNkHGVpJYpugiOUoFsjGZloAHXjFoxcYRQzd3viI6IJtS6ykquFH+5glXSqlX9qyq+v6zUcV5PEU7gFM7Bh2uowx00oAkUBDzDC7x6T96b9+59LFYLXn5zDH/gff4ADyKWUw==</latexit>⇡23

<latexit sha1_base64="Fhb/61+LDATX6XdJXhuvKk22xJE=">AAAB/3icbVC7SgNBFL3rM8ZX1NJmMAhWYTcoWgZsLCOYByRLuDuZTYbMzC4zs0IIKfwFW+3txNZPsfVLnCRbaOKBC4dz7uVcTpQKbqzvf3lr6xubW9uFneLu3v7BYenouGmSTFPWoIlIdDtCwwRXrGG5FaydaoYyEqwVjW5nfuuRacMT9WDHKQslDhSPOUXrpHYXRTrEXrVXKvsVfw6ySoKclCFHvVf67vYTmkmmLBVoTCfwUxtOUFtOBZsWu5lhKdIRDljHUYWSmXAy/3dKzp3SJ3Gi3ShL5urviwlKY8YycpsS7dAsezPxXy+SS8k2vgknXKWZZYouguNMEJuQWRmkzzWjVowdQaq5+53QIWqk1lVWdKUEyxWskma1ElxV/PvLcs3P6ynAKZzBBQRwDTW4gzo0gIKAZ3iBV+/Je/PevY/F6pqX35zAH3ifPxKUllU=</latexit>↵2

<latexit sha1_base64="bK4+nhn7oU3YYyhVo5EZyU+FSEc=">AAAB/3icbVC7SgNBFL0bXzG+opY2g0GwCruiaBmwsYxgHpAs4e5kNhkyM7vMzAohpPAXbLW3E1s/xdYvcZJsoYkHLhzOuZdzOVEquLG+/+UV1tY3NreK26Wd3b39g/LhUdMkmaasQROR6HaEhgmuWMNyK1g71QxlJFgrGt3O/NYj04Yn6sGOUxZKHCgec4rWSe0uinSIvaBXrvhVfw6ySoKcVCBHvVf+7vYTmkmmLBVoTCfwUxtOUFtOBZuWuplhKdIRDljHUYWSmXAy/3dKzpzSJ3Gi3ShL5urviwlKY8YycpsS7dAsezPxXy+SS8k2vgknXKWZZYouguNMEJuQWRmkzzWjVowdQaq5+53QIWqk1lVWcqUEyxWskuZFNbiq+veXlZqf11OEEziFcwjgGmpwB3VoAAUBz/ACr96T9+a9ex+L1YKX3xzDH3ifPxEAllQ=</latexit>↵1
<latexit sha1_base64="Fhb/61+LDATX6XdJXhuvKk22xJE=">AAAB/3icbVC7SgNBFL3rM8ZX1NJmMAhWYTcoWgZsLCOYByRLuDuZTYbMzC4zs0IIKfwFW+3txNZPsfVLnCRbaOKBC4dz7uVcTpQKbqzvf3lr6xubW9uFneLu3v7BYenouGmSTFPWoIlIdDtCwwRXrGG5FaydaoYyEqwVjW5nfuuRacMT9WDHKQslDhSPOUXrpHYXRTrEXrVXKvsVfw6ySoKclCFHvVf67vYTmkmmLBVoTCfwUxtOUFtOBZsWu5lhKdIRDljHUYWSmXAy/3dKzp3SJ3Gi3ShL5urviwlKY8YycpsS7dAsezPxXy+SS8k2vgknXKWZZYouguNMEJuQWRmkzzWjVowdQaq5+53QIWqk1lVWdKUEyxWskma1ElxV/PvLcs3P6ynAKZzBBQRwDTW4gzo0gIKAZ3iBV+/Je/PevY/F6pqX35zAH3ifPxKUllU=</latexit>↵2

<latexit sha1_base64="+Ww6UsYPhrUkq4ddMMTj3ZNW3CE=">AAAB/3icbVC7SgNBFL0bXzG+opY2g0GwCrs+0DJgYxnBxECyhLuT2WTIzOwyMyuEkMJfsNXeTmz9FFu/xEmyhSYeuHA4517O5USp4Mb6/pdXWFldW98obpa2tnd298r7B02TZJqyBk1EolsRGia4Yg3LrWCtVDOUkWAP0fBm6j88Mm14ou7tKGWhxL7iMadondTqoEgH2D3vlit+1Z+BLJMgJxXIUe+Wvzu9hGaSKUsFGtMO/NSGY9SWU8EmpU5mWIp0iH3WdlShZCYcz/6dkBOn9EicaDfKkpn6+2KM0piRjNymRDswi95U/NeL5EKyja/DMVdpZpmi8+A4E8QmZFoG6XHNqBUjR5Bq7n4ndIAaqXWVlVwpwWIFy6R5Vg0uq/7dRaXm5/UU4QiO4RQCuIIa3EIdGkBBwDO8wKv35L15797HfLXg5TeH8Afe5w8UKJZW</latexit>↵3
<latexit sha1_base64="TXsAWvRfOwwIQQAacLsnjxIebNQ=">AAAB+HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKcyKoseAF48JmAckS5id9CZDZnaXmVkhhnyBV717E6/+jVe/xEmyB40WNBRV3VRTYSqFsZR+eoW19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjUMkmmOTZ5IhPdCZlBKWJsWmEldlKNTIUS2+H4du63H1AbkcT3dpJioNgwFpHgzDqpQfvlCq3SBchf4uekAjnq/fJXb5DwTGFsuWTGdH2a2mDKtBVc4qzUywymjI/ZELuOxkyhCaaLR2fkzCkDEiXaTWzJQv15MWXKmIkK3aZidmRWvbn4rxeqlWQb3QRTEaeZxZgvg6NMEpuQeQtkIDRyKyeOMK6F+53wEdOMW9dVyZXir1bwl7Quqv5VlTYuKzWa11OEEziFc/DhGmpwB3VoAgeEJ3iGF+/Re/XevPflasHLb47hF7yPb6ipk0w=</latexit>

0

<latexit sha1_base64="9itHUYhEVi54JwXyLJ+QKshTIGQ=">AAAB+HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKeyKoseAF48JmAckS5id9CZDZmaXmVkhhnyBV717E6/+jVe/xEmyB40WNBRV3VRTUSq4sb7/6RXW1jc2t4rbpZ3dvf2D8uFRyySZZthkiUh0J6IGBVfYtNwK7KQaqYwEtqPx7dxvP6A2PFH3dpJiKOlQ8Zgzap3UCPrlil/1FyB/SZCTCuSo98tfvUHCMonKMkGN6QZ+asMp1ZYzgbNSLzOYUjamQ+w6qqhEE04Xj87ImVMGJE60G2XJQv15MaXSmImM3KakdmRWvbn4rxfJlWQb34RTrtLMomLL4DgTxCZk3gIZcI3MiokjlGnufidsRDVl1nVVcqUEqxX8Ja2LanBV9RuXlZqf11OEEziFcwjgGmpwB3VoAgOEJ3iGF+/Re/XevPflasHLb47hF7yPb6o9k00=</latexit>

1

<latexit sha1_base64="9itHUYhEVi54JwXyLJ+QKshTIGQ=">AAAB+HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKeyKoseAF48JmAckS5id9CZDZmaXmVkhhnyBV717E6/+jVe/xEmyB40WNBRV3VRTUSq4sb7/6RXW1jc2t4rbpZ3dvf2D8uFRyySZZthkiUh0J6IGBVfYtNwK7KQaqYwEtqPx7dxvP6A2PFH3dpJiKOlQ8Zgzap3UCPrlil/1FyB/SZCTCuSo98tfvUHCMonKMkGN6QZ+asMp1ZYzgbNSLzOYUjamQ+w6qqhEE04Xj87ImVMGJE60G2XJQv15MaXSmImM3KakdmRWvbn4rxfJlWQb34RTrtLMomLL4DgTxCZk3gIZcI3MiokjlGnufidsRDVl1nVVcqUEqxX8Ja2LanBV9RuXlZqf11OEEziFcwjgGmpwB3VoAgOEJ3iGF+/Re/XevPflasHLb47hF7yPb6o9k00=</latexit>

1

<latexit sha1_base64="g36r9cRIkGRdPt1/r64iOwCL4kg=">AAAB/XicbVDLSgMxFL1TX7W+qi7dBItQQcqMKLosuHFZwT6gHUomzbSxSWZIMuIwFH/Bre7diVu/xa1fYtrOQqsHLhzOuZdzOUHMmTau++kUlpZXVteK66WNza3tnfLuXktHiSK0SSIeqU6ANeVM0qZhhtNOrCgWAaftYHw19dv3VGkWyVuTxtQXeChZyAg2VmqF1YeT9Lhfrrg1dwb0l3g5qUCORr/81RtEJBFUGsKx1l3PjY2fYWUY4XRS6iWaxpiM8ZB2LZVYUO1ns28n6MgqAxRGyo40aKb+vMiw0DoVgd0U2Iz0ojcV//UCsZBswks/YzJODJVkHhwmHJkITatAA6YoMTy1BBPF7O+IjLDCxNjCSrYUb7GCv6R1WvPOa+7NWaXu5vUU4QAOoQoeXEAdrqEBTSBwB0/wDC/Oo/PqvDnv89WCk9/swy84H9/9VZUi</latexit>

f(x, y)

<latexit sha1_base64="09SwJieMD8YWpOW9QUzvcGOsCO4=">AAAB+HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKeyKoseAF48JmAckS5id9CZDZnaXmVkxLvkCr3r3Jl79G69+iZNkD5pY0FBUdVNNBYng2rjul1NYW9/Y3Cpul3Z29/YPyodHLR2nimGTxSJWnYBqFDzCpuFGYCdRSGUgsB2Mb2d++wGV5nF0byYJ+pIOIx5yRo2VGo/9csWtunOQVeLlpAI56v3yd28Qs1RiZJigWnc9NzF+RpXhTOC01Es1JpSN6RC7lkZUovaz+aNTcmaVAQljZScyZK7+vsio1HoiA7spqRnpZW8m/usFcinZhDd+xqMkNRixRXCYCmJiMmuBDLhCZsTEEsoUt78TNqKKMmO7KtlSvOUKVknroupdVd3GZaXm5vUU4QRO4Rw8uIYa3EEdmsAA4Rle4NV5ct6cd+djsVpw8ptj+APn8wcaWJOU</latexit>x

<latexit sha1_base64="zZf13vOa9W4PlHVEwSVs4a4o9cg=">AAAB+HicbVDLSsNAFL2pr1pfVZduBovgqiSi6LLgxmUL9gFtKJPpTTt0JgkzEyGGfoFb3bsTt/6NW7/EaZuFVg9cOJxzL+dygkRwbVz30ymtrW9sbpW3Kzu7e/sH1cOjjo5TxbDNYhGrXkA1Ch5h23AjsJcopDIQ2A2mt3O/+4BK8zi6N1mCvqTjiIecUWOlVjas1ty6uwD5S7yC1KBAc1j9GoxilkqMDBNU677nJsbPqTKcCZxVBqnGhLIpHWPf0ohK1H6+eHRGzqwyImGs7ESGLNSfFzmVWmcysJuSmole9ebiv14gV5JNeOPnPEpSgxFbBoepICYm8xbIiCtkRmSWUKa4/Z2wCVWUGdtVxZbirVbwl3Qu6t5V3W1d1hpuUU8ZTuAUzsGDa2jAHTShDQwQnuAZXpxH59V5c96XqyWnuDmGX3A+vgEb7JOV</latexit>y

n Se puede aproximar cualquier función medible por una constante a tramos

⇒ Podemos aproximar cualquier f−random graph (en distribución) con un SBM

⇒ Peeeero el número de bloques Q puede ser enorme...
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Ejemplo: grafones SBM

n El modelo f−random incluye a SBM (paramétrico). ¾Cómo?
(i) Partimos [0, 1] en Q sub-intervalos de largo α1, . . . , αQ
(ii) Tomamos el producto cartesiano para partir [0, 1]2 en Q2 bloques
(iii) De�nimos f para ser constante a tramos en los bloques: el bloque qr tiene �altura� πqr

<latexit sha1_base64="m9pRDC1qXWeyfbku8VESh6VAO7M=">AAAB+nicbVC7SgNBFL0bXzG+opY2g0GwCrsxoo0QsLFM0DwgWcLsZDYZMjO7zMwKYc0n2GpvJ7b+jK1f4iTZQhMPXDiccy/ncoKYM21c98vJra1vbG7ltws7u3v7B8XDo5aOEkVok0Q8Up0Aa8qZpE3DDKedWFEsAk7bwfh25rcfqdIskg9mElNf4KFkISPYWOm+cXPRL5bcsjsHWiVeRkqQod4vfvcGEUkElYZwrHXXc2Pjp1gZRjidFnqJpjEmYzykXUslFlT76fzVKTqzygCFkbIjDZqrvy9SLLSeiMBuCmxGetmbif96gVhKNuG1nzIZJ4ZKsggOE45MhGY9oAFTlBg+sQQTxezviIywwsTYtgq2FG+5glXSqpS9y7LbqJZqlayePJzAKZyDB1dQgzuoQxMIDOEZXuDVeXLenHfnY7Gac7KbY/gD5/MH2O+T8w==</latexit>

Q = 3

<latexit sha1_base64="bK4+nhn7oU3YYyhVo5EZyU+FSEc=">AAAB/3icbVC7SgNBFL0bXzG+opY2g0GwCruiaBmwsYxgHpAs4e5kNhkyM7vMzAohpPAXbLW3E1s/xdYvcZJsoYkHLhzOuZdzOVEquLG+/+UV1tY3NreK26Wd3b39g/LhUdMkmaasQROR6HaEhgmuWMNyK1g71QxlJFgrGt3O/NYj04Yn6sGOUxZKHCgec4rWSe0uinSIvaBXrvhVfw6ySoKcVCBHvVf+7vYTmkmmLBVoTCfwUxtOUFtOBZuWuplhKdIRDljHUYWSmXAy/3dKzpzSJ3Gi3ShL5urviwlKY8YycpsS7dAsezPxXy+SS8k2vgknXKWZZYouguNMEJuQWRmkzzWjVowdQaq5+53QIWqk1lVWcqUEyxWskuZFNbiq+veXlZqf11OEEziFcwjgGmpwB3VoAAUBz/ACr96T9+a9ex+L1YKX3xzDH3ifPxEAllQ=</latexit>↵1

<latexit sha1_base64="+Ww6UsYPhrUkq4ddMMTj3ZNW3CE=">AAAB/3icbVC7SgNBFL0bXzG+opY2g0GwCrs+0DJgYxnBxECyhLuT2WTIzOwyMyuEkMJfsNXeTmz9FFu/xEmyhSYeuHA4517O5USp4Mb6/pdXWFldW98obpa2tnd298r7B02TZJqyBk1EolsRGia4Yg3LrWCtVDOUkWAP0fBm6j88Mm14ou7tKGWhxL7iMadondTqoEgH2D3vlit+1Z+BLJMgJxXIUe+Wvzu9hGaSKUsFGtMO/NSGY9SWU8EmpU5mWIp0iH3WdlShZCYcz/6dkBOn9EicaDfKkpn6+2KM0piRjNymRDswi95U/NeL5EKyja/DMVdpZpmi8+A4E8QmZFoG6XHNqBUjR5Bq7n4ndIAaqXWVlVwpwWIFy6R5Vg0uq/7dRaXm5/UU4QiO4RQCuIIa3EIdGkBBwDO8wKv35L15797HfLXg5TeH8Afe5w8UKJZW</latexit>↵3

<latexit sha1_base64="m0/ZeZMGkpSUPdXw82Ok+ddfvkU=">AAAB/3icbVC7SgNBFL0bXzG+opY2g0GwCruiaBmwsYxgHpAsYXZykwyZmV1mZoWwpPAXbLW3E1s/xdYvcZJsoYkHLhzOuZdzOVEiuLG+/+UV1tY3NreK26Wd3b39g/LhUdPEqWbYYLGIdTuiBgVX2LDcCmwnGqmMBLai8e3Mbz2iNjxWD3aSYCjpUPEBZ9Q6qd1NeC8LgmmvXPGr/hxklQQ5qUCOeq/83e3HLJWoLBPUmE7gJzbMqLacCZyWuqnBhLIxHWLHUUUlmjCb/zslZ07pk0Gs3ShL5urvi4xKYyYycpuS2pFZ9mbiv14kl5Lt4CbMuEpSi4otggepIDYmszJIn2tkVkwcoUxz9zthI6ops66ykislWK5glTQvqsFV1b+/rNT8vJ4inMApnEMA11CDO6hDAxgIeIYXePWevDfv3ftYrBa8/OYY/sD7/AEKYpZQ</latexit>⇡11

<latexit sha1_base64="XTkw8/KFWWrsLmqgGkDbFZ3o55g=">AAAB/3icbVC7SgNBFL3rM8ZX1NJmMAhWYTcoWgZsLCOYByRLmJ3cJENmZpeZWSEsKfwFW+3txNZPsfVLnCRbaOKBC4dz7uVcTpQIbqzvf3lr6xubW9uFneLu3v7BYenouGniVDNssFjEuh1Rg4IrbFhuBbYTjVRGAlvR+Hbmtx5RGx6rBztJMJR0qPiAM2qd1O4mvJdVq9NeqexX/DnIKglyUoYc9V7pu9uPWSpRWSaoMZ3AT2yYUW05EzgtdlODCWVjOsSOo4pKNGE2/3dKzp3SJ4NYu1GWzNXfFxmVxkxk5DYltSOz7M3Ef71ILiXbwU2YcZWkFhVbBA9SQWxMZmWQPtfIrJg4Qpnm7nfCRlRTZl1lRVdKsFzBKmlWK8FVxb+/LNf8vJ4CnMIZXEAA11CDO6hDAxgIeIYXePWevDfv3ftYrK55+c0J/IH3+QMNjZZS</latexit>⇡22

<latexit sha1_base64="vO+uddMuyvKKQWH3pA4dLHkeetg=">AAAB/3icbVC7SgNBFL0bXzG+opY2g0GwCrNG0TJgYxnBPCBZwuxkNhkyM7vMzAphSeEv2GpvJ7Z+iq1f4iTZQhMPXDiccy/ncsJEcGMx/vIKa+sbm1vF7dLO7t7+QfnwqGXiVFPWpLGIdSckhgmuWNNyK1gn0YzIULB2OL6d+e1Hpg2P1YOdJCyQZKh4xCmxTur0Et7ParVpv1zBVTwHWiV+TiqQo9Evf/cGMU0lU5YKYkzXx4kNMqItp4JNS73UsITQMRmyrqOKSGaCbP7vFJ05ZYCiWLtRFs3V3xcZkcZMZOg2JbEjs+zNxH+9UC4l2+gmyLhKUssUXQRHqUA2RrMy0IBrRq2YOEKo5u53REdEE2pdZSVXir9cwSppXVT9qyq+v6zUcV5PEU7gFM7Bh2uowx00oAkUBDzDC7x6T96b9+59LFYLXn5zDH/gff4AELiWVA==</latexit>⇡33

<latexit sha1_base64="Bvi+Irg6dRnHBfOKmcbTf+Jw2VY=">AAAB/3icbVC7SgNBFL3rM8ZX1NJmMAhWYTcoWgZsLCOYByRLmJ3cJENmZpeZWSEsKfwFW+3txNZPsfVLnCRbaOKBC4dz7uVcTpQIbqzvf3lr6xubW9uFneLu3v7BYenouGniVDNssFjEuh1Rg4IrbFhuBbYTjVRGAlvR+Hbmtx5RGx6rBztJMJR0qPiAM2qd1O4mvJcF1WmvVPYr/hxklQQ5KUOOeq/03e3HLJWoLBPUmE7gJzbMqLacCZwWu6nBhLIxHWLHUUUlmjCb/zsl507pk0Gs3ShL5urvi4xKYyYycpuS2pFZ9mbiv14kl5Lt4CbMuEpSi4otggepIDYmszJIn2tkVkwcoUxz9zthI6ops66yoislWK5glTSrleCq4t9flmt+Xk8BTuEMLiCAa6jBHdShAQwEPMMLvHpP3pv37n0sVte8/OYE/sD7/AEL95ZR</latexit>⇡12

<latexit sha1_base64="CWf9eEONCNqfsFnrizrdIIvWofM=">AAAB/3icbVC7SgNBFL3rM8ZX1NJmMAhWYTcoWgZsLCOYByRLmJ3cJENmZpeZWSEsKfwFW+3txNZPsfVLnCRbaOKBC4dz7uVcTpQIbqzvf3lr6xubW9uFneLu3v7BYenouGniVDNssFjEuh1Rg4IrbFhuBbYTjVRGAlvR+Hbmtx5RGx6rBztJMJR0qPiAM2qd1O4mvJdVg2mvVPYr/hxklQQ5KUOOeq/03e3HLJWoLBPUmE7gJzbMqLacCZwWu6nBhLIxHWLHUUUlmjCb/zsl507pk0Gs3ShL5urvi4xKYyYycpuS2pFZ9mbiv14kl5Lt4CbMuEpSi4otggepIDYmszJIn2tkVkwcoUxz9zthI6ops66yoislWK5glTSrleCq4t9flmt+Xk8BTuEMLiCAa6jBHdShAQwEPMMLvHpP3pv37n0sVte8/OYE/sD7/AEL+JZR</latexit>⇡21

<latexit sha1_base64="sMGgcEHI0jRYnESLIqWzXBr6s70=">AAAB/3icbVC7SgNBFL0bXzG+opY2g0GwCrs+0DJgYxnBxECyhNnJJBkyM7vM3BXCksJfsNXeTmz9FFu/xEmyhSYeuHA4517O5USJFBZ9/8srrKyurW8UN0tb2zu7e+X9g6aNU8N4g8UyNq2IWi6F5g0UKHkrMZyqSPKHaHQz9R8eubEi1vc4Tnio6ECLvmAUndTqJKKbBeeTbrniV/0ZyDIJclKBHPVu+bvTi1mquEYmqbXtwE8wzKhBwSSflDqp5QllIzrgbUc1VdyG2ezfCTlxSo/0Y+NGI5mpvy8yqqwdq8htKopDu+hNxX+9SC0kY/86zIROUuSazYP7qSQYk2kZpCcMZyjHjlBmhPudsCE1lKGrrORKCRYrWCbNs2pwWfXvLio1P6+nCEdwDKcQwBXU4Bbq0AAGEp7hBV69J+/Ne/c+5qsFL785hD/wPn8ADYyWUg==</latexit>⇡13

<latexit sha1_base64="LkRJNIihGaXeG8KJLP3Xk7p0HWs=">AAAB/3icbVC7SgNBFL0bXzG+opY2g0GwCrs+0DJgYxnBxECyhNnJJBkyM7vM3BXCksJfsNXeTmz9FFu/xEmyhSYeuHA4517O5USJFBZ9/8srrKyurW8UN0tb2zu7e+X9g6aNU8N4g8UyNq2IWi6F5g0UKHkrMZyqSPKHaHQz9R8eubEi1vc4Tnio6ECLvmAUndTqJKKbnQeTbrniV/0ZyDIJclKBHPVu+bvTi1mquEYmqbXtwE8wzKhBwSSflDqp5QllIzrgbUc1VdyG2ezfCTlxSo/0Y+NGI5mpvy8yqqwdq8htKopDu+hNxX+9SC0kY/86zIROUuSazYP7qSQYk2kZpCcMZyjHjlBmhPudsCE1lKGrrORKCRYrWCbNs2pwWfXvLio1P6+nCEdwDKcQwBXU4Bbq0AAGEp7hBV69J+/Ne/c+5qsFL785hD/wPn8ADY6WUg==</latexit>⇡31
<latexit sha1_base64="EtBCYl4WyKk5kq0dog4HpasLANc=">AAAB/3icbVC7SgNBFL0bXzG+opY2g0GwCrNR0TJgYxnBPCBZwuxkNhkyM7vMzAphSeEv2GpvJ7Z+iq1f4iTZQhMPXDiccy/ncsJEcGMx/vIKa+sbm1vF7dLO7t7+QfnwqGXiVFPWpLGIdSckhgmuWNNyK1gn0YzIULB2OL6d+e1Hpg2P1YOdJCyQZKh4xCmxTur0Et7PLmrTfrmCq3gOtEr8nFQgR6Nf/u4NYppKpiwVxJiujxMbZERbTgWblnqpYQmhYzJkXUcVkcwE2fzfKTpzygBFsXajLJqrvy8yIo2ZyNBtSmJHZtmbif96oVxKttFNkHGVpJYpugiOUoFsjGZloAHXjFoxcYRQzd3viI6IJtS6ykquFH+5glXSqlX9qyq+v6zUcV5PEU7gFM7Bh2uowx00oAkUBDzDC7x6T96b9+59LFYLXn5zDH/gff4ADyOWUw==</latexit>⇡32

<latexit sha1_base64="bw0fmPSR4Dg+MHFyBs2T9FHztB8=">AAAB/3icbVC7SgNBFL0bXzG+opY2g0GwCrNR0TJgYxnBPCBZwuxkNhkyM7vMzAphSeEv2GpvJ7Z+iq1f4iTZQhMPXDiccy/ncsJEcGMx/vIKa+sbm1vF7dLO7t7+QfnwqGXiVFPWpLGIdSckhgmuWNNyK1gn0YzIULB2OL6d+e1Hpg2P1YOdJCyQZKh4xCmxTur0Et7PahfTfrmCq3gOtEr8nFQgR6Nf/u4NYppKpiwVxJiujxMbZERbTgWblnqpYQmhYzJkXUcVkcwE2fzfKTpzygBFsXajLJqrvy8yIo2ZyNBtSmJHZtmbif96oVxKttFNkHGVpJYpugiOUoFsjGZloAHXjFoxcYRQzd3viI6IJtS6ykquFH+5glXSqlX9qyq+v6zUcV5PEU7gFM7Bh2uowx00oAkUBDzDC7x6T96b9+59LFYLXn5zDH/gff4ADyKWUw==</latexit>⇡23

<latexit sha1_base64="Fhb/61+LDATX6XdJXhuvKk22xJE=">AAAB/3icbVC7SgNBFL3rM8ZX1NJmMAhWYTcoWgZsLCOYByRLuDuZTYbMzC4zs0IIKfwFW+3txNZPsfVLnCRbaOKBC4dz7uVcTpQKbqzvf3lr6xubW9uFneLu3v7BYenouGmSTFPWoIlIdDtCwwRXrGG5FaydaoYyEqwVjW5nfuuRacMT9WDHKQslDhSPOUXrpHYXRTrEXrVXKvsVfw6ySoKclCFHvVf67vYTmkmmLBVoTCfwUxtOUFtOBZsWu5lhKdIRDljHUYWSmXAy/3dKzp3SJ3Gi3ShL5urviwlKY8YycpsS7dAsezPxXy+SS8k2vgknXKWZZYouguNMEJuQWRmkzzWjVowdQaq5+53QIWqk1lVWdKUEyxWskma1ElxV/PvLcs3P6ynAKZzBBQRwDTW4gzo0gIKAZ3iBV+/Je/PevY/F6pqX35zAH3ifPxKUllU=</latexit>↵2

<latexit sha1_base64="bK4+nhn7oU3YYyhVo5EZyU+FSEc=">AAAB/3icbVC7SgNBFL0bXzG+opY2g0GwCruiaBmwsYxgHpAs4e5kNhkyM7vMzAohpPAXbLW3E1s/xdYvcZJsoYkHLhzOuZdzOVEquLG+/+UV1tY3NreK26Wd3b39g/LhUdMkmaasQROR6HaEhgmuWMNyK1g71QxlJFgrGt3O/NYj04Yn6sGOUxZKHCgec4rWSe0uinSIvaBXrvhVfw6ySoKcVCBHvVf+7vYTmkmmLBVoTCfwUxtOUFtOBZuWuplhKdIRDljHUYWSmXAy/3dKzpzSJ3Gi3ShL5urviwlKY8YycpsS7dAsezPxXy+SS8k2vgknXKWZZYouguNMEJuQWRmkzzWjVowdQaq5+53QIWqk1lVWcqUEyxWskuZFNbiq+veXlZqf11OEEziFcwjgGmpwB3VoAAUBz/ACr96T9+a9ex+L1YKX3xzDH3ifPxEAllQ=</latexit>↵1
<latexit sha1_base64="Fhb/61+LDATX6XdJXhuvKk22xJE=">AAAB/3icbVC7SgNBFL3rM8ZX1NJmMAhWYTcoWgZsLCOYByRLuDuZTYbMzC4zs0IIKfwFW+3txNZPsfVLnCRbaOKBC4dz7uVcTpQKbqzvf3lr6xubW9uFneLu3v7BYenouGmSTFPWoIlIdDtCwwRXrGG5FaydaoYyEqwVjW5nfuuRacMT9WDHKQslDhSPOUXrpHYXRTrEXrVXKvsVfw6ySoKclCFHvVf67vYTmkmmLBVoTCfwUxtOUFtOBZsWu5lhKdIRDljHUYWSmXAy/3dKzp3SJ3Gi3ShL5urviwlKY8YycpsS7dAsezPxXy+SS8k2vgknXKWZZYouguNMEJuQWRmkzzWjVowdQaq5+53QIWqk1lVWdKUEyxWskma1ElxV/PvLcs3P6ynAKZzBBQRwDTW4gzo0gIKAZ3iBV+/Je/PevY/F6pqX35zAH3ifPxKUllU=</latexit>↵2

<latexit sha1_base64="+Ww6UsYPhrUkq4ddMMTj3ZNW3CE=">AAAB/3icbVC7SgNBFL0bXzG+opY2g0GwCrs+0DJgYxnBxECyhLuT2WTIzOwyMyuEkMJfsNXeTmz9FFu/xEmyhSYeuHA4517O5USp4Mb6/pdXWFldW98obpa2tnd298r7B02TZJqyBk1EolsRGia4Yg3LrWCtVDOUkWAP0fBm6j88Mm14ou7tKGWhxL7iMadondTqoEgH2D3vlit+1Z+BLJMgJxXIUe+Wvzu9hGaSKUsFGtMO/NSGY9SWU8EmpU5mWIp0iH3WdlShZCYcz/6dkBOn9EicaDfKkpn6+2KM0piRjNymRDswi95U/NeL5EKyja/DMVdpZpmi8+A4E8QmZFoG6XHNqBUjR5Bq7n4ndIAaqXWVlVwpwWIFy6R5Vg0uq/7dRaXm5/UU4QiO4RQCuIIa3EIdGkBBwDO8wKv35L15797HfLXg5TeH8Afe5w8UKJZW</latexit>↵3
<latexit sha1_base64="TXsAWvRfOwwIQQAacLsnjxIebNQ=">AAAB+HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKcyKoseAF48JmAckS5id9CZDZnaXmVkhhnyBV717E6/+jVe/xEmyB40WNBRV3VRTYSqFsZR+eoW19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjUMkmmOTZ5IhPdCZlBKWJsWmEldlKNTIUS2+H4du63H1AbkcT3dpJioNgwFpHgzDqpQfvlCq3SBchf4uekAjnq/fJXb5DwTGFsuWTGdH2a2mDKtBVc4qzUywymjI/ZELuOxkyhCaaLR2fkzCkDEiXaTWzJQv15MWXKmIkK3aZidmRWvbn4rxeqlWQb3QRTEaeZxZgvg6NMEpuQeQtkIDRyKyeOMK6F+53wEdOMW9dVyZXir1bwl7Quqv5VlTYuKzWa11OEEziFc/DhGmpwB3VoAgeEJ3iGF+/Re/XevPflasHLb47hF7yPb6ipk0w=</latexit>

0

<latexit sha1_base64="9itHUYhEVi54JwXyLJ+QKshTIGQ=">AAAB+HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKeyKoseAF48JmAckS5id9CZDZmaXmVkhhnyBV717E6/+jVe/xEmyB40WNBRV3VRTUSq4sb7/6RXW1jc2t4rbpZ3dvf2D8uFRyySZZthkiUh0J6IGBVfYtNwK7KQaqYwEtqPx7dxvP6A2PFH3dpJiKOlQ8Zgzap3UCPrlil/1FyB/SZCTCuSo98tfvUHCMonKMkGN6QZ+asMp1ZYzgbNSLzOYUjamQ+w6qqhEE04Xj87ImVMGJE60G2XJQv15MaXSmImM3KakdmRWvbn4rxfJlWQb34RTrtLMomLL4DgTxCZk3gIZcI3MiokjlGnufidsRDVl1nVVcqUEqxX8Ja2LanBV9RuXlZqf11OEEziFcwjgGmpwB3VoAgOEJ3iGF+/Re/XevPflasHLb47hF7yPb6o9k00=</latexit>

1

<latexit sha1_base64="9itHUYhEVi54JwXyLJ+QKshTIGQ=">AAAB+HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKeyKoseAF48JmAckS5id9CZDZmaXmVkhhnyBV717E6/+jVe/xEmyB40WNBRV3VRTUSq4sb7/6RXW1jc2t4rbpZ3dvf2D8uFRyySZZthkiUh0J6IGBVfYtNwK7KQaqYwEtqPx7dxvP6A2PFH3dpJiKOlQ8Zgzap3UCPrlil/1FyB/SZCTCuSo98tfvUHCMonKMkGN6QZ+asMp1ZYzgbNSLzOYUjamQ+w6qqhEE04Xj87ImVMGJE60G2XJQv15MaXSmImM3KakdmRWvbn4rxfJlWQb34RTrtLMomLL4DgTxCZk3gIZcI3MiokjlGnufidsRDVl1nVVcqUEqxX8Ja2LanBV9RuXlZqf11OEEziFcwjgGmpwB3VoAgOEJ3iGF+/Re/XevPflasHLb47hF7yPb6o9k00=</latexit>

1

<latexit sha1_base64="g36r9cRIkGRdPt1/r64iOwCL4kg=">AAAB/XicbVDLSgMxFL1TX7W+qi7dBItQQcqMKLosuHFZwT6gHUomzbSxSWZIMuIwFH/Bre7diVu/xa1fYtrOQqsHLhzOuZdzOUHMmTau++kUlpZXVteK66WNza3tnfLuXktHiSK0SSIeqU6ANeVM0qZhhtNOrCgWAaftYHw19dv3VGkWyVuTxtQXeChZyAg2VmqF1YeT9Lhfrrg1dwb0l3g5qUCORr/81RtEJBFUGsKx1l3PjY2fYWUY4XRS6iWaxpiM8ZB2LZVYUO1ns28n6MgqAxRGyo40aKb+vMiw0DoVgd0U2Iz0ojcV//UCsZBswks/YzJODJVkHhwmHJkITatAA6YoMTy1BBPF7O+IjLDCxNjCSrYUb7GCv6R1WvPOa+7NWaXu5vUU4QAOoQoeXEAdrqEBTSBwB0/wDC/Oo/PqvDnv89WCk9/swy84H9/9VZUi</latexit>

f(x, y)

<latexit sha1_base64="09SwJieMD8YWpOW9QUzvcGOsCO4=">AAAB+HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKeyKoseAF48JmAckS5id9CZDZnaXmVkxLvkCr3r3Jl79G69+iZNkD5pY0FBUdVNNBYng2rjul1NYW9/Y3Cpul3Z29/YPyodHLR2nimGTxSJWnYBqFDzCpuFGYCdRSGUgsB2Mb2d++wGV5nF0byYJ+pIOIx5yRo2VGo/9csWtunOQVeLlpAI56v3yd28Qs1RiZJigWnc9NzF+RpXhTOC01Es1JpSN6RC7lkZUovaz+aNTcmaVAQljZScyZK7+vsio1HoiA7spqRnpZW8m/usFcinZhDd+xqMkNRixRXCYCmJiMmuBDLhCZsTEEsoUt78TNqKKMmO7KtlSvOUKVknroupdVd3GZaXm5vUU4QRO4Rw8uIYa3EEdmsAA4Rle4NV5ct6cd+djsVpw8ptj+APn8wcaWJOU</latexit>x

<latexit sha1_base64="zZf13vOa9W4PlHVEwSVs4a4o9cg=">AAAB+HicbVDLSsNAFL2pr1pfVZduBovgqiSi6LLgxmUL9gFtKJPpTTt0JgkzEyGGfoFb3bsTt/6NW7/EaZuFVg9cOJxzL+dygkRwbVz30ymtrW9sbpW3Kzu7e/sH1cOjjo5TxbDNYhGrXkA1Ch5h23AjsJcopDIQ2A2mt3O/+4BK8zi6N1mCvqTjiIecUWOlVjas1ty6uwD5S7yC1KBAc1j9GoxilkqMDBNU677nJsbPqTKcCZxVBqnGhLIpHWPf0ohK1H6+eHRGzqwyImGs7ESGLNSfFzmVWmcysJuSmole9ebiv14gV5JNeOPnPEpSgxFbBoepICYm8xbIiCtkRmSWUKa4/Z2wCVWUGdtVxZbirVbwl3Qu6t5V3W1d1hpuUU8ZTuAUzsGDa2jAHTShDQwQnuAZXpxH59V5c96XqyWnuDmGX3A+vgEb7JOV</latexit>y

n Se puede aproximar cualquier función medible por una constante a tramos

⇒ Podemos aproximar cualquier f−random graph (en distribución) con un SBM

⇒ Peeeero el número de bloques Q puede ser enorme...
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Ejemplo: Generación de grafo

n Consideremos un grafo f−random con f(x, y) = mı́n(x, y) [Lovász'12]

⇒ La grá�ca de la izquierda muestra el grafón en escala de grises f

n Q: ¾Qué pinta tienen los grafos generados? Ejemplo con Nv = 40

n Grá�ca del centro muestra una realización de la matriz de adyacencia A

⇒ Dado sólo A, es imposible reconocer el origen del grafo

n Pero ordenando los vértices según la conectividad d(1), . . . , d(40) aparece un patrón

⇒ Parece posible una estimación no-paramétrica del grafón
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Intercambiabilidad de vértices

n Def: una matriz aleatoria A = [Aij ]i,j∈V es intercambiable en vértices si

Aσ := [Aσ(i)σ(j)]i,j∈V
D
= A para cada permutación σ : V 7→ V

<latexit sha1_base64="EpsSMcEPp/ZLYCv2l9HQm/9vb7g=">AAAB+HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBqPgKeyKoseAF48JmAckS5id9CZDZmeXmVkhLvkCr3r3Jl79G69+iZNkD5pY0FBUdVNNBYng2rjul1NYW9/Y3Cpul3Z29/YPyodHLR2nimGTxSJWnYBqFFxi03AjsJMopFEgsB2M72Z++xGV5rF8MJME/YgOJQ85o8ZKDa9frrhVdw6ySrycVCBHvV/+7g1ilkYoDRNU667nJsbPqDKcCZyWeqnGhLIxHWLXUkkj1H42f3RKzq0yIGGs7EhD5urvi4xGWk+iwG5G1Iz0sjcT//WCaCnZhLd+xmWSGpRsERymgpiYzFogA66QGTGxhDLF7e+EjaiizNiuSrYUb7mCVdK6rHrXVbdxVamd5fUU4QRO4QI8uIEa3EMdmsAA4Rle4NV5ct6cd+djsVpw8ptj+APn8wemoZNB</latexit>

1

<latexit sha1_base64="EpsSMcEPp/ZLYCv2l9HQm/9vb7g=">AAAB+HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBqPgKeyKoseAF48JmAckS5id9CZDZmeXmVkhLvkCr3r3Jl79G69+iZNkD5pY0FBUdVNNBYng2rjul1NYW9/Y3Cpul3Z29/YPyodHLR2nimGTxSJWnYBqFFxi03AjsJMopFEgsB2M72Z++xGV5rF8MJME/YgOJQ85o8ZKDa9frrhVdw6ySrycVCBHvV/+7g1ilkYoDRNU667nJsbPqDKcCZyWeqnGhLIxHWLXUkkj1H42f3RKzq0yIGGs7EhD5urvi4xGWk+iwG5G1Iz0sjcT//WCaCnZhLd+xmWSGpRsERymgpiYzFogA66QGTGxhDLF7e+EjaiizNiuSrYUb7mCVdK6rHrXVbdxVamd5fUU4QRO4QI8uIEa3EMdmsAA4Rle4NV5ct6cd+djsVpw8ptj+APn8wemoZNB</latexit>

1

<latexit sha1_base64="Z//IwEvDlIiKFJqKpyeSOUDJZ60=">AAAB+HicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBQ8hd2g6DHgxWMC5gHJEmYnvcmQmd1lZlaIS77Aq969iVf/xqtf4iTZgyYWNBRV3VRTQSK4Nq775aytb2xubRd2irt7+weHpaPjlo5TxbDJYhGrTkA1Ch5h03AjsJMopDIQ2A7GdzO//YhK8zh6MJMEfUmHEQ85o8ZKjWq/VHYr7hxklXg5KUOOer/03RvELJUYGSao1l3PTYyfUWU4Ezgt9lKNCWVjOsSupRGVqP1s/uiUXFhlQMJY2YkMmau/LzIqtZ7IwG5KakZ62ZuJ/3qBXEo24a2f8ShJDUZsERymgpiYzFogA66QGTGxhDLF7e+EjaiizNiuirYUb7mCVdKqVrzritu4KtfO83oKcApncAke3EAN7qEOTWCA8Awv8Oo8OW/Ou/OxWF1z8psT+APn8weoNZNC</latexit>

2
<latexit sha1_base64="Z//IwEvDlIiKFJqKpyeSOUDJZ60=">AAAB+HicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBQ8hd2g6DHgxWMC5gHJEmYnvcmQmd1lZlaIS77Aq969iVf/xqtf4iTZgyYWNBRV3VRTQSK4Nq775aytb2xubRd2irt7+weHpaPjlo5TxbDJYhGrTkA1Ch5h03AjsJMopDIQ2A7GdzO//YhK8zh6MJMEfUmHEQ85o8ZKjWq/VHYr7hxklXg5KUOOer/03RvELJUYGSao1l3PTYyfUWU4Ezgt9lKNCWVjOsSupRGVqP1s/uiUXFhlQMJY2YkMmau/LzIqtZ7IwG5KakZ62ZuJ/3qBXEo24a2f8ShJDUZsERymgpiYzFogA66QGTGxhDLF7e+EjaiizNiuirYUb7mCVdKqVrzritu4KtfO83oKcApncAke3EAN7qEOTWCA8Awv8Oo8OW/Ou/OxWF1z8psT+APn8weoNZNC</latexit>

2
<latexit sha1_base64="ji1OpNXkx6Qn2ZgukBNzJtqkWCg=">AAAB+HicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBQ8hV0f6DHgxWMC5gHJEmYnvcmQmd1lZlaIS77Aq969iVf/xqtf4iTZgyYWNBRV3VRTQSK4Nq775aysrq1vbBa2its7u3v7pYPDpo5TxbDBYhGrdkA1Ch5hw3AjsJ0opDIQ2ApGd1O/9YhK8zh6MOMEfUkHEQ85o8ZK9cteqexW3BnIMvFyUoYctV7pu9uPWSoxMkxQrTuemxg/o8pwJnBS7KYaE8pGdIAdSyMqUfvZ7NEJObNKn4SxshMZMlN/X2RUaj2Wgd2U1Az1ojcV//UCuZBswls/41GSGozYPDhMBTExmbZA+lwhM2JsCWWK298JG1JFmbFdFW0p3mIFy6R5UfGuK279qlw9zespwDGcwDl4cANVuIcaNIABwjO8wKvz5Lw5787HfHXFyW+O4A+czx+pyZND</latexit>

3<latexit sha1_base64="ji1OpNXkx6Qn2ZgukBNzJtqkWCg=">AAAB+HicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBQ8hV0f6DHgxWMC5gHJEmYnvcmQmd1lZlaIS77Aq969iVf/xqtf4iTZgyYWNBRV3VRTQSK4Nq775aysrq1vbBa2its7u3v7pYPDpo5TxbDBYhGrdkA1Ch5hw3AjsJ0opDIQ2ApGd1O/9YhK8zh6MOMEfUkHEQ85o8ZK9cteqexW3BnIMvFyUoYctV7pu9uPWSoxMkxQrTuemxg/o8pwJnBS7KYaE8pGdIAdSyMqUfvZ7NEJObNKn4SxshMZMlN/X2RUaj2Wgd2U1Az1ojcV//UCuZBswls/41GSGozYPDhMBTExmbZA+lwhM2JsCWWK298JG1JFmbFdFW0p3mIFy6R5UfGuK279qlw9zespwDGcwDl4cANVuIcaNIABwjO8wKvz5Lw5787HfHXFyW+O4A+czx+pyZND</latexit>

3

<latexit sha1_base64="ovoH66AztqEdwR8zyH+CzEf13UE=">AAAB9HicbVDLSgNBEOyNrxhf0auXwSh4Crui6DHgxWME84BkCbOT3mTIzOwyMyvEJV/gVe/evPo7Xv0SJ8keNFrQUFR1U01FqeDG+v6nV1pb39jcKm9Xdnb39g+qlcO2STLNsMUSkehuRA0KrrBluRXYTTVSGQnsRJPbud95RG14oh7sNMVQ0pHiMWfUOun+clCt+XV/AfKXBAWpQYHmoPrVHyYsk6gsE9SYXuCnNsyptpwJnFX6mcGUsgkdYc9RRSWaMF88OiNnThmSONFulCUL9edFTqUxUxm5TUnt2Kx6c/FfL5IryTa+CXOu0syiYsvgOBPEJmTeAhlyjcyKqSOUae5+J2xMNWXWdVVxpQSrFfwl7Yt6cFX3a43TopwyHMMJnEMA19CAO2hCCxggPMMLvHpP3pv3vlwsecXFEfyC9/ENJOuSCg==</latexit>

4
<latexit sha1_base64="ovoH66AztqEdwR8zyH+CzEf13UE=">AAAB9HicbVDLSgNBEOyNrxhf0auXwSh4Crui6DHgxWME84BkCbOT3mTIzOwyMyvEJV/gVe/evPo7Xv0SJ8keNFrQUFR1U01FqeDG+v6nV1pb39jcKm9Xdnb39g+qlcO2STLNsMUSkehuRA0KrrBluRXYTTVSGQnsRJPbud95RG14oh7sNMVQ0pHiMWfUOun+clCt+XV/AfKXBAWpQYHmoPrVHyYsk6gsE9SYXuCnNsyptpwJnFX6mcGUsgkdYc9RRSWaMF88OiNnThmSONFulCUL9edFTqUxUxm5TUnt2Kx6c/FfL5IryTa+CXOu0syiYsvgOBPEJmTeAhlyjcyKqSOUae5+J2xMNWXWdVVxpQSrFfwl7Yt6cFX3a43TopwyHMMJnEMA19CAO2hCCxggPMMLvHpP3pv3vlwsecXFEfyC9/ENJOuSCg==</latexit>

4

<latexit sha1_base64="2ka3MKPkJh1qJmsOlTx5i0YdjUc=">AAAB+HicbVBNS8NAFHypX7V+VT16CVbBU0nEoseCF48t2FpoQ9lsX9qlu5uwuxFq6C/wqndv4tV/49Vf4rbNQVsHHgwz7zGPCRPOtPG8L6ewtr6xuVXcLu3s7u0flA+P2jpOFcUWjXmsOiHRyJnElmGGYydRSETI8SEc3878h0dUmsXy3kwSDAQZShYxSoyVmrV+ueJVvTncVeLnpAI5Gv3yd28Q01SgNJQTrbu+l5ggI8owynFa6qUaE0LHZIhdSyURqINs/ujUPbfKwI1iZUcad67+vsiI0HoiQrspiBnpZW8m/uuFYinZRDdBxmSSGpR0ERyl3DWxO2vBHTCF1PCJJYQqZn936YgoQo3tqmRL8ZcrWCXty6pfq3rNq0r9LK+nCCdwChfgwzXU4Q4a0AIKCM/wAq/Ok/PmvDsfi9WCk98cwx84nz+s8ZNF</latexit>

5

<latexit sha1_base64="2ka3MKPkJh1qJmsOlTx5i0YdjUc=">AAAB+HicbVBNS8NAFHypX7V+VT16CVbBU0nEoseCF48t2FpoQ9lsX9qlu5uwuxFq6C/wqndv4tV/49Vf4rbNQVsHHgwz7zGPCRPOtPG8L6ewtr6xuVXcLu3s7u0flA+P2jpOFcUWjXmsOiHRyJnElmGGYydRSETI8SEc3878h0dUmsXy3kwSDAQZShYxSoyVmrV+ueJVvTncVeLnpAI5Gv3yd28Q01SgNJQTrbu+l5ggI8owynFa6qUaE0LHZIhdSyURqINs/ujUPbfKwI1iZUcad67+vsiI0HoiQrspiBnpZW8m/uuFYinZRDdBxmSSGpR0ERyl3DWxO2vBHTCF1PCJJYQqZn936YgoQo3tqmRL8ZcrWCXty6pfq3rNq0r9LK+nCCdwChfgwzXU4Q4a0AIKCM/wAq/Ok/PmvDsfi9WCk98cwx84nz+s8ZNF</latexit>

5
<latexit sha1_base64="ZCXTbBATqqBPV2wZIrNbvIdoP4U=">AAAB+HicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBQ8hV3xdQx48ZiAeUCyhNlJbzJkZneZmRXiki/wqndv4tW/8eqXOEn2oIkFDUVVN9VUkAiujet+OSura+sbm4Wt4vbO7t5+6eCwqeNUMWywWMSqHVCNgkfYMNwIbCcKqQwEtoLR3dRvPaLSPI4ezDhBX9JBxEPOqLFS/bpXKrsVdwayTLyclCFHrVf67vZjlkqMDBNU647nJsbPqDKcCZwUu6nGhLIRHWDH0ohK1H42e3RCzqzSJ2Gs7ESGzNTfFxmVWo9lYDclNUO96E3Ff71ALiSb8NbPeJSkBiM2Dw5TQUxMpi2QPlfIjBhbQpni9nfChlRRZmxXRVuKt1jBMmleVLyrilu/LFdP83oKcAwncA4e3EAV7qEGDWCA8Awv8Oo8OW/Ou/MxX11x8psj+APn8weuhZNG</latexit>

6

<latexit sha1_base64="ZCXTbBATqqBPV2wZIrNbvIdoP4U=">AAAB+HicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBQ8hV3xdQx48ZiAeUCyhNlJbzJkZneZmRXiki/wqndv4tW/8eqXOEn2oIkFDUVVN9VUkAiujet+OSura+sbm4Wt4vbO7t5+6eCwqeNUMWywWMSqHVCNgkfYMNwIbCcKqQwEtoLR3dRvPaLSPI4ezDhBX9JBxEPOqLFS/bpXKrsVdwayTLyclCFHrVf67vZjlkqMDBNU647nJsbPqDKcCZwUu6nGhLIRHWDH0ohK1H42e3RCzqzSJ2Gs7ESGzNTfFxmVWo9lYDclNUO96E3Ff71ALiSb8NbPeJSkBiM2Dw5TQUxMpi2QPlfIjBhbQpni9nfChlRRZmxXRVuKt1jBMmleVLyrilu/LFdP83oKcAwncA4e3EAV7qEGDWCA8Awv8Oo8OW/Ou/MxX11x8psj+APn8weuhZNG</latexit>

6
<latexit sha1_base64="OkQDYB7sYeNjgwI6fb5DnCYV0Fo=">AAAB+HicbVBNS8NAFHypX7V+VT16CVbBU0lEqceCF48t2FpoQ9lsX9qlu5uwuxFq6C/wqndv4tV/49Vf4rbNQVsHHgwz7zGPCRPOtPG8L6ewtr6xuVXcLu3s7u0flA+P2jpOFcUWjXmsOiHRyJnElmGGYydRSETI8SEc3878h0dUmsXy3kwSDAQZShYxSoyVmrV+ueJVvTncVeLnpAI5Gv3yd28Q01SgNJQTrbu+l5ggI8owynFa6qUaE0LHZIhdSyURqINs/ujUPbfKwI1iZUcad67+vsiI0HoiQrspiBnpZW8m/uuFYinZRDdBxmSSGpR0ERyl3DWxO2vBHTCF1PCJJYQqZn936YgoQo3tqmRL8ZcrWCXty6p/XfWaV5X6WV5PEU7gFC7AhxrU4Q4a0AIKCM/wAq/Ok/PmvDsfi9WCk98cwx84nz+wGZNH</latexit>

7

<latexit sha1_base64="OkQDYB7sYeNjgwI6fb5DnCYV0Fo=">AAAB+HicbVBNS8NAFHypX7V+VT16CVbBU0lEqceCF48t2FpoQ9lsX9qlu5uwuxFq6C/wqndv4tV/49Vf4rbNQVsHHgwz7zGPCRPOtPG8L6ewtr6xuVXcLu3s7u0flA+P2jpOFcUWjXmsOiHRyJnElmGGYydRSETI8SEc3878h0dUmsXy3kwSDAQZShYxSoyVmrV+ueJVvTncVeLnpAI5Gv3yd28Q01SgNJQTrbu+l5ggI8owynFa6qUaE0LHZIhdSyURqINs/ujUPbfKwI1iZUcad67+vsiI0HoiQrspiBnpZW8m/uuFYinZRDdBxmSSGpR0ERyl3DWxO2vBHTCF1PCJJYQqZn936YgoQo3tqmRL8ZcrWCXty6p/XfWaV5X6WV5PEU7gFC7AhxrU4Q4a0AIKCM/wAq/Ok/PmvDsfi9WCk98cwx84nz+wGZNH</latexit>

7

n Modelos intercambiables asignan la misma probabilidad a grafos isomorfos

⇒ Estos modelos son más naturales para grafos no etiquetados

n Como en SBMs, uno puede demostrar que los grafos f -random son intercambiables

n Notablemente, cada modelo intercamiable es una mezcla de grafos f -random

⇒ El teorema de Aldous-Hoover extiende el resultado sobre secuencias de de Finetti

D. J. Aldous, “Representations for partially exchangeable arrays of random variables,” Journal of Mulivariate Analysis, vol. 11, 1981
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Intercambiabilidad de vértices

n Def: una matriz aleatoria A = [Aij ]i,j∈V es intercambiable en vértices si

Aσ := [Aσ(i)σ(j)]i,j∈V
D
= A para cada permutación σ : V 7→ V

<latexit sha1_base64="EpsSMcEPp/ZLYCv2l9HQm/9vb7g=">AAAB+HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBqPgKeyKoseAF48JmAckS5id9CZDZmeXmVkhLvkCr3r3Jl79G69+iZNkD5pY0FBUdVNNBYng2rjul1NYW9/Y3Cpul3Z29/YPyodHLR2nimGTxSJWnYBqFFxi03AjsJMopFEgsB2M72Z++xGV5rF8MJME/YgOJQ85o8ZKDa9frrhVdw6ySrycVCBHvV/+7g1ilkYoDRNU667nJsbPqDKcCZyWeqnGhLIxHWLXUkkj1H42f3RKzq0yIGGs7EhD5urvi4xGWk+iwG5G1Iz0sjcT//WCaCnZhLd+xmWSGpRsERymgpiYzFogA66QGTGxhDLF7e+EjaiizNiuSrYUb7mCVdK6rHrXVbdxVamd5fUU4QRO4QI8uIEa3EMdmsAA4Rle4NV5ct6cd+djsVpw8ptj+APn8wemoZNB</latexit>

1

<latexit sha1_base64="EpsSMcEPp/ZLYCv2l9HQm/9vb7g=">AAAB+HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBqPgKeyKoseAF48JmAckS5id9CZDZmeXmVkhLvkCr3r3Jl79G69+iZNkD5pY0FBUdVNNBYng2rjul1NYW9/Y3Cpul3Z29/YPyodHLR2nimGTxSJWnYBqFFxi03AjsJMopFEgsB2M72Z++xGV5rF8MJME/YgOJQ85o8ZKDa9frrhVdw6ySrycVCBHvV/+7g1ilkYoDRNU667nJsbPqDKcCZyWeqnGhLIxHWLXUkkj1H42f3RKzq0yIGGs7EhD5urvi4xGWk+iwG5G1Iz0sjcT//WCaCnZhLd+xmWSGpRsERymgpiYzFogA66QGTGxhDLF7e+EjaiizNiuSrYUb7mCVdK6rHrXVbdxVamd5fUU4QRO4QI8uIEa3EMdmsAA4Rle4NV5ct6cd+djsVpw8ptj+APn8wemoZNB</latexit>

1

<latexit sha1_base64="Z//IwEvDlIiKFJqKpyeSOUDJZ60=">AAAB+HicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBQ8hd2g6DHgxWMC5gHJEmYnvcmQmd1lZlaIS77Aq969iVf/xqtf4iTZgyYWNBRV3VRTQSK4Nq775aytb2xubRd2irt7+weHpaPjlo5TxbDJYhGrTkA1Ch5h03AjsJMopDIQ2A7GdzO//YhK8zh6MJMEfUmHEQ85o8ZKjWq/VHYr7hxklXg5KUOOer/03RvELJUYGSao1l3PTYyfUWU4Ezgt9lKNCWVjOsSupRGVqP1s/uiUXFhlQMJY2YkMmau/LzIqtZ7IwG5KakZ62ZuJ/3qBXEo24a2f8ShJDUZsERymgpiYzFogA66QGTGxhDLF7e+EjaiizNiuirYUb7mCVdKqVrzritu4KtfO83oKcApncAke3EAN7qEOTWCA8Awv8Oo8OW/Ou/OxWF1z8psT+APn8weoNZNC</latexit>

2
<latexit sha1_base64="Z//IwEvDlIiKFJqKpyeSOUDJZ60=">AAAB+HicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBQ8hd2g6DHgxWMC5gHJEmYnvcmQmd1lZlaIS77Aq969iVf/xqtf4iTZgyYWNBRV3VRTQSK4Nq775aytb2xubRd2irt7+weHpaPjlo5TxbDJYhGrTkA1Ch5h03AjsJMopDIQ2A7GdzO//YhK8zh6MJMEfUmHEQ85o8ZKjWq/VHYr7hxklXg5KUOOer/03RvELJUYGSao1l3PTYyfUWU4Ezgt9lKNCWVjOsSupRGVqP1s/uiUXFhlQMJY2YkMmau/LzIqtZ7IwG5KakZ62ZuJ/3qBXEo24a2f8ShJDUZsERymgpiYzFogA66QGTGxhDLF7e+EjaiizNiuirYUb7mCVdKqVrzritu4KtfO83oKcApncAke3EAN7qEOTWCA8Awv8Oo8OW/Ou/OxWF1z8psT+APn8weoNZNC</latexit>

2
<latexit sha1_base64="ji1OpNXkx6Qn2ZgukBNzJtqkWCg=">AAAB+HicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBQ8hV0f6DHgxWMC5gHJEmYnvcmQmd1lZlaIS77Aq969iVf/xqtf4iTZgyYWNBRV3VRTQSK4Nq775aysrq1vbBa2its7u3v7pYPDpo5TxbDBYhGrdkA1Ch5hw3AjsJ0opDIQ2ApGd1O/9YhK8zh6MOMEfUkHEQ85o8ZK9cteqexW3BnIMvFyUoYctV7pu9uPWSoxMkxQrTuemxg/o8pwJnBS7KYaE8pGdIAdSyMqUfvZ7NEJObNKn4SxshMZMlN/X2RUaj2Wgd2U1Az1ojcV//UCuZBswls/41GSGozYPDhMBTExmbZA+lwhM2JsCWWK298JG1JFmbFdFW0p3mIFy6R5UfGuK279qlw9zespwDGcwDl4cANVuIcaNIABwjO8wKvz5Lw5787HfHXFyW+O4A+czx+pyZND</latexit>

3<latexit sha1_base64="ji1OpNXkx6Qn2ZgukBNzJtqkWCg=">AAAB+HicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBQ8hV0f6DHgxWMC5gHJEmYnvcmQmd1lZlaIS77Aq969iVf/xqtf4iTZgyYWNBRV3VRTQSK4Nq775aysrq1vbBa2its7u3v7pYPDpo5TxbDBYhGrdkA1Ch5hw3AjsJ0opDIQ2ApGd1O/9YhK8zh6MOMEfUkHEQ85o8ZK9cteqexW3BnIMvFyUoYctV7pu9uPWSoxMkxQrTuemxg/o8pwJnBS7KYaE8pGdIAdSyMqUfvZ7NEJObNKn4SxshMZMlN/X2RUaj2Wgd2U1Az1ojcV//UCuZBswls/41GSGozYPDhMBTExmbZA+lwhM2JsCWWK298JG1JFmbFdFW0p3mIFy6R5UfGuK279qlw9zespwDGcwDl4cANVuIcaNIABwjO8wKvz5Lw5787HfHXFyW+O4A+czx+pyZND</latexit>

3

<latexit sha1_base64="ovoH66AztqEdwR8zyH+CzEf13UE=">AAAB9HicbVDLSgNBEOyNrxhf0auXwSh4Crui6DHgxWME84BkCbOT3mTIzOwyMyvEJV/gVe/evPo7Xv0SJ8keNFrQUFR1U01FqeDG+v6nV1pb39jcKm9Xdnb39g+qlcO2STLNsMUSkehuRA0KrrBluRXYTTVSGQnsRJPbud95RG14oh7sNMVQ0pHiMWfUOun+clCt+XV/AfKXBAWpQYHmoPrVHyYsk6gsE9SYXuCnNsyptpwJnFX6mcGUsgkdYc9RRSWaMF88OiNnThmSONFulCUL9edFTqUxUxm5TUnt2Kx6c/FfL5IryTa+CXOu0syiYsvgOBPEJmTeAhlyjcyKqSOUae5+J2xMNWXWdVVxpQSrFfwl7Yt6cFX3a43TopwyHMMJnEMA19CAO2hCCxggPMMLvHpP3pv3vlwsecXFEfyC9/ENJOuSCg==</latexit>

4
<latexit sha1_base64="ovoH66AztqEdwR8zyH+CzEf13UE=">AAAB9HicbVDLSgNBEOyNrxhf0auXwSh4Crui6DHgxWME84BkCbOT3mTIzOwyMyvEJV/gVe/evPo7Xv0SJ8keNFrQUFR1U01FqeDG+v6nV1pb39jcKm9Xdnb39g+qlcO2STLNsMUSkehuRA0KrrBluRXYTTVSGQnsRJPbud95RG14oh7sNMVQ0pHiMWfUOun+clCt+XV/AfKXBAWpQYHmoPrVHyYsk6gsE9SYXuCnNsyptpwJnFX6mcGUsgkdYc9RRSWaMF88OiNnThmSONFulCUL9edFTqUxUxm5TUnt2Kx6c/FfL5IryTa+CXOu0syiYsvgOBPEJmTeAhlyjcyKqSOUae5+J2xMNWXWdVVxpQSrFfwl7Yt6cFX3a43TopwyHMMJnEMA19CAO2hCCxggPMMLvHpP3pv3vlwsecXFEfyC9/ENJOuSCg==</latexit>

4

<latexit sha1_base64="2ka3MKPkJh1qJmsOlTx5i0YdjUc=">AAAB+HicbVBNS8NAFHypX7V+VT16CVbBU0nEoseCF48t2FpoQ9lsX9qlu5uwuxFq6C/wqndv4tV/49Vf4rbNQVsHHgwz7zGPCRPOtPG8L6ewtr6xuVXcLu3s7u0flA+P2jpOFcUWjXmsOiHRyJnElmGGYydRSETI8SEc3878h0dUmsXy3kwSDAQZShYxSoyVmrV+ueJVvTncVeLnpAI5Gv3yd28Q01SgNJQTrbu+l5ggI8owynFa6qUaE0LHZIhdSyURqINs/ujUPbfKwI1iZUcad67+vsiI0HoiQrspiBnpZW8m/uuFYinZRDdBxmSSGpR0ERyl3DWxO2vBHTCF1PCJJYQqZn936YgoQo3tqmRL8ZcrWCXty6pfq3rNq0r9LK+nCCdwChfgwzXU4Q4a0AIKCM/wAq/Ok/PmvDsfi9WCk98cwx84nz+s8ZNF</latexit>

5

<latexit sha1_base64="2ka3MKPkJh1qJmsOlTx5i0YdjUc=">AAAB+HicbVBNS8NAFHypX7V+VT16CVbBU0nEoseCF48t2FpoQ9lsX9qlu5uwuxFq6C/wqndv4tV/49Vf4rbNQVsHHgwz7zGPCRPOtPG8L6ewtr6xuVXcLu3s7u0flA+P2jpOFcUWjXmsOiHRyJnElmGGYydRSETI8SEc3878h0dUmsXy3kwSDAQZShYxSoyVmrV+ueJVvTncVeLnpAI5Gv3yd28Q01SgNJQTrbu+l5ggI8owynFa6qUaE0LHZIhdSyURqINs/ujUPbfKwI1iZUcad67+vsiI0HoiQrspiBnpZW8m/uuFYinZRDdBxmSSGpR0ERyl3DWxO2vBHTCF1PCJJYQqZn936YgoQo3tqmRL8ZcrWCXty6pfq3rNq0r9LK+nCCdwChfgwzXU4Q4a0AIKCM/wAq/Ok/PmvDsfi9WCk98cwx84nz+s8ZNF</latexit>

5
<latexit sha1_base64="ZCXTbBATqqBPV2wZIrNbvIdoP4U=">AAAB+HicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBQ8hV3xdQx48ZiAeUCyhNlJbzJkZneZmRXiki/wqndv4tW/8eqXOEn2oIkFDUVVN9VUkAiujet+OSura+sbm4Wt4vbO7t5+6eCwqeNUMWywWMSqHVCNgkfYMNwIbCcKqQwEtoLR3dRvPaLSPI4ezDhBX9JBxEPOqLFS/bpXKrsVdwayTLyclCFHrVf67vZjlkqMDBNU647nJsbPqDKcCZwUu6nGhLIRHWDH0ohK1H42e3RCzqzSJ2Gs7ESGzNTfFxmVWo9lYDclNUO96E3Ff71ALiSb8NbPeJSkBiM2Dw5TQUxMpi2QPlfIjBhbQpni9nfChlRRZmxXRVuKt1jBMmleVLyrilu/LFdP83oKcAwncA4e3EAV7qEGDWCA8Awv8Oo8OW/Ou/MxX11x8psj+APn8weuhZNG</latexit>

6

<latexit sha1_base64="ZCXTbBATqqBPV2wZIrNbvIdoP4U=">AAAB+HicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBQ8hV3xdQx48ZiAeUCyhNlJbzJkZneZmRXiki/wqndv4tW/8eqXOEn2oIkFDUVVN9VUkAiujet+OSura+sbm4Wt4vbO7t5+6eCwqeNUMWywWMSqHVCNgkfYMNwIbCcKqQwEtoLR3dRvPaLSPI4ezDhBX9JBxEPOqLFS/bpXKrsVdwayTLyclCFHrVf67vZjlkqMDBNU647nJsbPqDKcCZwUu6nGhLIRHWDH0ohK1H42e3RCzqzSJ2Gs7ESGzNTfFxmVWo9lYDclNUO96E3Ff71ALiSb8NbPeJSkBiM2Dw5TQUxMpi2QPlfIjBhbQpni9nfChlRRZmxXRVuKt1jBMmleVLyrilu/LFdP83oKcAwncA4e3EAV7qEGDWCA8Awv8Oo8OW/Ou/MxX11x8psj+APn8weuhZNG</latexit>

6
<latexit sha1_base64="OkQDYB7sYeNjgwI6fb5DnCYV0Fo=">AAAB+HicbVBNS8NAFHypX7V+VT16CVbBU0lEqceCF48t2FpoQ9lsX9qlu5uwuxFq6C/wqndv4tV/49Vf4rbNQVsHHgwz7zGPCRPOtPG8L6ewtr6xuVXcLu3s7u0flA+P2jpOFcUWjXmsOiHRyJnElmGGYydRSETI8SEc3878h0dUmsXy3kwSDAQZShYxSoyVmrV+ueJVvTncVeLnpAI5Gv3yd28Q01SgNJQTrbu+l5ggI8owynFa6qUaE0LHZIhdSyURqINs/ujUPbfKwI1iZUcad67+vsiI0HoiQrspiBnpZW8m/uuFYinZRDdBxmSSGpR0ERyl3DWxO2vBHTCF1PCJJYQqZn936YgoQo3tqmRL8ZcrWCXty6p/XfWaV5X6WV5PEU7gFC7AhxrU4Q4a0AIKCM/wAq/Ok/PmvDsfi9WCk98cwx84nz+wGZNH</latexit>

7

<latexit sha1_base64="OkQDYB7sYeNjgwI6fb5DnCYV0Fo=">AAAB+HicbVBNS8NAFHypX7V+VT16CVbBU0lEqceCF48t2FpoQ9lsX9qlu5uwuxFq6C/wqndv4tV/49Vf4rbNQVsHHgwz7zGPCRPOtPG8L6ewtr6xuVXcLu3s7u0flA+P2jpOFcUWjXmsOiHRyJnElmGGYydRSETI8SEc3878h0dUmsXy3kwSDAQZShYxSoyVmrV+ueJVvTncVeLnpAI5Gv3yd28Q01SgNJQTrbu+l5ggI8owynFa6qUaE0LHZIhdSyURqINs/ujUPbfKwI1iZUcad67+vsiI0HoiQrspiBnpZW8m/uuFYinZRDdBxmSSGpR0ERyl3DWxO2vBHTCF1PCJJYQqZn936YgoQo3tqmRL8ZcrWCXty6p/XfWaV5X6WV5PEU7gFC7AhxrU4Q4a0AIKCM/wAq/Ok/PmvDsfi9WCk98cwx84nz+wGZNH</latexit>

7

n Modelos intercambiables asignan la misma probabilidad a grafos isomorfos

⇒ Estos modelos son más naturales para grafos no etiquetados

n Como en SBMs, uno puede demostrar que los grafos f -random son intercambiables

n Notablemente, cada modelo intercamiable es una mezcla de grafos f -random

⇒ El teorema de Aldous-Hoover extiende el resultado sobre secuencias de de Finetti

D. J. Aldous, “Representations for partially exchangeable arrays of random variables,” Journal of Mulivariate Analysis, vol. 11, 1981
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Todo grafo f -random es intercambiable
n La distribución de un grafo f−random con Nv vértices es

P (A = a) =

∫
[0,1]Nv

∏
1≤i 6=j≤Nv

f(ui, uj)
aij (1− f(ui, uj))

1−aijdu1 . . . duNv

n Para permutaciones arbitrarias σ : V 7→ V resulta

P (Aσ = aσ) =

∫
[0,1]Nv

∏
1≤i 6=j≤Nv

f(ui, uj)
aσ(i)σ(j)(1− f(ui, uj))

1−aσ(i)σ(j)du1 . . . duNv

=

∫
[0,1]Nv

∏
1≤i 6=j≤Nv

f(uσ−1(i), uσ−1(j))
aij (1− f(uσ−1(i), uσ−1(j)))

1−aij

× duσ−1(1) . . . duσ−1(Nv)

=

∫
[0,1]Nv

∏
1≤i 6=j≤Nv

f(ui, uj)
aij (1− f(ui, uj))

1−aijdu1 . . . duNv

= P (A = a)
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Todo grafo f -random es intercambiable
n La distribución de un grafo f−random con Nv vértices es
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∏
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1−aijdu1 . . . duNv
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∏
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∏
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Problemas de identidad

n Dos f distintas pueden producir grafos f−random con la misma distribución ⇒ No
identi�cable

Ej: grafones f(x, y) y f(1− x, 1− y) resultan en el mismo modelo

U
D
= 1− U para U ∼ Uniform[0, 1]

Ej: dos grafones f(x, y) y f(φ(x), φ(y)) para un φ que preserve la medida, i.e.,

φ : [0, 1] 7→ [0, 1] para el cual φ(U) ∼ Uniform[0, 1]

n Son necesarias ciertas restricciones en el grafón f para su modelado estadístico

n Def: f es estrictamente monótono si ∃ φ tal que f̃(x, y) = f(φ(x), φ(y)) tiene una
función de grados g̃(x) =

∫
[0,1]

f̃(x, y)dy estrictamente creciente

⇒ Esta restricción a f̃ resulta en un modelo identi�cable [Bickel-Chen'09]
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Límite de un grafo

n Una secuencia de grafos Gn(Vn, En) con una cantidad de vértices creciente Nv = n

Q: ¾Cuándo podemos decir que {Gn}∞n=1 converge a un límite?
Q: ¾Qué sentido tiene esta convergencia?
Q: ¾Qué tipo de objeto es este límite?

n Spoiler: Si la secuencia {Gn}∞n=1 converge, el límite es un grafón f

Ej: La secuencia ER(n, p) a medida que n→∞

n = 50 → n = 100 → n = 200 → Grafón f(x, y) ≡ p
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Densidad de homomor�smo
Def: Homomor�smos h son aquellos mapeos del motif F (V ′, E ′) (i.e. un grafo pequeño) a

un grafo G(V, E) que preservan la adyacencia

h :V ′ 7→ V tal que (i, j) ∈ E ′ implica (h(i), h(j)) ∈ E
n Existen

( |V|
|V′|
)
mapeos posibles de F a G, pero sólo hom(F ,G) son homomor�smos

⇒ Def: Densidad de homomor�smos del motif F en el grafo G es

t(F ,G) =
hom(F ,G)( |V|

|V′|

)

n Medida relativa del número de formas en que F puede mapearse a G
n Interpretación: si se sortea uniforme aleatorio un mapeo, cuál es la probabilidad de

que sea un homomor�smo?
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Convergencia de secuencias de grafos

n Def: Una secuencia de grafos {Gn}∞n=1 converge cuando para todo motif F , la
secuencia de densidad de homomor�smos {t(F,Gn)}∞n=1 converge

n Algunas aspectos importantes de la de�nición
l Si la secuencia se vuelve constante, entonces converge
l Secuencias de grafos isomór�cos converge
l La convergencia es en cantidades normalizadas, no en número de aristas, triángulos, . . .
l Los resultados son para secuencias de grafos densos, i.e., |En| = Ω(n2)

n Respondimos las dos primeras preguntas. Sólo nos queda la tercera y última

⇒ El límite de una secuencia de grafos no es necesariamente un grafo

⇒ Q: ¾Qué tipo de objeto es este límite?

L. Lovász and B. Szegedy, “Limits of dense graph sequences,” Journal of Combinatorial Theory, Series B, vol. 96, 2006

Federico Larroca � Aprendizaje Automático para Datos en Grafos 17/50



Convergencia de secuencias de grafos

n Def: Una secuencia de grafos {Gn}∞n=1 converge cuando para todo motif F , la
secuencia de densidad de homomor�smos {t(F,Gn)}∞n=1 converge

n Algunas aspectos importantes de la de�nición
l Si la secuencia se vuelve constante, entonces converge
l Secuencias de grafos isomór�cos converge
l La convergencia es en cantidades normalizadas, no en número de aristas, triángulos, . . .
l Los resultados son para secuencias de grafos densos, i.e., |En| = Ω(n2)

n Respondimos las dos primeras preguntas. Sólo nos queda la tercera y última

⇒ El límite de una secuencia de grafos no es necesariamente un grafo

⇒ Q: ¾Qué tipo de objeto es este límite?

L. Lovász and B. Szegedy, “Limits of dense graph sequences,” Journal of Combinatorial Theory, Series B, vol. 96, 2006

Federico Larroca � Aprendizaje Automático para Datos en Grafos 17/50



Grafón inducido

n Todo grafo admite una representación denominada grafón inducido
l Consideremos un grafo G(V, E) con matriz de adyacencia A

l Hagamos una partición uniforme de [0, 1] en Nv sub-intervalos ⇒ Ii = [ i−1
Nv

, i
Nv

)

Def: El grafón inducido fG de G es

fG(x, y) =
∑

1≤i,j≤Nv

AijI {x ∈ Ii}I {y ∈ Ij}

<latexit sha1_base64="EpsSMcEPp/ZLYCv2l9HQm/9vb7g=">AAAB+HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBqPgKeyKoseAF48JmAckS5id9CZDZmeXmVkhLvkCr3r3Jl79G69+iZNkD5pY0FBUdVNNBYng2rjul1NYW9/Y3Cpul3Z29/YPyodHLR2nimGTxSJWnYBqFFxi03AjsJMopFEgsB2M72Z++xGV5rF8MJME/YgOJQ85o8ZKDa9frrhVdw6ySrycVCBHvV/+7g1ilkYoDRNU667nJsbPqDKcCZyWeqnGhLIxHWLXUkkj1H42f3RKzq0yIGGs7EhD5urvi4xGWk+iwG5G1Iz0sjcT//WCaCnZhLd+xmWSGpRsERymgpiYzFogA66QGTGxhDLF7e+EjaiizNiuSrYUb7mCVdK6rHrXVbdxVamd5fUU4QRO4QI8uIEa3EMdmsAA4Rle4NV5ct6cd+djsVpw8ptj+APn8wemoZNB</latexit>

1

<latexit sha1_base64="Z//IwEvDlIiKFJqKpyeSOUDJZ60=">AAAB+HicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBQ8hd2g6DHgxWMC5gHJEmYnvcmQmd1lZlaIS77Aq969iVf/xqtf4iTZgyYWNBRV3VRTQSK4Nq775aytb2xubRd2irt7+weHpaPjlo5TxbDJYhGrTkA1Ch5h03AjsJMopDIQ2A7GdzO//YhK8zh6MJMEfUmHEQ85o8ZKjWq/VHYr7hxklXg5KUOOer/03RvELJUYGSao1l3PTYyfUWU4Ezgt9lKNCWVjOsSupRGVqP1s/uiUXFhlQMJY2YkMmau/LzIqtZ7IwG5KakZ62ZuJ/3qBXEo24a2f8ShJDUZsERymgpiYzFogA66QGTGxhDLF7e+EjaiizNiuirYUb7mCVdKqVrzritu4KtfO83oKcApncAke3EAN7qEOTWCA8Awv8Oo8OW/Ou/OxWF1z8psT+APn8weoNZNC</latexit>

2
<latexit sha1_base64="ji1OpNXkx6Qn2ZgukBNzJtqkWCg=">AAAB+HicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBQ8hV0f6DHgxWMC5gHJEmYnvcmQmd1lZlaIS77Aq969iVf/xqtf4iTZgyYWNBRV3VRTQSK4Nq775aysrq1vbBa2its7u3v7pYPDpo5TxbDBYhGrdkA1Ch5hw3AjsJ0opDIQ2ApGd1O/9YhK8zh6MOMEfUkHEQ85o8ZK9cteqexW3BnIMvFyUoYctV7pu9uPWSoxMkxQrTuemxg/o8pwJnBS7KYaE8pGdIAdSyMqUfvZ7NEJObNKn4SxshMZMlN/X2RUaj2Wgd2U1Az1ojcV//UCuZBswls/41GSGozYPDhMBTExmbZA+lwhM2JsCWWK298JG1JFmbFdFW0p3mIFy6R5UfGuK279qlw9zespwDGcwDl4cANVuIcaNIABwjO8wKvz5Lw5787HfHXFyW+O4A+czx+pyZND</latexit>

3

<latexit sha1_base64="ovoH66AztqEdwR8zyH+CzEf13UE=">AAAB9HicbVDLSgNBEOyNrxhf0auXwSh4Crui6DHgxWME84BkCbOT3mTIzOwyMyvEJV/gVe/evPo7Xv0SJ8keNFrQUFR1U01FqeDG+v6nV1pb39jcKm9Xdnb39g+qlcO2STLNsMUSkehuRA0KrrBluRXYTTVSGQnsRJPbud95RG14oh7sNMVQ0pHiMWfUOun+clCt+XV/AfKXBAWpQYHmoPrVHyYsk6gsE9SYXuCnNsyptpwJnFX6mcGUsgkdYc9RRSWaMF88OiNnThmSONFulCUL9edFTqUxUxm5TUnt2Kx6c/FfL5IryTa+CXOu0syiYsvgOBPEJmTeAhlyjcyKqSOUae5+J2xMNWXWdVVxpQSrFfwl7Yt6cFX3a43TopwyHMMJnEMA19CAO2hCCxggPMMLvHpP3pv3vlwsecXFEfyC9/ENJOuSCg==</latexit>

4

<latexit sha1_base64="2ka3MKPkJh1qJmsOlTx5i0YdjUc=">AAAB+HicbVBNS8NAFHypX7V+VT16CVbBU0nEoseCF48t2FpoQ9lsX9qlu5uwuxFq6C/wqndv4tV/49Vf4rbNQVsHHgwz7zGPCRPOtPG8L6ewtr6xuVXcLu3s7u0flA+P2jpOFcUWjXmsOiHRyJnElmGGYydRSETI8SEc3878h0dUmsXy3kwSDAQZShYxSoyVmrV+ueJVvTncVeLnpAI5Gv3yd28Q01SgNJQTrbu+l5ggI8owynFa6qUaE0LHZIhdSyURqINs/ujUPbfKwI1iZUcad67+vsiI0HoiQrspiBnpZW8m/uuFYinZRDdBxmSSGpR0ERyl3DWxO2vBHTCF1PCJJYQqZn936YgoQo3tqmRL8ZcrWCXty6pfq3rNq0r9LK+nCCdwChfgwzXU4Q4a0AIKCM/wAq/Ok/PmvDsfi9WCk98cwx84nz+s8ZNF</latexit>

5

<latexit sha1_base64="ZCXTbBATqqBPV2wZIrNbvIdoP4U=">AAAB+HicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBQ8hV3xdQx48ZiAeUCyhNlJbzJkZneZmRXiki/wqndv4tW/8eqXOEn2oIkFDUVVN9VUkAiujet+OSura+sbm4Wt4vbO7t5+6eCwqeNUMWywWMSqHVCNgkfYMNwIbCcKqQwEtoLR3dRvPaLSPI4ezDhBX9JBxEPOqLFS/bpXKrsVdwayTLyclCFHrVf67vZjlkqMDBNU647nJsbPqDKcCZwUu6nGhLIRHWDH0ohK1H42e3RCzqzSJ2Gs7ESGzNTfFxmVWo9lYDclNUO96E3Ff71ALiSb8NbPeJSkBiM2Dw5TQUxMpi2QPlfIjBhbQpni9nfChlRRZmxXRVuKt1jBMmleVLyrilu/LFdP83oKcAwncA4e3EAV7qEGDWCA8Awv8Oo8OW/Ou/MxX11x8psj+APn8weuhZNG</latexit>

6

→

<latexit sha1_base64="EpsSMcEPp/ZLYCv2l9HQm/9vb7g=">AAAB+HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBqPgKeyKoseAF48JmAckS5id9CZDZmeXmVkhLvkCr3r3Jl79G69+iZNkD5pY0FBUdVNNBYng2rjul1NYW9/Y3Cpul3Z29/YPyodHLR2nimGTxSJWnYBqFFxi03AjsJMopFEgsB2M72Z++xGV5rF8MJME/YgOJQ85o8ZKDa9frrhVdw6ySrycVCBHvV/+7g1ilkYoDRNU667nJsbPqDKcCZyWeqnGhLIxHWLXUkkj1H42f3RKzq0yIGGs7EhD5urvi4xGWk+iwG5G1Iz0sjcT//WCaCnZhLd+xmWSGpRsERymgpiYzFogA66QGTGxhDLF7e+EjaiizNiuSrYUb7mCVdK6rHrXVbdxVamd5fUU4QRO4QI8uIEa3EMdmsAA4Rle4NV5ct6cd+djsVpw8ptj+APn8wemoZNB</latexit>

1

<latexit sha1_base64="EpsSMcEPp/ZLYCv2l9HQm/9vb7g=">AAAB+HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBqPgKeyKoseAF48JmAckS5id9CZDZmeXmVkhLvkCr3r3Jl79G69+iZNkD5pY0FBUdVNNBYng2rjul1NYW9/Y3Cpul3Z29/YPyodHLR2nimGTxSJWnYBqFFxi03AjsJMopFEgsB2M72Z++xGV5rF8MJME/YgOJQ85o8ZKDa9frrhVdw6ySrycVCBHvV/+7g1ilkYoDRNU667nJsbPqDKcCZyWeqnGhLIxHWLXUkkj1H42f3RKzq0yIGGs7EhD5urvi4xGWk+iwG5G1Iz0sjcT//WCaCnZhLd+xmWSGpRsERymgpiYzFogA66QGTGxhDLF7e+EjaiizNiuSrYUb7mCVdK6rHrXVbdxVamd5fUU4QRO4QI8uIEa3EMdmsAA4Rle4NV5ct6cd+djsVpw8ptj+APn8wemoZNB</latexit>

1
<latexit sha1_base64="hiJzB0N/Na+YbVwpiXfVClYN9HY=">AAAB+HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBqPgKeyKoseAF48JmAckS5id9CZDZmeXmVkhLvkCr3r3Jl79G69+iZNkD5pY0FBUdVNNBYng2rjul1NYW9/Y3Cpul3Z29/YPyodHLR2nimGTxSJWnYBqFFxi03AjsJMopFEgsB2M72Z++xGV5rF8MJME/YgOJQ85o8ZKDbdfrrhVdw6ySrycVCBHvV/+7g1ilkYoDRNU667nJsbPqDKcCZyWeqnGhLIxHWLXUkkj1H42f3RKzq0yIGGs7EhD5urvi4xGWk+iwG5G1Iz0sjcT//WCaCnZhLd+xmWSGpRsERymgpiYzFogA66QGTGxhDLF7e+EjaiizNiuSrYUb7mCVdK6rHrXVbdxVamd5fUU4QRO4QI8uIEa3EMdmsAA4Rle4NV5ct6cd+djsVpw8ptj+APn8welDZNA</latexit>

0 <latexit sha1_base64="2SrM7hZvIBvUL5bfbb3jZRElePY=">AAAB+nicbVC7SgNBFL3rM8ZX1NJmMApWYVcULQM22kU0D0iWMDuZTYbMY5mZFcKaT7DV3k5s/Rlbv8RJsoUmHrhwOOdezuVECWfG+v6Xt7S8srq2Xtgobm5t7+yW9vYbRqWa0DpRXOlWhA3lTNK6ZZbTVqIpFhGnzWh4PfGbj1QbpuSDHSU0FLgvWcwItk66v+0G3VLZr/hToEUS5KQMOWrd0nenp0gqqLSEY2PagZ/YMMPaMsLpuNhJDU0wGeI+bTsqsaAmzKavjtGJU3ooVtqNtGiq/r7IsDBmJCK3KbAdmHlvIv7rRWIu2cZXYcZkkloqySw4TjmyCk16QD2mKbF85AgmmrnfERlgjYl1bRVdKcF8BYukcVYJLir+3Xm5epzXU4BDOIJTCOASqnADNagDgT48wwu8ek/em/fufcxWl7z85gD+wPv8Afqrk/0=</latexit>

I1

<latexit sha1_base64="H0UzLsG/pu76oWOzXv2jOw8Sc3M=">AAAB+nicbVA9TwJBFHyHX4hfqKXNRjSxIndEoyWJjXYYPSCBC9lb9mDD7t5ld8+EnPwEW+3tjK1/xtZf4gJXKDjJSyYz72VeJkw408Z1v5zCyura+kZxs7S1vbO7V94/aOo4VYT6JOaxaodYU84k9Q0znLYTRbEIOW2Fo+up33qkSrNYPphxQgOBB5JFjGBjpfvbXq1XrrhVdwa0TLycVCBHo1f+7vZjkgoqDeFY647nJibIsDKMcDopdVNNE0xGeEA7lkosqA6y2asTdGqVPopiZUcaNFN/X2RYaD0Wod0U2Az1ojcV//VCsZBsoqsgYzJJDZVkHhylHJkYTXtAfaYoMXxsCSaK2d8RGWKFibFtlWwp3mIFy6RZq3oXVffuvFI/yespwhEcwxl4cAl1uIEG+EBgAM/wAq/Ok/PmvDsf89WCk98cwh84nz/8P5P+</latexit>

I2

<latexit sha1_base64="DiZtT29tqnLFwA5hA+IhPUoaB8g=">AAAB+nicbVC7SgNBFL0bXzG+Vi1tBqNgFXZ9oGXARruI5gHJEmYns8mQmdllZlYIaz7BVns7sfVnbP0SJ8kWmnjgwuGcezmXEyacaeN5X05haXllda24XtrY3NrecXf3GjpOFaF1EvNYtUKsKWeS1g0znLYSRbEIOW2Gw+uJ33ykSrNYPphRQgOB+5JFjGBjpfvb7lnXLXsVbwq0SPyclCFHret+d3oxSQWVhnCsddv3EhNkWBlGOB2XOqmmCSZD3KdtSyUWVAfZ9NUxOrZKD0WxsiMNmqq/LzIstB6J0G4KbAZ63puI/3qhmEs20VWQMZmkhkoyC45SjkyMJj2gHlOUGD6yBBPF7O+IDLDCxNi2SrYUf76CRdI4rfgXFe/uvFw9yuspwgEcwgn4cAlVuIEa1IFAH57hBV6dJ+fNeXc+ZqsFJ7/Zhz9wPn8A/dOT/w==</latexit>

I3

<latexit sha1_base64="qqF+ZyHgWcIITSvvWrC03PkRjB8=">AAAB+nicbVC7SgNBFL0bXzG+opY2g1GwCrsS0TJgo11E84BkCbOT2WTIzOwyMyuENZ9gq72d2Poztn6Jk80WmnjgwuGcezmXE8ScaeO6X05hZXVtfaO4Wdra3tndK+8ftHSUKEKbJOKR6gRYU84kbRpmOO3EimIRcNoOxtczv/1IlWaRfDCTmPoCDyULGcHGSve3/Vq/XHGrbga0TLycVCBHo1/+7g0ikggqDeFY667nxsZPsTKMcDot9RJNY0zGeEi7lkosqPbT7NUpOrXKAIWRsiMNytTfFykWWk9EYDcFNiO96M3Ef71ALCSb8MpPmYwTQyWZB4cJRyZCsx7QgClKDJ9Ygoli9ndERlhhYmxbJVuKt1jBMmmdV72LqntXq9RP8nqKcATHcAYeXEIdbqABTSAwhGd4gVfnyXlz3p2P+WrByW8O4Q+czx//Z5QA</latexit>

I4

<latexit sha1_base64="cD1EamrPsH2PSUOJNXeruAiEPiI=">AAAB+nicbVC7SgNBFL0bXzG+opY2g1GwCrti0DJgo11E84BkCbOT2WTIzOwyMyuENZ9gq72d2Poztn6Jk80WmnjgwuGcezmXE8ScaeO6X05hZXVtfaO4Wdra3tndK+8ftHSUKEKbJOKR6gRYU84kbRpmOO3EimIRcNoOxtczv/1IlWaRfDCTmPoCDyULGcHGSve3/Vq/XHGrbga0TLycVCBHo1/+7g0ikggqDeFY667nxsZPsTKMcDot9RJNY0zGeEi7lkosqPbT7NUpOrXKAIWRsiMNytTfFykWWk9EYDcFNiO96M3Ef71ALCSb8MpPmYwTQyWZB4cJRyZCsx7QgClKDJ9Ygoli9ndERlhhYmxbJVuKt1jBMmmdV71a1b27qNRP8nqKcATHcAYeXEIdbqABTSAwhGd4gVfnyXlz3p2P+WrByW8O4Q+czx8BCpQB</latexit>

I5

<latexit sha1_base64="QkK96PQnL21rCPbCb8RPdPhR6vk=">AAAB+nicbVC7SgNBFL0bXzG+Vi1tBqNgFXbFVxmw0S6ieUCyhNnJbDJkZnaZmRXCmk+w1d5ObP0ZW7/ESbKFJh64cDjnXs7lhAln2njel1NYWl5ZXSuulzY2t7Z33N29ho5TRWidxDxWrRBrypmkdcMMp61EUSxCTpvh8HriNx+p0iyWD2aU0EDgvmQRI9hY6f62e9F1y17FmwItEj8nZchR67rfnV5MUkGlIRxr3fa9xAQZVoYRTselTqppgskQ92nbUokF1UE2fXWMjq3SQ1Gs7EiDpurviwwLrUcitJsCm4Ge9ybiv14o5pJNdBVkTCapoZLMgqOUIxOjSQ+oxxQlho8swUQx+zsiA6wwMbatki3Fn69gkTROK/55xbs7K1eP8nqKcACHcAI+XEIVbqAGdSDQh2d4gVfnyXlz3p2P2WrByW/24Q+czx8CnpQC</latexit>

I6

Grafo cíclico G con Nv = 6 nodos Grafón fG inducido por el grafo G

Federico Larroca � Aprendizaje Automático para Datos en Grafos 18/50



El límite es un grafón

n Propiedad: La densidad de homomor�smo del motif F en el grafo G está dado por

t(F,G) =

∫
[0,1]|V′|

∏
(i,j)∈E′

fG(ui, uj)du1 . . . du|V′|

Ej: Sea F el motif más simple: una arista
l t(F,G) responde la pregunta �Cuántas aristas tiene G (dividido entre las Nv ×Nv

posibilidades)?�

<latexit sha1_base64="EpsSMcEPp/ZLYCv2l9HQm/9vb7g=">AAAB+HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBqPgKeyKoseAF48JmAckS5id9CZDZmeXmVkhLvkCr3r3Jl79G69+iZNkD5pY0FBUdVNNBYng2rjul1NYW9/Y3Cpul3Z29/YPyodHLR2nimGTxSJWnYBqFFxi03AjsJMopFEgsB2M72Z++xGV5rF8MJME/YgOJQ85o8ZKDa9frrhVdw6ySrycVCBHvV/+7g1ilkYoDRNU667nJsbPqDKcCZyWeqnGhLIxHWLXUkkj1H42f3RKzq0yIGGs7EhD5urvi4xGWk+iwG5G1Iz0sjcT//WCaCnZhLd+xmWSGpRsERymgpiYzFogA66QGTGxhDLF7e+EjaiizNiuSrYUb7mCVdK6rHrXVbdxVamd5fUU4QRO4QI8uIEa3EMdmsAA4Rle4NV5ct6cd+djsVpw8ptj+APn8wemoZNB</latexit>

1

<latexit sha1_base64="Z//IwEvDlIiKFJqKpyeSOUDJZ60=">AAAB+HicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBQ8hd2g6DHgxWMC5gHJEmYnvcmQmd1lZlaIS77Aq969iVf/xqtf4iTZgyYWNBRV3VRTQSK4Nq775aytb2xubRd2irt7+weHpaPjlo5TxbDJYhGrTkA1Ch5h03AjsJMopDIQ2A7GdzO//YhK8zh6MJMEfUmHEQ85o8ZKjWq/VHYr7hxklXg5KUOOer/03RvELJUYGSao1l3PTYyfUWU4Ezgt9lKNCWVjOsSupRGVqP1s/uiUXFhlQMJY2YkMmau/LzIqtZ7IwG5KakZ62ZuJ/3qBXEo24a2f8ShJDUZsERymgpiYzFogA66QGTGxhDLF7e+EjaiizNiuirYUb7mCVdKqVrzritu4KtfO83oKcApncAke3EAN7qEOTWCA8Awv8Oo8OW/Ou/OxWF1z8psT+APn8weoNZNC</latexit>

2
<latexit sha1_base64="ji1OpNXkx6Qn2ZgukBNzJtqkWCg=">AAAB+HicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBQ8hV0f6DHgxWMC5gHJEmYnvcmQmd1lZlaIS77Aq969iVf/xqtf4iTZgyYWNBRV3VRTQSK4Nq775aysrq1vbBa2its7u3v7pYPDpo5TxbDBYhGrdkA1Ch5hw3AjsJ0opDIQ2ApGd1O/9YhK8zh6MOMEfUkHEQ85o8ZK9cteqexW3BnIMvFyUoYctV7pu9uPWSoxMkxQrTuemxg/o8pwJnBS7KYaE8pGdIAdSyMqUfvZ7NEJObNKn4SxshMZMlN/X2RUaj2Wgd2U1Az1ojcV//UCuZBswls/41GSGozYPDhMBTExmbZA+lwhM2JsCWWK298JG1JFmbFdFW0p3mIFy6R5UfGuK279qlw9zespwDGcwDl4cANVuIcaNIABwjO8wKvz5Lw5787HfHXFyW+O4A+czx+pyZND</latexit>

3

<latexit sha1_base64="ovoH66AztqEdwR8zyH+CzEf13UE=">AAAB9HicbVDLSgNBEOyNrxhf0auXwSh4Crui6DHgxWME84BkCbOT3mTIzOwyMyvEJV/gVe/evPo7Xv0SJ8keNFrQUFR1U01FqeDG+v6nV1pb39jcKm9Xdnb39g+qlcO2STLNsMUSkehuRA0KrrBluRXYTTVSGQnsRJPbud95RG14oh7sNMVQ0pHiMWfUOun+clCt+XV/AfKXBAWpQYHmoPrVHyYsk6gsE9SYXuCnNsyptpwJnFX6mcGUsgkdYc9RRSWaMF88OiNnThmSONFulCUL9edFTqUxUxm5TUnt2Kx6c/FfL5IryTa+CXOu0syiYsvgOBPEJmTeAhlyjcyKqSOUae5+J2xMNWXWdVVxpQSrFfwl7Yt6cFX3a43TopwyHMMJnEMA19CAO2hCCxggPMMLvHpP3pv3vlwsecXFEfyC9/ENJOuSCg==</latexit>

4

<latexit sha1_base64="2ka3MKPkJh1qJmsOlTx5i0YdjUc=">AAAB+HicbVBNS8NAFHypX7V+VT16CVbBU0nEoseCF48t2FpoQ9lsX9qlu5uwuxFq6C/wqndv4tV/49Vf4rbNQVsHHgwz7zGPCRPOtPG8L6ewtr6xuVXcLu3s7u0flA+P2jpOFcUWjXmsOiHRyJnElmGGYydRSETI8SEc3878h0dUmsXy3kwSDAQZShYxSoyVmrV+ueJVvTncVeLnpAI5Gv3yd28Q01SgNJQTrbu+l5ggI8owynFa6qUaE0LHZIhdSyURqINs/ujUPbfKwI1iZUcad67+vsiI0HoiQrspiBnpZW8m/uuFYinZRDdBxmSSGpR0ERyl3DWxO2vBHTCF1PCJJYQqZn936YgoQo3tqmRL8ZcrWCXty6pfq3rNq0r9LK+nCCdwChfgwzXU4Q4a0AIKCM/wAq/Ok/PmvDsfi9WCk98cwx84nz+s8ZNF</latexit>

5

<latexit sha1_base64="ZCXTbBATqqBPV2wZIrNbvIdoP4U=">AAAB+HicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBQ8hV3xdQx48ZiAeUCyhNlJbzJkZneZmRXiki/wqndv4tW/8eqXOEn2oIkFDUVVN9VUkAiujet+OSura+sbm4Wt4vbO7t5+6eCwqeNUMWywWMSqHVCNgkfYMNwIbCcKqQwEtoLR3dRvPaLSPI4ezDhBX9JBxEPOqLFS/bpXKrsVdwayTLyclCFHrVf67vZjlkqMDBNU647nJsbPqDKcCZwUu6nGhLIRHWDH0ohK1H42e3RCzqzSJ2Gs7ESGzNTfFxmVWo9lYDclNUO96E3Ff71ALiSb8NbPeJSkBiM2Dw5TQUxMpi2QPlfIjBhbQpni9nfChlRRZmxXRVuKt1jBMmleVLyrilu/LFdP83oKcAwncA4e3EAV7qEGDWCA8Awv8Oo8OW/Ou/MxX11x8psj+APn8weuhZNG</latexit>

6

→
<latexit sha1_base64="EpsSMcEPp/ZLYCv2l9HQm/9vb7g=">AAAB+HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBqPgKeyKoseAF48JmAckS5id9CZDZmeXmVkhLvkCr3r3Jl79G69+iZNkD5pY0FBUdVNNBYng2rjul1NYW9/Y3Cpul3Z29/YPyodHLR2nimGTxSJWnYBqFFxi03AjsJMopFEgsB2M72Z++xGV5rF8MJME/YgOJQ85o8ZKDa9frrhVdw6ySrycVCBHvV/+7g1ilkYoDRNU667nJsbPqDKcCZyWeqnGhLIxHWLXUkkj1H42f3RKzq0yIGGs7EhD5urvi4xGWk+iwG5G1Iz0sjcT//WCaCnZhLd+xmWSGpRsERymgpiYzFogA66QGTGxhDLF7e+EjaiizNiuSrYUb7mCVdK6rHrXVbdxVamd5fUU4QRO4QI8uIEa3EMdmsAA4Rle4NV5ct6cd+djsVpw8ptj+APn8wemoZNB</latexit>

1

<latexit sha1_base64="EpsSMcEPp/ZLYCv2l9HQm/9vb7g=">AAAB+HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBqPgKeyKoseAF48JmAckS5id9CZDZmeXmVkhLvkCr3r3Jl79G69+iZNkD5pY0FBUdVNNBYng2rjul1NYW9/Y3Cpul3Z29/YPyodHLR2nimGTxSJWnYBqFFxi03AjsJMopFEgsB2M72Z++xGV5rF8MJME/YgOJQ85o8ZKDa9frrhVdw6ySrycVCBHvV/+7g1ilkYoDRNU667nJsbPqDKcCZyWeqnGhLIxHWLXUkkj1H42f3RKzq0yIGGs7EhD5urvi4xGWk+iwG5G1Iz0sjcT//WCaCnZhLd+xmWSGpRsERymgpiYzFogA66QGTGxhDLF7e+EjaiizNiuSrYUb7mCVdK6rHrXVbdxVamd5fUU4QRO4QI8uIEa3EMdmsAA4Rle4NV5ct6cd+djsVpw8ptj+APn8wemoZNB</latexit>

1
<latexit sha1_base64="hiJzB0N/Na+YbVwpiXfVClYN9HY=">AAAB+HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBqPgKeyKoseAF48JmAckS5id9CZDZmeXmVkhLvkCr3r3Jl79G69+iZNkD5pY0FBUdVNNBYng2rjul1NYW9/Y3Cpul3Z29/YPyodHLR2nimGTxSJWnYBqFFxi03AjsJMopFEgsB2M72Z++xGV5rF8MJME/YgOJQ85o8ZKDbdfrrhVdw6ySrycVCBHvV/+7g1ilkYoDRNU667nJsbPqDKcCZyWeqnGhLIxHWLXUkkj1H42f3RKzq0yIGGs7EhD5urvi4xGWk+iwG5G1Iz0sjcT//WCaCnZhLd+xmWSGpRsERymgpiYzFogA66QGTGxhDLF7e+EjaiizNiuSrYUb7mCVdK6rHrXVbdxVamd5fUU4QRO4QI8uIEa3EMdmsAA4Rle4NV5ct6cd+djsVpw8ptj+APn8welDZNA</latexit>

0 <latexit sha1_base64="2SrM7hZvIBvUL5bfbb3jZRElePY=">AAAB+nicbVC7SgNBFL3rM8ZX1NJmMApWYVcULQM22kU0D0iWMDuZTYbMY5mZFcKaT7DV3k5s/Rlbv8RJsoUmHrhwOOdezuVECWfG+v6Xt7S8srq2Xtgobm5t7+yW9vYbRqWa0DpRXOlWhA3lTNK6ZZbTVqIpFhGnzWh4PfGbj1QbpuSDHSU0FLgvWcwItk66v+0G3VLZr/hToEUS5KQMOWrd0nenp0gqqLSEY2PagZ/YMMPaMsLpuNhJDU0wGeI+bTsqsaAmzKavjtGJU3ooVtqNtGiq/r7IsDBmJCK3KbAdmHlvIv7rRWIu2cZXYcZkkloqySw4TjmyCk16QD2mKbF85AgmmrnfERlgjYl1bRVdKcF8BYukcVYJLir+3Xm5epzXU4BDOIJTCOASqnADNagDgT48wwu8ek/em/fufcxWl7z85gD+wPv8Afqrk/0=</latexit>

I1

<latexit sha1_base64="H0UzLsG/pu76oWOzXv2jOw8Sc3M=">AAAB+nicbVA9TwJBFHyHX4hfqKXNRjSxIndEoyWJjXYYPSCBC9lb9mDD7t5ld8+EnPwEW+3tjK1/xtZf4gJXKDjJSyYz72VeJkw408Z1v5zCyura+kZxs7S1vbO7V94/aOo4VYT6JOaxaodYU84k9Q0znLYTRbEIOW2Fo+up33qkSrNYPphxQgOBB5JFjGBjpfvbXq1XrrhVdwa0TLycVCBHo1f+7vZjkgoqDeFY647nJibIsDKMcDopdVNNE0xGeEA7lkosqA6y2asTdGqVPopiZUcaNFN/X2RYaD0Wod0U2Az1ojcV//VCsZBsoqsgYzJJDZVkHhylHJkYTXtAfaYoMXxsCSaK2d8RGWKFibFtlWwp3mIFy6RZq3oXVffuvFI/yespwhEcwxl4cAl1uIEG+EBgAM/wAq/Ok/PmvDsf89WCk98cwh84nz/8P5P+</latexit>

I2

<latexit sha1_base64="DiZtT29tqnLFwA5hA+IhPUoaB8g=">AAAB+nicbVC7SgNBFL0bXzG+Vi1tBqNgFXZ9oGXARruI5gHJEmYns8mQmdllZlYIaz7BVns7sfVnbP0SJ8kWmnjgwuGcezmXEyacaeN5X05haXllda24XtrY3NrecXf3GjpOFaF1EvNYtUKsKWeS1g0znLYSRbEIOW2Gw+uJ33ykSrNYPphRQgOB+5JFjGBjpfvb7lnXLXsVbwq0SPyclCFHret+d3oxSQWVhnCsddv3EhNkWBlGOB2XOqmmCSZD3KdtSyUWVAfZ9NUxOrZKD0WxsiMNmqq/LzIstB6J0G4KbAZ63puI/3qhmEs20VWQMZmkhkoyC45SjkyMJj2gHlOUGD6yBBPF7O+IDLDCxNi2SrYUf76CRdI4rfgXFe/uvFw9yuspwgEcwgn4cAlVuIEa1IFAH57hBV6dJ+fNeXc+ZqsFJ7/Zhz9wPn8A/dOT/w==</latexit>

I3

<latexit sha1_base64="qqF+ZyHgWcIITSvvWrC03PkRjB8=">AAAB+nicbVC7SgNBFL0bXzG+opY2g1GwCrsS0TJgo11E84BkCbOT2WTIzOwyMyuENZ9gq72d2Poztn6Jk80WmnjgwuGcezmXE8ScaeO6X05hZXVtfaO4Wdra3tndK+8ftHSUKEKbJOKR6gRYU84kbRpmOO3EimIRcNoOxtczv/1IlWaRfDCTmPoCDyULGcHGSve3/Vq/XHGrbga0TLycVCBHo1/+7g0ikggqDeFY667nxsZPsTKMcDot9RJNY0zGeEi7lkosqPbT7NUpOrXKAIWRsiMNytTfFykWWk9EYDcFNiO96M3Ef71ALCSb8MpPmYwTQyWZB4cJRyZCsx7QgClKDJ9Ygoli9ndERlhhYmxbJVuKt1jBMmmdV72LqntXq9RP8nqKcATHcAYeXEIdbqABTSAwhGd4gVfnyXlz3p2P+WrByW8O4Q+czx//Z5QA</latexit>

I4

<latexit sha1_base64="cD1EamrPsH2PSUOJNXeruAiEPiI=">AAAB+nicbVC7SgNBFL0bXzG+opY2g1GwCrti0DJgo11E84BkCbOT2WTIzOwyMyuENZ9gq72d2Poztn6Jk80WmnjgwuGcezmXE8ScaeO6X05hZXVtfaO4Wdra3tndK+8ftHSUKEKbJOKR6gRYU84kbRpmOO3EimIRcNoOxtczv/1IlWaRfDCTmPoCDyULGcHGSve3/Vq/XHGrbga0TLycVCBHo1/+7g0ikggqDeFY667nxsZPsTKMcDot9RJNY0zGeEi7lkosqPbT7NUpOrXKAIWRsiMNytTfFykWWk9EYDcFNiO96M3Ef71ALCSb8MpPmYwTQyWZB4cJRyZCsx7QgClKDJ9Ygoli9ndERlhhYmxbJVuKt1jBMmmdV71a1b27qNRP8nqKcATHcAYeXEIdbqABTSAwhGd4gVfnyXlz3p2P+WrByW8O4Q+czx8BCpQB</latexit>

I5

<latexit sha1_base64="QkK96PQnL21rCPbCb8RPdPhR6vk=">AAAB+nicbVC7SgNBFL0bXzG+Vi1tBqNgFXbFVxmw0S6ieUCyhNnJbDJkZnaZmRXCmk+w1d5ObP0ZW7/ESbKFJh64cDjnXs7lhAln2njel1NYWl5ZXSuulzY2t7Z33N29ho5TRWidxDxWrRBrypmkdcMMp61EUSxCTpvh8HriNx+p0iyWD2aU0EDgvmQRI9hY6f62e9F1y17FmwItEj8nZchR67rfnV5MUkGlIRxr3fa9xAQZVoYRTselTqppgskQ92nbUokF1UE2fXWMjq3SQ1Gs7EiDpurviwwLrUcitJsCm4Ge9ybiv14o5pJNdBVkTCapoZLMgqOUIxOjSQ+oxxQlho8swUQx+zsiA6wwMbatki3Fn69gkTROK/55xbs7K1eP8nqKcACHcAI+XEIVbqAGdSDQh2d4gVfnyXlz3p2P2WrByW/24Q+czx8CnpQC</latexit>

I6

l Podemos contar las aristas o simplemente calcular
∫
[0,1]2

fG(u1, u2)du1du2 (el área gris

en el grafón inducido)
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El límite es un grafón

n Propiedad: La densidad de homomor�smo del motif F en el grafo G está dado por

t(F,G) =

∫
[0,1]|V′|

∏
(i,j)∈E′

fG(ui, uj)du1 . . . du|V′|

Ej: Sea F el motif más simple: una arista
l t(F,G) responde la pregunta �Cuántas aristas tiene G (dividido entre las Nv ×Nv

posibilidades)?�

<latexit sha1_base64="EpsSMcEPp/ZLYCv2l9HQm/9vb7g=">AAAB+HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBqPgKeyKoseAF48JmAckS5id9CZDZmeXmVkhLvkCr3r3Jl79G69+iZNkD5pY0FBUdVNNBYng2rjul1NYW9/Y3Cpul3Z29/YPyodHLR2nimGTxSJWnYBqFFxi03AjsJMopFEgsB2M72Z++xGV5rF8MJME/YgOJQ85o8ZKDa9frrhVdw6ySrycVCBHvV/+7g1ilkYoDRNU667nJsbPqDKcCZyWeqnGhLIxHWLXUkkj1H42f3RKzq0yIGGs7EhD5urvi4xGWk+iwG5G1Iz0sjcT//WCaCnZhLd+xmWSGpRsERymgpiYzFogA66QGTGxhDLF7e+EjaiizNiuSrYUb7mCVdK6rHrXVbdxVamd5fUU4QRO4QI8uIEa3EMdmsAA4Rle4NV5ct6cd+djsVpw8ptj+APn8wemoZNB</latexit>

1

<latexit sha1_base64="Z//IwEvDlIiKFJqKpyeSOUDJZ60=">AAAB+HicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBQ8hd2g6DHgxWMC5gHJEmYnvcmQmd1lZlaIS77Aq969iVf/xqtf4iTZgyYWNBRV3VRTQSK4Nq775aytb2xubRd2irt7+weHpaPjlo5TxbDJYhGrTkA1Ch5h03AjsJMopDIQ2A7GdzO//YhK8zh6MJMEfUmHEQ85o8ZKjWq/VHYr7hxklXg5KUOOer/03RvELJUYGSao1l3PTYyfUWU4Ezgt9lKNCWVjOsSupRGVqP1s/uiUXFhlQMJY2YkMmau/LzIqtZ7IwG5KakZ62ZuJ/3qBXEo24a2f8ShJDUZsERymgpiYzFogA66QGTGxhDLF7e+EjaiizNiuirYUb7mCVdKqVrzritu4KtfO83oKcApncAke3EAN7qEOTWCA8Awv8Oo8OW/Ou/OxWF1z8psT+APn8weoNZNC</latexit>

2
<latexit sha1_base64="ji1OpNXkx6Qn2ZgukBNzJtqkWCg=">AAAB+HicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBQ8hV0f6DHgxWMC5gHJEmYnvcmQmd1lZlaIS77Aq969iVf/xqtf4iTZgyYWNBRV3VRTQSK4Nq775aysrq1vbBa2its7u3v7pYPDpo5TxbDBYhGrdkA1Ch5hw3AjsJ0opDIQ2ApGd1O/9YhK8zh6MOMEfUkHEQ85o8ZK9cteqexW3BnIMvFyUoYctV7pu9uPWSoxMkxQrTuemxg/o8pwJnBS7KYaE8pGdIAdSyMqUfvZ7NEJObNKn4SxshMZMlN/X2RUaj2Wgd2U1Az1ojcV//UCuZBswls/41GSGozYPDhMBTExmbZA+lwhM2JsCWWK298JG1JFmbFdFW0p3mIFy6R5UfGuK279qlw9zespwDGcwDl4cANVuIcaNIABwjO8wKvz5Lw5787HfHXFyW+O4A+czx+pyZND</latexit>

3

<latexit sha1_base64="ovoH66AztqEdwR8zyH+CzEf13UE=">AAAB9HicbVDLSgNBEOyNrxhf0auXwSh4Crui6DHgxWME84BkCbOT3mTIzOwyMyvEJV/gVe/evPo7Xv0SJ8keNFrQUFR1U01FqeDG+v6nV1pb39jcKm9Xdnb39g+qlcO2STLNsMUSkehuRA0KrrBluRXYTTVSGQnsRJPbud95RG14oh7sNMVQ0pHiMWfUOun+clCt+XV/AfKXBAWpQYHmoPrVHyYsk6gsE9SYXuCnNsyptpwJnFX6mcGUsgkdYc9RRSWaMF88OiNnThmSONFulCUL9edFTqUxUxm5TUnt2Kx6c/FfL5IryTa+CXOu0syiYsvgOBPEJmTeAhlyjcyKqSOUae5+J2xMNWXWdVVxpQSrFfwl7Yt6cFX3a43TopwyHMMJnEMA19CAO2hCCxggPMMLvHpP3pv3vlwsecXFEfyC9/ENJOuSCg==</latexit>

4

<latexit sha1_base64="2ka3MKPkJh1qJmsOlTx5i0YdjUc=">AAAB+HicbVBNS8NAFHypX7V+VT16CVbBU0nEoseCF48t2FpoQ9lsX9qlu5uwuxFq6C/wqndv4tV/49Vf4rbNQVsHHgwz7zGPCRPOtPG8L6ewtr6xuVXcLu3s7u0flA+P2jpOFcUWjXmsOiHRyJnElmGGYydRSETI8SEc3878h0dUmsXy3kwSDAQZShYxSoyVmrV+ueJVvTncVeLnpAI5Gv3yd28Q01SgNJQTrbu+l5ggI8owynFa6qUaE0LHZIhdSyURqINs/ujUPbfKwI1iZUcad67+vsiI0HoiQrspiBnpZW8m/uuFYinZRDdBxmSSGpR0ERyl3DWxO2vBHTCF1PCJJYQqZn936YgoQo3tqmRL8ZcrWCXty6pfq3rNq0r9LK+nCCdwChfgwzXU4Q4a0AIKCM/wAq/Ok/PmvDsfi9WCk98cwx84nz+s8ZNF</latexit>

5

<latexit sha1_base64="ZCXTbBATqqBPV2wZIrNbvIdoP4U=">AAAB+HicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBQ8hV3xdQx48ZiAeUCyhNlJbzJkZneZmRXiki/wqndv4tW/8eqXOEn2oIkFDUVVN9VUkAiujet+OSura+sbm4Wt4vbO7t5+6eCwqeNUMWywWMSqHVCNgkfYMNwIbCcKqQwEtoLR3dRvPaLSPI4ezDhBX9JBxEPOqLFS/bpXKrsVdwayTLyclCFHrVf67vZjlkqMDBNU647nJsbPqDKcCZwUu6nGhLIRHWDH0ohK1H42e3RCzqzSJ2Gs7ESGzNTfFxmVWo9lYDclNUO96E3Ff71ALiSb8NbPeJSkBiM2Dw5TQUxMpi2QPlfIjBhbQpni9nfChlRRZmxXRVuKt1jBMmleVLyrilu/LFdP83oKcAwncA4e3EAV7qEGDWCA8Awv8Oo8OW/Ou/MxX11x8psj+APn8weuhZNG</latexit>

6

→
<latexit sha1_base64="EpsSMcEPp/ZLYCv2l9HQm/9vb7g=">AAAB+HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBqPgKeyKoseAF48JmAckS5id9CZDZmeXmVkhLvkCr3r3Jl79G69+iZNkD5pY0FBUdVNNBYng2rjul1NYW9/Y3Cpul3Z29/YPyodHLR2nimGTxSJWnYBqFFxi03AjsJMopFEgsB2M72Z++xGV5rF8MJME/YgOJQ85o8ZKDa9frrhVdw6ySrycVCBHvV/+7g1ilkYoDRNU667nJsbPqDKcCZyWeqnGhLIxHWLXUkkj1H42f3RKzq0yIGGs7EhD5urvi4xGWk+iwG5G1Iz0sjcT//WCaCnZhLd+xmWSGpRsERymgpiYzFogA66QGTGxhDLF7e+EjaiizNiuSrYUb7mCVdK6rHrXVbdxVamd5fUU4QRO4QI8uIEa3EMdmsAA4Rle4NV5ct6cd+djsVpw8ptj+APn8wemoZNB</latexit>

1

<latexit sha1_base64="EpsSMcEPp/ZLYCv2l9HQm/9vb7g=">AAAB+HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBqPgKeyKoseAF48JmAckS5id9CZDZmeXmVkhLvkCr3r3Jl79G69+iZNkD5pY0FBUdVNNBYng2rjul1NYW9/Y3Cpul3Z29/YPyodHLR2nimGTxSJWnYBqFFxi03AjsJMopFEgsB2M72Z++xGV5rF8MJME/YgOJQ85o8ZKDa9frrhVdw6ySrycVCBHvV/+7g1ilkYoDRNU667nJsbPqDKcCZyWeqnGhLIxHWLXUkkj1H42f3RKzq0yIGGs7EhD5urvi4xGWk+iwG5G1Iz0sjcT//WCaCnZhLd+xmWSGpRsERymgpiYzFogA66QGTGxhDLF7e+EjaiizNiuSrYUb7mCVdK6rHrXVbdxVamd5fUU4QRO4QI8uIEa3EMdmsAA4Rle4NV5ct6cd+djsVpw8ptj+APn8wemoZNB</latexit>

1
<latexit sha1_base64="hiJzB0N/Na+YbVwpiXfVClYN9HY=">AAAB+HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBqPgKeyKoseAF48JmAckS5id9CZDZmeXmVkhLvkCr3r3Jl79G69+iZNkD5pY0FBUdVNNBYng2rjul1NYW9/Y3Cpul3Z29/YPyodHLR2nimGTxSJWnYBqFFxi03AjsJMopFEgsB2M72Z++xGV5rF8MJME/YgOJQ85o8ZKDbdfrrhVdw6ySrycVCBHvV/+7g1ilkYoDRNU667nJsbPqDKcCZyWeqnGhLIxHWLXUkkj1H42f3RKzq0yIGGs7EhD5urvi4xGWk+iwG5G1Iz0sjcT//WCaCnZhLd+xmWSGpRsERymgpiYzFogA66QGTGxhDLF7e+EjaiizNiuSrYUb7mCVdK6rHrXVbdxVamd5fUU4QRO4QI8uIEa3EMdmsAA4Rle4NV5ct6cd+djsVpw8ptj+APn8welDZNA</latexit>

0 <latexit sha1_base64="2SrM7hZvIBvUL5bfbb3jZRElePY=">AAAB+nicbVC7SgNBFL3rM8ZX1NJmMApWYVcULQM22kU0D0iWMDuZTYbMY5mZFcKaT7DV3k5s/Rlbv8RJsoUmHrhwOOdezuVECWfG+v6Xt7S8srq2Xtgobm5t7+yW9vYbRqWa0DpRXOlWhA3lTNK6ZZbTVqIpFhGnzWh4PfGbj1QbpuSDHSU0FLgvWcwItk66v+0G3VLZr/hToEUS5KQMOWrd0nenp0gqqLSEY2PagZ/YMMPaMsLpuNhJDU0wGeI+bTsqsaAmzKavjtGJU3ooVtqNtGiq/r7IsDBmJCK3KbAdmHlvIv7rRWIu2cZXYcZkkloqySw4TjmyCk16QD2mKbF85AgmmrnfERlgjYl1bRVdKcF8BYukcVYJLir+3Xm5epzXU4BDOIJTCOASqnADNagDgT48wwu8ek/em/fufcxWl7z85gD+wPv8Afqrk/0=</latexit>

I1

<latexit sha1_base64="H0UzLsG/pu76oWOzXv2jOw8Sc3M=">AAAB+nicbVA9TwJBFHyHX4hfqKXNRjSxIndEoyWJjXYYPSCBC9lb9mDD7t5ld8+EnPwEW+3tjK1/xtZf4gJXKDjJSyYz72VeJkw408Z1v5zCyura+kZxs7S1vbO7V94/aOo4VYT6JOaxaodYU84k9Q0znLYTRbEIOW2Fo+up33qkSrNYPphxQgOBB5JFjGBjpfvbXq1XrrhVdwa0TLycVCBHo1f+7vZjkgoqDeFY647nJibIsDKMcDopdVNNE0xGeEA7lkosqA6y2asTdGqVPopiZUcaNFN/X2RYaD0Wod0U2Az1ojcV//VCsZBsoqsgYzJJDZVkHhylHJkYTXtAfaYoMXxsCSaK2d8RGWKFibFtlWwp3mIFy6RZq3oXVffuvFI/yespwhEcwxl4cAl1uIEG+EBgAM/wAq/Ok/PmvDsf89WCk98cwh84nz/8P5P+</latexit>

I2

<latexit sha1_base64="DiZtT29tqnLFwA5hA+IhPUoaB8g=">AAAB+nicbVC7SgNBFL0bXzG+Vi1tBqNgFXZ9oGXARruI5gHJEmYns8mQmdllZlYIaz7BVns7sfVnbP0SJ8kWmnjgwuGcezmXEyacaeN5X05haXllda24XtrY3NrecXf3GjpOFaF1EvNYtUKsKWeS1g0znLYSRbEIOW2Gw+uJ33ykSrNYPphRQgOB+5JFjGBjpfvb7lnXLXsVbwq0SPyclCFHret+d3oxSQWVhnCsddv3EhNkWBlGOB2XOqmmCSZD3KdtSyUWVAfZ9NUxOrZKD0WxsiMNmqq/LzIstB6J0G4KbAZ63puI/3qhmEs20VWQMZmkhkoyC45SjkyMJj2gHlOUGD6yBBPF7O+IDLDCxNi2SrYUf76CRdI4rfgXFe/uvFw9yuspwgEcwgn4cAlVuIEa1IFAH57hBV6dJ+fNeXc+ZqsFJ7/Zhz9wPn8A/dOT/w==</latexit>

I3

<latexit sha1_base64="qqF+ZyHgWcIITSvvWrC03PkRjB8=">AAAB+nicbVC7SgNBFL0bXzG+opY2g1GwCrsS0TJgo11E84BkCbOT2WTIzOwyMyuENZ9gq72d2Poztn6Jk80WmnjgwuGcezmXE8ScaeO6X05hZXVtfaO4Wdra3tndK+8ftHSUKEKbJOKR6gRYU84kbRpmOO3EimIRcNoOxtczv/1IlWaRfDCTmPoCDyULGcHGSve3/Vq/XHGrbga0TLycVCBHo1/+7g0ikggqDeFY667nxsZPsTKMcDot9RJNY0zGeEi7lkosqPbT7NUpOrXKAIWRsiMNytTfFykWWk9EYDcFNiO96M3Ef71ALCSb8MpPmYwTQyWZB4cJRyZCsx7QgClKDJ9Ygoli9ndERlhhYmxbJVuKt1jBMmmdV72LqntXq9RP8nqKcATHcAYeXEIdbqABTSAwhGd4gVfnyXlz3p2P+WrByW8O4Q+czx//Z5QA</latexit>

I4

<latexit sha1_base64="cD1EamrPsH2PSUOJNXeruAiEPiI=">AAAB+nicbVC7SgNBFL0bXzG+opY2g1GwCrti0DJgo11E84BkCbOT2WTIzOwyMyuENZ9gq72d2Poztn6Jk80WmnjgwuGcezmXE8ScaeO6X05hZXVtfaO4Wdra3tndK+8ftHSUKEKbJOKR6gRYU84kbRpmOO3EimIRcNoOxtczv/1IlWaRfDCTmPoCDyULGcHGSve3/Vq/XHGrbga0TLycVCBHo1/+7g0ikggqDeFY667nxsZPsTKMcDot9RJNY0zGeEi7lkosqPbT7NUpOrXKAIWRsiMNytTfFykWWk9EYDcFNiO96M3Ef71ALCSb8MpPmYwTQyWZB4cJRyZCsx7QgClKDJ9Ygoli9ndERlhhYmxbJVuKt1jBMmmdV71a1b27qNRP8nqKcATHcAYeXEIdbqABTSAwhGd4gVfnyXlz3p2P+WrByW8O4Q+czx8BCpQB</latexit>

I5

<latexit sha1_base64="QkK96PQnL21rCPbCb8RPdPhR6vk=">AAAB+nicbVC7SgNBFL0bXzG+Vi1tBqNgFXbFVxmw0S6ieUCyhNnJbDJkZnaZmRXCmk+w1d5ObP0ZW7/ESbKFJh64cDjnXs7lhAln2njel1NYWl5ZXSuulzY2t7Z33N29ho5TRWidxDxWrRBrypmkdcMMp61EUSxCTpvh8HriNx+p0iyWD2aU0EDgvmQRI9hY6f62e9F1y17FmwItEj8nZchR67rfnV5MUkGlIRxr3fa9xAQZVoYRTselTqppgskQ92nbUokF1UE2fXWMjq3SQ1Gs7EiDpurviwwLrUcitJsCm4Ge9ybiv14o5pJNdBVkTCapoZLMgqOUIxOjSQ+oxxQlho8swUQx+zsiA6wwMbatki3Fn69gkTROK/55xbs7K1eP8nqKcACHcAI+XEIVbqAGdSDQh2d4gVfnyXlz3p2P2WrByW/24Q+czx8CnpQC</latexit>

I6

l Podemos contar las aristas o simplemente calcular
∫
[0,1]2

fG(u1, u2)du1du2 (el área gris

en el grafón inducido)
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El límite es un grafón
n Esto sigue siendo cierto en el límite. Si la secuencia {Gn}∞n=1 converge, entonces

ĺım
n→∞

t(F,Gn) =

∫
[0,1]|V′|

∏
(i,j)∈E′

f(ui, uj)du1 . . . du|V′|

para alguna función f : [0, 1]2 7→ [0, 1] simétrica y medible

n La intuición es la misma de antes: probabilidad de mapear el motif

Ej Sea F el motif tipo estrella de antes

t(F,G) =

∫
[0,1]4

f(u1, u2)f(u1, u3)f(u1, u4)︸ ︷︷ ︸
probabilidad de la estrella

dados (u1, u2, u3, u4)

du1du2du3du4

︸ ︷︷ ︸
promediada entre los (u1, u2, u3, u4) sorteados uniformes

n Identi�camos el objeto límite � el grafón � con f
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¾Y esto para qué sirve?

Impacto matemático

n Trae herramientas de análisis a lo que a priori es un contexto puramente combinatorio

Impacto en inferencia estadística

n Realizaciones grandes se vuelven representativas del proceso generativo

⇒ Inferir el mecanismo de generación de los datos examinando una única
realización

Impacto en machine learning

n Estudiar �ltros de grafos y GNNs en el límite de grandes grafos

⇒ Transferabilidad e.g., entrenando en un grafo más pequeño que donde se aplica

L. Ruiz et al, “Graphon neural networks and the transferability of graph neural networks,” NeurIPS, 2020
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Plausibilidad

n Un buen modelo estadístico debería ser [Robbins-Morris'07]
X Estimable a partir de y razonablemente representativo de los datos observados
X Plausible teóricamente sobre los efectos que pueden haber producido la red
X Capaz de discriminar entre los distintos efectos que mejor explican los datos

Q: ¾Qué tan apropiados son modelos de variables latentes? ¾Son plausibles?

Q: ¾Podemos aproximar un grafo observado Gobs usando un SBM?

⇒ Una variante del lema de regularidad de Szemerédi resulta útil aquí

C. Borgs et al, “Graph limits and parameter testing,” Syposium on Theory of Computing, 2006
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Cut distance

n Discutir nociones de aproximación requiere una distancia entre grafos

Def: La cut distance entre los grafos G(V, E) y G′(V ′, E ′) (con |V| = |V ′| = Nv) es

d�(G,G′) =
1

N2
v

máx
S,T ∈{1,...,Nv}

∣∣∣∑
i∈S

∑
j∈T

(Aij −A′ij)
∣∣∣

⇒ Se puede demostrar que d�(·, ·) efectivamente es una métrica

n La de�nición y estudio de propiedades de distancias en grafos es un tema súper actual

B. Bollobás and O. Riordan, “Sparse graphs: Metrics and random models,” Random Structures & Algorithms, vol. 39, 2011
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Un resultado sobre aproximaciones

n Sea P = {V1, . . . ,VQ} una partición de los vértices V de G en Q clases

n De�namos un grafo completo GP con vértices V y pesos

wij(GP ) =
1

|Vq||Vr|
∑
u∈Vq

∑
v∈Vr

Auv, i ∈ Vq, j ∈ Vr

⇒ Básicamente la aproximación del grafo G por un SBM de Q clases

⇒ La probabilidad de que una arista una i, j sería wij(GP )

Teorema: Para todo ε > 0 y todo grafo G(V, E), existe una partición P de V en
Q ≤ 2

2
ε2 clases tal que d�(G,GP ) ≤ ε.

n Justi�cación de que un SBM puede aproximar cualquier grafo

⇒ La cota superior en Q puede ser gigantesca
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¾Y los grafos f -random?

n Los grafos f−random son apropiados sólo para redes densas

Teorema: Si un grafo G es la restricción a los vértices {1, . . . , Nv} de un grafo
aleatorio in�nito intercambiable, entonces es denso o está vacío.

Intuitivamente: La proporción de aristas en G(V, E) es

ϕ =

∫
[0,1]2

f(u1, u2)du1du2

⇒ Si ϕ = 0 entonces f = 0 c.s. y G está vacío. Esparso, pero inútil

⇒ Si ϕ > 0 entonces (en media) |E| = ϕ×
(
Nv
2

)
= Ω(N2

v )

n El principal problema es la intercambiabilidad de vértices
l Apropiado para grafos sin etiquetas...
l Si tengo etiquetas, se podrían incorporar al modelo [Sweet'15]
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Estimación de los parámetros de un SBM

n Los parámetros de un SBM son {αq}Qq=1 y {πqr}1≤q,r≤Q
n Conceptualmente puede simpli�car pensar en dos conjuntos de `observaciones'

⇒ Clases: Z = {{Ziq}Qq=1}i∈V , donde Ziq = I {i ∈ Cq}
⇒ Enlaces: A = [Aij ], donde Aij = I {(i, j) ∈ E}

n Pero sólo observamos A (Z típicamente latente). Asumamos Q conocida

⇒ Interesa la estimación de los parámetros pero especialmente agrupar los vértices

Detección de comunidades basada en modelo

Supongamos que G fue generado por un SBM con Q clases. Predecir las pertenencia
a clases Z = {{Ziq}Qq=1}i∈V , dada la observación A = a.
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Estimación de Máxima Verosimilitud

n Si observáramos A = a y Z = z, la log-likelihood sería (con θ = {{αq}, {πqr}})

`θ(a, z) = `θ(z) + `θ(a|z)

con `θ(z) = logP (Z = z) = log

(∏
i

(∏
q

αziqq

))
=
∑
i

∑
q

ziq logαq

`θ(a|z) =
1

2

∑
i6=j

∑
q 6=r

ziqzjr log
(
πaijqr (1− πqr)1−aij

)
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Estimación de Máxima Verosimilitud

n Pero no observamos Z. Hay que trabajar con la verosimilitud de los datos observados

`θ(a) = log
(∑

z

exp {`θ(a, z)}
)

l ¾Cuántos términos puede haber en esa sumatoria? ⇒ calcular `θ(a) es inviable

n Ver el modelo como una mezcla sugiere usar Expectation Maximization [Snijders'97]

⇒ Alternar entre estimar E
[
Ziq
∣∣A = a

]
y θ

⇒ No escala más allá de Q = 2, P
(
Z
∣∣A = a

)
es computacionalmente caro
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Máxima verosimilitud variacional

n Método variacional para optimizar una cota inferior de `θ(a):

J(Ra;θ) = `θ(a)−KL(Ra(Z),P
(
Z
∣∣A = a

)
)

l KL es la divergencia de Kullback�Leibler
l Ra(Z) es una aproximación �manipulable� de P

(
Z
∣∣A = a

)
n Aproximación de campo medio de la distribución condicional

Ra(Z) =

Nv∏
i=1

h(Zi; τ i)

l h(·; τ i): distribución multinomial con parámetro τ i = [τi1, . . . , τiQ]>

J. J. Daudin et al, “A mixture model for random graphs,” Stat. Comput., vol. 18, 2008
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Algoritmo de maximización alternada

Proposición: Dado θ, el parámetro variacional óptimo {τ̂ i} =
argmax{τ i} J(Ra; {τ i},θ) satisface la siguiente ecuación de punto �jo

τ̂iq ∝ αq
∏
j 6=i

∏
r

b(Aij ;πqr)
τ̂jr

Dados {τ i}, los valores de θ que maximizan J(Ra; {τ i},θ) son

α̂q =
1

Nv

∑
i

τ̂iq, π̂qr =
∑
i 6=j

τ̂iq τ̂jrAij
/∑
i 6=j

τ̂iq τ̂jr

n El algoritmo alterna entre actualizaciones de θ y {τ i}:
θ[k + 1] = argmax

θ
J(Ra; {τ i[k]},θ)

{τ i[k + 1]} = argmax
{τ i}

J(Ra; {τ i},θ[k + 1])

l La secuencia de los valores de J es no-decreciente [Daudin et al'08]
l Resultados de consistencia para Nv →∞, Q �jo [Celisse et al'12]
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¾Cuántas clases usar?

n El número de clases Q es generalmente desconocido y debe ser estimado

⇒ Se pueden usar técnicas bayesianas para selección de modelos

⇒ Distribución a priori g(θ
∣∣mQ) de θ dado que el SBM mQ tiene Q clases

n El criterio Integrated Classi�cation Likelihood (ICL) resulta

ICL(mQ) = máx
θ

log `θ,mQ(a, ẑ(θ))

− Q(Q+ 1)

4
log

Nv(Nv − 1)

2
− Q− 1

2
logNv

donde `θ,mQ(a, ẑ(θ)) es como antes pero con mQ explícito
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Evaluando la bondad del ajuste

n Goodness-of-�t ⇒ mayormente computacionales y basados en visualización

n Ej: Red de blogs políticos franceses de octubre 2006 [Kolaczyk'17]

⇒ Ajuste a un SBM usando el método variacional (mixer en R)

n Valor óptimo Q̂ = 12, pero Q ∈ [8, 12] parece razonable (9 partidos políticos)

⇒ Permutar la matriz de adyacencia muestra estructura (margen para agrupar)

n La distribución de grados ajusta razonablemente bien
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Estimación del grafón

n Objetivo: estimar el grafón f de la realización observada Gobs

n Regresión no-paramétrica: estimar f dados {Aij , Ui, Uj}i,j∈V
⇒ Desafío es que los puntos U1, . . . , UNv son latentes

Aproximación por SBM

C. Gao et al, �Rate-optimal graphon estimation,� Annals of Statistics, vol. 43, 2015

Estimación por histograma (orden y suavizado)

S. H. Chan and E. M. Airoldi, �A consistent histogram estimator for exchangeable
graph models,� ICML, 2014

Modelo como proceso Gaussiano

P. Orbanz and D. M. Roy, �Bayesian models of graphs, arrays and other exchangeable
random structures,� IEEE Trans. PAMI, vol. 37, 2015
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Extensiones de SBMs

Degree-corrected SBMs

n Comunidades con una distribución de grados �amplia�

B. Karrer B and M. E. Newman, �Stochastic blockmodels and community structure in
networks,� Physical Review E., vol. 83, 2011

Mixed-membership SBMs

n Los nodos pueden pertenecer a más de una clase

E. M. Airoldi, �Mixed membership stochastic blockmodels,� J. Machine Learning
Research, vol. 9, 2008

SBMs jerárquicos

n Clustering jerárquico combinado con SBMs

A. Clauset et al, �Hierarchical structure and the prediction of missing links in
networks,� Nature, vol. 453, 2008
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Modelos de Grafos Aleatorios

1 Modelos de Variables Latentes

2 Random dot product graphs
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Random dot product graphs

n Consideremos un espacio latente Xd ⊂ Rd tal que para todo

x,y ∈ Xd ⇒ x>y ∈ [0, 1]

⇒ Distribución de producto interno F : Xd 7→ [0, 1]

n Random dot product graphs (RDPGs):

x1, . . . ,xNv
i.i.d.∼ F,

Aij
∣∣xi,xj ∼ Bernoulli(x>i xj)

para 1 ≤ i, j ≤ Nv, donde Aij = Aji y Aii ≡ 0

n Tipo particularmente intuitivo y �tratable� de grafos aleatorios con posiciones latentes

⇒ Posición de los vértices X = [x1, . . . ,xNv ]T ∈ RNv×d

S. J. Young and E. R. Scheinerman, “Random dot product graph models for social networks,” WAW, 2007
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Conexión a otros modelos

n RDPG incluye varios modelos clásicos de grafos aleatorios

Ej: Erdös-Renyi ER(Nv, p) es un RDPG con d = 1 y Xd = {√p}
Ej: SBM es un RDGP tal que F es

P (X = xq) = αq, q = 1, . . . , Q

con d y x1, . . . ,xQ tal que πqr = x>q xr

n Esto último implica que los RDPGs son al menos tan expresivos como los SBMs

n RDPGs son un caso especial de modelos de posiciones latentes [Ho� et al'02]

Aij
∣∣xi,xj ∼ Bernoulli(κ(xi,xj))

⇒ RDPG aproxima cualquier κ(·) con un d su�cientemente grande [Tang et al'13]
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Estimación de las posiciones latentes

Q: Dado G de un RDPG ¾cuál es el �mejor� X = [x1, . . . ,xNv ]>?

n MLE parece una buena idea, pero es impensado para Nv grandes

X̂ML = argmax
X

∏
i<j

(x>i xj)
Aij (1− x>i xj)

1−Aij

n Sea Pij = P ((i, j) ∈ E) y de�namos la matriz P = [Pij ] ∈ [0, 1]Nv×Nv

⇒ El modelo RDPG especi�ca que P = XX>

⇒ Clave: La A observada es una realización ruidosa de P (E [A] = P)

n Sugiere aplicar mínimos cuadrados para hallar X

X̂LS = argmin
X

‖XX> −A‖2F
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Adjacency spectral embedding

n Como A es real y simétrica, podemos descomponerla como A = UΛU>

l U = [u1, . . . ,uNv ] es la matriz ortogonal de vectores propios
l Λ = diag(λ1, . . . , λNv ), con valore propios λ1 ≥ . . . ≥ λNv

n De�namos Λ̂ = diag(λ+1 , . . . , λ
+
d ) y Û = [u1, . . . ,ud] (λ+ := máx(0, λ))

n La mejor aproximación de rango d semi-de�nida positiva de A es ÛΛ̂Û>

⇒ Ajacency spectral embedding (ASE) es X̂LS = ÛΛ̂
1/2

dado que

A ≈ ÛΛ̂Û> = ÛΛ̂
1/2

Λ̂
1/2

Û> = X̂LSX̂>LS

Q: ¾La solución es única? Nop, dado que el producto interno es invariante a rotaciones

P = XW(XW)> = XX>, WW> = Id

⇒ El embedding de un RDPG es identi�cable modulo rotaciones
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Û> = X̂LSX̂>LS

Q: ¾La solución es única? Nop, dado que el producto interno es invariante a rotaciones

P = XW(XW)> = XX>, WW> = Id

⇒ El embedding de un RDPG es identi�cable modulo rotaciones

Federico Larroca � Aprendizaje Automático para Datos en Grafos 39/50



Embedding de un grafo Erdös-Renyi

n Ej: Grafo Erdös-Renyi ER(1000, 0,3) (realización de A a la izquierda)

n Para d = 1 calculamos el ASE x̂LS y gra�camos x̂LSx̂>LS (centro)

⇒ Buena aproximación de la matriz constante P = 0,3× 11>

⇒ El histograma de las entradas de x̂LS da más evidencia (derecha,
√
p = 0,547)

n Resultados sobre consistencia y distribuciones límites disponibles

A. Athreya et al., “Statistical inference on random dot product graphs: A survey,” J. Mach. Learn. Res., vol. 18, pp. 1-92, 2018
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Embedding de un grafo SBM
n Ej: SBM con Nv = 1500, Q = 3 y parámetros

α =

 1/3
1/3
1/3

 , Π =

 0,5 0,1 0,05
0,1 0,3 0,05
0,05 0,05 0,9



n Realización de la adyacencia (izquierda), X̂LSX̂>LS (centro), �las de X̂LS (derecha)

n Justi�ca el uso de métodos geométricos (e.g. KNN o GMM del espectro)

Federico Larroca � Aprendizaje Automático para Datos en Grafos 41/50



Interpretabilidad de los embeddings
n Ex: Zachary's karate club con Nv = 34, Ne = 78 (izquierda)
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n Embeddings (�las de X̂LS) para d = 2 (derecha)
l El administrador del club (i = 0) y el instructor (j = 33) son ortogonales

n La interpretabilidad es una característica muy valiosa de los RDPGs

⇒ Alineación del vector indica a�nidad entre nodos (comunidad)

⇒ Magnitud del vector indica conectividad del nodo
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Grafo de colaboración entre matemáticos

n Ej: Red de colaboración entre matemáticos centrado en Paul Erd®s

n La mayoría de los matemáticos tienen un número de Erd®s de no más de 4 o 5

⇒ Dibujo creado por R. Graham en 1979
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Grafo de colaboración entre matemáticos

n Grafo de co-autoría G, Nv = 4301 nodos con número de Erd®s ≤ 2

⇒ No hay una estructura clara de la matriz de adyacnecia �cruda� A (izquierda)

n La estructura de comunidades se revela al permutar la matriz (derecha)

(i) Se obtiene el ASE X̂LS de los matemáticos
(ii) K-means angular en las �las de X̂LS [Scheinerman-Tucker'10]
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Relaciones internacionales
n Ej: Red dinámica Gt de relaciones entre naciones

⇒ (i, j) ∈ Et si las naciones tuvieron un tratado de alianza en el año t

n Ángulo entre el embedding del Reino Unido y Francia entre 1890 y 1995
l Ortogonal durante �nes del siglo XIX
l Se acercan durante las guerras, y se vuelve alejar durante la ocupación nazi en la

segunda guerra
l Fuertemente alineados a partir de los 70 hasta la creación de la UE
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Extensiones

n Ignoramos la diagonal [X̂LSX̂>LS ]ii = 0. Se puede resolver mediante algoritmos
iterativos o descenso por gradiente

E. R. Scheinerman and K. Tucker, �Modeling graphs using dot product
representations,� Comput. Stat., vol. 25, pp. 1-16, 2010

M. Fiori et al., �Algorithmic Advances for the Adjacency Spectral Embedding,�
EUSIPCO, 2022

n ¾A no es semi-de�nida positiva? Extensión conocida como generalized RDPG

P. Rubin-Delanchy et al, �A statistical interpretation of spectral embedding: The
generalised random dot product graph,� arXiv:1709.05506 [stat.ML], 2017

n Considerar el caso con pesos y/o dirigido es posible

B. Marenco et al., �Online Change Point Detection for Weighted and Directed
Random Dot Product Graphs,� IEEE TSIPN, 2022

n Permite varias aplicaciones en testing, clustering, change-point detection, . . .
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Online change point detection: entrenamiento

n Idea: Usar �estimating function� [Kirsch-Tadjuidje'15]

⇒ Entrenar con m grafos �limpios� (sin cambios)
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Online change point detection: Monitoreo

n Observar las matrices secuencialmente A[m+ 1],A[m+ 2], . . .

l Monitorear la suma acumulada S[m, k] =

m+k∑
t=m+1

(
X̂X̂> −A[t]

)

Proposición: Para k grande y bajo la hipótesis nula de no-cambio, Γ[m, k] := ‖S[m, k]‖2
tiene una distribución χ2 generalizada.
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n Liviano: requisito de memoria y computacional de O(N2)
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Monitoreo de una red inalámbrica

n Extensión del modelo para incluir grafos con pesos y dirigidos

n Red inalámbrica del Plan Ceibal. Medidas@hora del RSSI para N = 6 APs

⇒ Según el administrador de red: AP 4 fue movido el 30 de octubre
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n Explicar el cambio a través de la interpretabilidad del ASE

n Reproducibilidad ⇒ Código disponible en @ https://github.com/git-artes/cpd_rdpg
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Futuro
n Descenso por gradiente para hallar el ASE: escalabilidad y tracking

l Manejo de datos faltantes, alineación mediante inicialización (M. Fiori et al.
�Gradient-Based Spectral Embeddings of Random Dot Product Graphs�, arXiv preprint
arXiv:2307.13818, submitted)
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n Propiedades estadísticas del modelo no-paramétrico del weighted RDPG

E
[
etAij |X

]
=

∞∑
m=0

tmE
[
Amij
]

m!
= 1 +

∞∑
m=1

tmx>i [m]xj [m]

m!

Federico Larroca � Aprendizaje Automático para Datos en Grafos 50/50


	Modelos de Variables Latentes
	Random dot product graphs

