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3#) El dispositivo de la figura es una gria movil, y
consistente de un carro que se mueve sobre rieles Me

horizontales, del que cuelga un gancho a través de —D
una barra articulada de longitud 1. Se despreciard la

o o
masa de esta barra.

a) Encuentre una representacion en variables de
estado para este sistema, lineal, para pequeflos
angulos de apartamiento de la vertical.

Considere como estado

x=[y. ¥. 9. o] "

y la entrada es la fuerza u.
b) Dibuje un diagrama de bloques para esta representacion.

¢) Considere el subsistema del gancho, es decir:

ol

Calcule la matriz de transicién de este subsistema eAlt,



Modelado

Calculo de la aceleracién del punto G (gancho)

€y = COS Pt +sen ]

€, = —sen i + cos )
7 = cos pé, — sen pé,
J = sen pé, + cos pé,

rc =yj+18&,

Ve = yj+1pé,

dc = yj+ 198, — 1%,
= y (sen &, + cos pé,) + 1pé, — lgbzép
= ()'}sen ©— I<,b2) é,+ (ycosp + 1) é,



Modelado

Aplicacién de la 2da ley Newton al gancho y al carro
Segunda ley de Newton aplicada al gancho:

Seglin §,: Mggcosyp — F = Mg (yseny — 15°)
Seglin é,: —Mggsenyp = Mg (ycosyp+ 1p)

Segunda ley de Newton aplicada al carro:
Segin j: u+ Fsenyp = M.y
Despejando F de (1) para sustituirla en (3):
u+ Mggsenpcosp — Mgy sen® p + Mg/(b2 senp = M.y
Despejando y de esta dltima ecuacién:

U+ Mggsenpcosp + Mglp?senp
M. + Mg sen? ¢




Representacion en variables de estado (no lineal)
Sustituyendo y en (2) y despejando ¢:

. g, ucosp + Mgg sen ¢ cos? p + Mglp? sen p cos ¢
= —— n —
7 j ey I (M + Mg sen? ¢)

(1
Eligiendo u como variable de entrada, x = [y Yy gb]T como
variable de estado y w = x como variable de salida, se obtiene la

siguiente representacién en variables de estado:

f, (x, u) y

YA u+Mgg sen ¢ cos go+Mglgb2 sen ¢
x=f(x,u)= fy (x,u)| _ Mec+Mg sen® o

’ fo (x, u) % i i

f- &g _ucosp+Mggsen g cos” p+Mglp® sen pcos p

5 (x, u) > sen £ I(Met My sen? j)

8y (x, u)

(X, U
w=g(x,u) = giEX7U§ = x
Y
8o (X7 U)



Puntos de equilibrio

y
u+Mpgg sen ¢ cos p+Mglp? sen ¢
Mc+Mg sen?
¥
_Egen o — u cos p+Mgg sen ¢ cos? p+Mg1p? sen ¢ cos ¢
] I(Mc+Myg sen? )

o O O o

Son de la forma:

(v v ¢ @I"=w 0 b 0", u=0)

donde yo e Ry h e Z.



Linealizacion

Definiciones

Linealizaremos en torno a (xp, up).

Sean:

=X = X0 =

X
Il
ASER YT 3!
|
G- € <<
G- 6 <<

<
.”.
|
o
Il
<

X
Il
S &
|
3



Linealizacion

Célculo de las matrices jacobianas

of, of, of, of,
oy 70 0p
of o o 5 o of
_ |3y 3y dp 9p _
ax Do uo) = |58 o, o, of, 5y (X0 Uo) =
Dy oy O 09
ofs of, ot ok
Loy oy Tp sl X T X
u= ug
'%gy Ogy Ogy Osgy
y Oy Op  Op
dg %8, Jgy Vg gy of
_ |72 oy 0 D¢ _
7(X0aU0)— @ @ ﬁ agi a(xo,uo)—
Jdy ady o 09
%8, 08y gy 08y || _
oy Oy Op 0¢ = X0

<h

SESES RS




Linealizacion

Célculo de las matrices jacobianas

fy(X,U)
_ _ | fi(xu)
x=1f(x,u)= f¢(x,u) =
fs (x, u)
01 0
of;
of 00 %
- )
ox o) =14 o g
00 %
100
aé(x w) = 010
ox VT =g 0 1
000

y

u+Mgg sen ¢ cos cp+Mgl<,b2 sen ¢
Mc+Mg sen? o
¥
g __ ucosp+Mggsen  cos? ¢+Mgl¢2 sen p cos ¢
7 SeEn @ I(Mc+ Mg sen? )
0 0
of; of;
75 of _ | ou
— X0, Up) =
ofy o ofy _
u = ug u=up
0 0
0 og (%0, to) = 0
1 0



Linealizacion

Célculo de las matrices jacobianas

u+ Mggsenpcosp + Mglp? sen
M + Mg sen? o

fy(x,u) =

of;

87;/()(’ u) = {[Meg (C -Ss ) + Mg/gbzc} (M. + Mg52)

W
— (u + Mggsc + I\/lg/gb2s) (s/\/lgsc)}

donde s =senp y ¢ = cos .

ofy Mgg
8€0 (X07 UO) Mc
ofy
a(p (XOa UO) 0
of; 1
(X07 UO) -

ou R



Linealizacion

Célculo de las matrices jacobianas

ucosp + Mgg sen ¢ cos? p + Mglp? sen p cos ¢
I (M + Mg sen? o)

fs(x,u) = —% sen p —

O )= B¢ L
[—us + Mg (c3 — 252c) + I\/Iglgb2 (c2 - 52)] (MC + /\/Igs2)

— (uc+ Mggsc® + I\/Iglgb25c) (2Mgsc)}

ofy & MggM. g Mg
g 000 = = = e = Ty,
Of;
87;()(0’ up) =0
of; 1
By o to) =~



Representacion en variables de estado del sistema
linealizado

Resultado de la parte a:

([ |y 01 0 of |y 0
a |00 we ol |k
|, 7 lo o 0 1 | 0
ol 0o —5(1+%E) of [¢] |-k
~ N——
A B
I% 100 0| |y
y| |0 10 0] |y
ol |10 0 1 0] |
o 000 1f]|¢
| ——




Diagrama de bloques del sistema linealizado
Resultado de la parte b:




Subsistema del gancho

L M,
Seawi= /% (1+ %)
al?l_| 0O
dt 90 _wz O
Ar




Matriz de transicidon de estados del subsistema del gancho

Parte ¢

Mt — -1 {(SI — Al)fl}
(sI —Ap) = s 1 det (sT — A;) = s + w?
1) — w2 s |’ 1) — w

s _w2:|T

| BN
(1oayt=2del=A) 1 o] Lt s
! det(sI — A1)  det(sI —A;) det(sI— A;p)

Entonces,
s __1 s 1w

1 [ s 1} _ [ T 52+w2] . [ Tr? w52+w2:|

_ - - _ S

-2 2 2 . w s _w s
sTFw w s s24+w?  s2+4w? Wz s24w?

(sI — A1)t

(- mt) = [ )




Matriz de transicidon de estados del subsistema del gancho
Otra forma de invertir (sI — A1)

(sI—A )—1 _ B(S) B(S) = Sn_lBO + Sn_2B]_ +...+sBp2+ B
' d(s)’ d(s)=det(sl— A1) =s"+dis" 1+ +d,
(By =1
Bi = BpA + dil

B, = BiA+ dbl

By1=Bp 2A+dp1l
0=B,-1A+d,l

s 1
sBo+ B sBy+BoA+dil s+ A [—cﬂ s}

I—A) = = - =
(s 1) 2+ dis+dy 2+ dis+dy 24 w2 5242




