& N

Practico 3: Razonamiento légico iy

INICIAL

Ejercicio 1 (Conectivas “y” (A), “0” (V) ) Mostrar que cada una de las propiedades siguientes se puede
expresar en lenguaje matematico por un enunciado “P y Q” 0 “P o Q” (x e y son nitmeros reales):

a) (x—2)(x+3)=0.
Solucién: (x-2)(x+3)=0 & x=2o0 x=-3

b) x2-1=0.

Solucién: x2-1=0 & x=-10x=1

c) xy>0.
Soluciéon: xy >0 < (x>0e p>0) 0o (x<0 e p<0)

d) (x-2)(x-3)=0.
Solucidén: (x-2)(x-3)=0 & x#2ypy x=-3
e) x>—1=0.

Solucién: x> -120 & xz-1yx=1

) xy<0.
Solucién: xy <0 & (x<0ey>0)o (x>0e y<0)

Ejercicio 2 (Condicién necesaria y suficiente (<)) 1. Dado un niimero real x cualquiera, nos interesamos
en la afirmacion “x* > 4”.
Determinar si cada una de las condiciones siguientes es suficiente para dicha afirmacion:
x>100, x>10%  x>1,9, x<-2, x<-20 x>2,
x<-10, x<=-2,1, x<-=3 0 x>3, x<0, x<-1.

Entre las que son suficientes, indicar cudles son necesarias.
Solucidn:

= x> 100 es suficiente.

= x> 10° es suficiente.

x> 1,9 no es suficiente.

x < =2 es suficiente.

= x<—20 x> 2 es suficiente.

x < —10 es suficiente.

x < —2,1 es suficiente.

= x <-30x >3 es suficiente.

x < 0 no es suficiente.

= x < -1 no es suficiente.

De las anteriores, solo la condicion x < =2 0 x > 2 es necesaria.

2. Nos interesamos ahora en la afirmacion “x*> > 103",
Dar seis condiciones suficientes para dicha afirmacion, y una necesaria.
Solucién:
= x>1000.
= x>100.
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x <=200.

x €(50,100).

x € [-160,-150].

x>10V10 0 x < —10V10. Esta condicion es, ademas, necesaria.

Una condicion necesaria pero no suficiente es, por ejemplo, |x| > 5.

Ejercicio 3 (Condicion necesaria y suficiente (<)) En cada uno de los casos siguientes, reducir la condicion

suficiente dada para que sea necesaria:

1. Sea x un real positivo. Si x > 4 entonces x> > 10.
Solucidn:
Sea x un real positivo. Se tiene que x > 10 si y solo si x> > 10.
(Obsérvese que ser mayor que V10 es menos “exigente” que ser mayor que 4).

2. Sean x e y reales no negativos. Si x >0 ey >0 entonces x +y > 0.
Solucidn:
Sean x e y reales no negativos. Tenemos que x >0 0y >0 si y solo si x +y > 0.

Ejercicio 4 (Condicion necesaria y suficiente (<) En cada uno de los casos siguientes, completar la
condicion necesaria dada para que sea suficiente:

1. Para que un cuadrilatero ABCD sea un rombo, es necesario que sus diagonales sean perpendiculares.
Solucién:
Para que un cuadrilatero ABCD sea un rombo, es necesario y suficiente que sus diagonales sean
perpendiculares y se corten en el punto medio de ambas.

2. Para que dos rectas del espacio sean paralelas, es necesario que su interseccion sea vacia.
Solucidn:
Para que dos rectas del espacio sean paralelas, es necesario y suficiente que su interseccion sea vacia y
que pertenezcan a un mismo plano.

3. Para que los tres ntimeros reales a, b, c sean positivos, es necesario que ab > 0 y que bc > 0.
Solucidn:
Para que los tres ntimeros reales a, b, ¢ sean positivos, es necesario y suficente que ab >0, que bc >0y
que a sea positivo.

Ejercicio 5 (Cuantificadores (¥, 3)) Para cada una de las proposiciones siguientes, indicar (en los puntos
“...”) el cuantificador que permite que dicha proposicion sea verdadera:

1. ..x€R, (x+1)>=x>+1;
Solucion:
dxeR, (x+1)>=x?+1.

2. ..xeR, (x+1)?=x>+2x+1;
Solucién:
Vx eR, (x+1)2 =x2+2x+1;
(observar que si el cuantificador V sirve, entonces también servira el cuantificador 3, por ejemplo, en
estecaso: Ax €R, (x+1)2 = x> +2x+1).

3. ...a,b,ceR, alb-c)+b(c—a)+c(a-b)=0;
Solucion:
Va, b, ceR, a(b—c)+b(c—a)+c(a—b)=0.
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4, ... xeR x3-2x2+1=0;
Solucién:
AxeR, x3-2x*+1=0.

Ejercicio 6 (Negacion) Completar el cuadro siguiente:

P no P
13=12 | 13#12
xe€IN x&IN
x=1 x=1
x>0 x<0
x<1 x>1

Ejercicio 7 (Negacion) Completar el cuadro siguiente:

P P noP | noP
(vof) | (vof)
Todos los triangulos son rectangulos. F Vv Existe un triangulo que no
es rectangulo
Existe un real x tal que x* < 0. F % Todos los ntimeros reales x
cumplen x* >0
Todos los cuadrilateros no se pueden inscribir en una cfa. | F 14 Existe algiin cuadrilatero
que se puede inscribir en
una cfa.
Existen triangulos que tienen angulos obtusos. Vv F Todos los triangulos no
tienen angulos obtusos
Todos los niimeros reales verifican x> > 1. F Vv Existe un nitmero real x
que verifica x> < 1
Existe al menos un divisor de 12 que no es divisor de 18 | V F Todos los divisores de 12
son divisores de 18
Toda funcion que no es par es impar F % Existe una funcion que no
es par ni impar
En todo triangulo el ortocentro es interior al triangulo F % Existe un triangulo en

el que el ortocentro es
exterior al triangulo.

Entonces:

= [a negacion de una frase que empieza por “existe...” es ... “todos los...

”

» la negacion de una frase que empieza por “todos los...” es ... “existe...”

Ejercicio 8 (Negacion) Decir si cada afirmacion es verdadera o falsa y negarla

1. VxeR, x>0 F dxeR,x<0.

2. ¥VxeR, x+1>x 1% dxeRx+1<x
3. dx€eR, x> =x v VxeR,x3#x

4. dxeR, 2x+1=x \% VxeR2x+1#x

Ejercicio 9 (Contrarreciproco) Escribir el contrarreciproco de cada una de los enunciados siguientes:

1. Siesel 1°1° de enero entonces el museo esta cerrado.

Solucion: Si el museo esta abierto entonces no es el 1°™° de enero.
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2. Un nitmero entero que es miuiltiplo de 6 es también miltiplo de 3.
Solucién: Un nitmero entero que no es miiltiplo de 3 tampoco es miuiltiplo de 6.

3. Siun ntimero es mayor que 7 entonces es mayor que 4.
Solucién: Si un nitmero es menor o igual a 4, entonces es menor o igual a 7.

4. Dado x € R, si x > 0 entonces x+4> 0.
Solucion: Dado x € R, si x + 4 < 0 entonces x < 0.

5. Siun triangulo ABC es rectangulo en A entonces BC?> = AC? + AB>.
Solucién: Si BC? = AC? + AB? entonces el triangulo ABC no es rectangulo en A.

Ejercicio 10 (Demostraciones) Probar que las siguientes afirmaciones son falsas.

1. Un niimero siempre es inferior a su cuadrado.

i P 2_1_1_
Contraejemplo: a = 5, pues a” = 3 <5 =a.

2. Para todo par de reales a y b positivos se cumple que Va? + b*> = a+b.
Contraejemplo: a=3y b = 4. Tenemos que Va2 +b2 =9+ 16 =5, mientras a+b =7.

1 _ 1,1
3. Para todo par de reales a y b no nulos, —+ = +1b' o
Contraejemplo: a = b = 1. Tenemos que . = 5 mientras - + 4 = 2.
4. Sia, b, cyd son cuatro nitmeros reales que verifican a < by ¢ <d entoncesa—c <b—-d.

Contraejemplo:a=b=c=0yd =1. Tenemos quea<byc<d,peroa—c(=0)>b-d (=-1).

5. Siun niimero x verifica =2 < x < 4 entonces 4 < x* < 16.
Contraejemplo: x = —1. Tenemos que x> =1 < 4.

6. Para todo par de vectores 7 Y 7 se cumple que i+ 7| = [+ 7]l

Contraejemplo: En el plano, se consideran los vectores u = (0,3) vy ¥ = (4,0). Tenentos que U +v =

(4,3), luego:

7| = V02+32 =3
| IVl = V42 +02 = 4
= ‘ 7 +7) = V42+32 =5 = 7
v

Ejercicio 11 (Demostracion enunciados falsos) Considerar la siguiente afirmacion:

Va+b=+a+Vb paratodo par de nismeros reales positivos a v b.

Para demostrar que es falsa, s;debo probar que la igualdad nunca vale? o sdebo hallar un par de niimeros
reales positivos a y b para los cuales no vale? Demostrar que dicha afirmacion es falsa.
Solucién: para demostrar que la afirmacion es falsa basta encontrar un par de reales positivos a y b que no

verifiquen Na+b = vla+\Vb. Por ejemplo a=3y b =2, ya que V5= V2 + V3.
Ejercicio 12 (Demostracion enunciados verdaderos) Considerar la siguiente afirmacion:

Vab =~aVb para todo par de nimeros reales positivos a y b.
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Para demostrar que es verdadera, jes suficiente con probar que la igualdad vale para un par de niimeros
reales positivos a y b? jes suficiente probar que vale para muchos pares de nitmeros reales positivos a y b?
Demostrar que dicha afirmacion es verdadera.

Solucién:

Para demostrar que es verdadera, no alcanza probar que la igualdad vale para un par de niitimeros, ni
para muchos niimeros. Como hay infinitos pares de niimeros reales positivos a y b no es posible demostrar
la igualdad caso por caso.

Una demostracion: llamemos x = \JaVb. Entonces x> = (\JaVb)? = ab. Por otra parte x es positivo,
pues es el producto de dos reales positivos (\Ja y Vb). Entonces x > 0 y x> = ab, y por lo tanto x = Vab.
Concluimos que Vab = x = \Ja\b, como queriamos probar.

Un razonamiento que no es una demostracion:

Vab=VaVo = (Vab)’ = (VaVb)?
= (Vab)? = (Va)* (Vb)?
- ab=ab

¢Por qué no sirve como demostracion? Todos los pasos son correctos. Sin embargo se utiliza lo que se quiere
demostrar como premisa y se obtiene una conclusion que es claramente cierta pero que no aporta nada.
Para tener una demostracion hay que utilizar como premisa afirmaciones que sean claramente ciertas o que
se conozcan de otras propiedades, y obtener la afirmacion como conclusion.

Ejercicio 13 (Demostraciones con conjuntos)
Probar o refutar las siguientes afirmaciones:

1. Si A C Bentonces B C A°. 3. (ANB)*=A°UB° 5. (AUB)*=A°NB°
2. (ANB) = A°N B 4. (AUB) = A°UB* 6. (A\B) = A°UB*

1. Si A C Bentonces B¢ C A
Solucién: Tormamos x € B¢, como x € By A C B, tenemos que x € A. Hemos probado que B¢ C A°

2. (ANB) = AN B
Solucién: Esta afirmacion es falsa. Miremos por ejemplo los siguientes subconjuntos de IN: A =
{1,2}, B={1,2,3}. Entonces (AN B)* = A° =N\ A. Por otro lado A° N B¢ = B* = N\ B. Claramente
estos dos conjuntos no son iguales.

3. (ANB)° = AU B¢
Solucion: x 2 ANBsiysolosix&Aox¢&Bsiysolosi xeA° oxe B siysolosixeA°UB".

4. (AUB)*=A°UB*
Solucidn: Esta afirmacion es falsa. Miremos el mismo ejemplo de subconjuntos de niimeros naturales
que en 2: A =1{1,2}, B ={1,2,3}. Entonces (AU B)° = B = IN \ B. Por la parte 1, B* C A® y por lo
tanto A°UB° = A° =IN\ A.

5. (AUB)® = A°N BS
Solucién: x 2 AUBsiysolosix& Ay x¢&BsiysolosixeA°NB°.

6. (A\B)*=A°UB"
Solucién: Esta afirmacion es falsa. Consideremos A = {1,2,3} CIN vy B = {2} CIN. Como B C A,
A° C B°. Por lo tanto AU B = B* =IN'\ B = IN \ {2}. Por otro lado (A \ B)* ={1,3}* =IN'\ {1, 3}.

Ejercicio 14 (Demostraciones con conjuntos)
Determinar cuales de las siguientes igualdades e inclusiones son verdaderas. En caso de que una igualdad
sea falsa determinar si se da alguna de las inclusiones.
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1. AUBUC)=(AUB)UC 3. AUBNC)=(AUB)N(AUC)
2. AnN(BNC)=(ANB)NC 4 AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

1. AU(BUC)=(AUB)UC

Solucion: Verdadera

(C)x€e AUBUC)=>xceAoxeBUC>xcAoxeBoxeC=>x€AUBoxeC=xe(AUB)UC
(2)xe(AUB)JUC=x€AUBoxeC=x€cAoxeBoxeC=>xcAoxeBUC=>xecAU(BUC)

2. AN(BNC)=(ANB)NnC

Solucién: Verdadera
(€)SixeAN(BNC)=>xecAyxeBNC,o0sea, xc Ay (xeByxeC). Endefinitivaxc A, xeBy
xeC=xecANByxeC=xec(ANB)NnC.

(2)Sixe (ANB)NC =xc ANByxeC=xcAxeByxeC=xecAyxeBNC = xeAN(BNC).

3. AUBNC)=(AUB)N(AUC)
Solucién: Verdadera
Observemos primero que por definicion de union, dado un conjunto D, si x € D = x € DUF para
cualquier conjunto F.
(€)SixeAUBNC)=xcAoxeBnNC.
SixeA=>x€AUByxcAUC=xe(AUB)N(AUC).
Six¢A=>xeBNC=xeByxeC=x€cAUByxcAUC=xc(AUB)N(AUC).
(2)Sixe (AUB)N(AUC)=>x€AUByxcAUC= (xeAoxeB)y(xeAoxecC).
SixeA=>xe€AU(BNC).
Six¢eA=xeByxeC=>xeBNC=xcAU(BNC).

4. AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

Solucion: Verdadera
La demostracion es similar a la anterior

Ejercicio 15 (Demostraciones por abursdo)
1. Probar que 2 es irracional.
2. Probar que hay infinitos niimeros primos.

3. Sinno es un cuadrado perfecto entonces \n es irracional.



