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PRACTICO 9: GRUPOS - RAICES PRIMITIVAS.

Ejercicio 1.
a. Probar que 2 es raiz primitiva médulo 13 y también médulo 27.
b. Hallar todas las raices primitivas mdédulo 13.

c. Para cada d divisor de 18, hallar un elemento de U(27) con orden exactamente d.

Ejercicio 2. Se sabe que 2 es raiz primitiva médulo 101, 5 = 224 (mdéd 101), y 6 =27 (méd 101).
a. Hallar los érdenes de 5y 6 en U(101).

b. Sea n = 223%. Hallar a y b enteros positivos para que 7 tenga orden 50 en U(101).
Ejercicio 3.
a. Sea b impar y k > 3 un entero. Probar que =1 (méd 2F) (sugerencia: induccién en k).

b. Concluir que no existen raices primitivas médulo 2% para k > 3.

Ejercicio 4. Sean r,s € Ncon 1 <r < sy mced(r,s) = 1.

a. Probar que si a € U(rs) entonces a™™(@("):#(5)) =1 (méd rs). Sugerencia: usar Teorema Chino.
b. Probar que si » > 2 entonces mcd(¢(r), ¢(s)) > 1. Sugerencia: probar que ambos son pares.

c. Probar que sélo pueden existir raices primitivas médulo m para m = 2,4, p® o 2p®, siendo p primo
impar y a € N. Sugerencia: utilizar las partes anteriores.

Ejercicio 5. Sea p un ndmero primo impar y a una raiz primitiva médulo p®.
a. Probar que si a es impar entonces la clase de a en U(2p®) es un generador de dicho grupo.
b. Probar que si a es par entonces la clase de a + p® en U(2p“) es un generador de dicho grupo.
c. Concluir que existen raices primitivas mdédulo 2p® para p primo impar.
d. Hallar una raiz primitiva médulo 162.
Ejercicio 6. (Logaritmo discreto) Sea p un primo impar y r una raiz primitiva médulo p.
a. Probar que r* = r® (méd p) < a=b (méd p — 1).

b. Esto permite definir la funcién e : Z,_1 — Zj, tal que: e (a (mdéd p — 1)) = ¢ (méd p). Probar que
esta funcién es biyectiva (sugerencia: probar que es inyectiva). A la funcién inversa de e la llamamos
logaritmo discreto en base r, y se caracteriza por la propiedad: log,. b= < r® = b (méd p).

c. Probar que sia # 0 (méd p) y n € Z*, entonces log,(a") = nlog, a (méd p —1).

d. Probar que 3 es raiz primitiva médulo 43, y hallar logs 38 € Zys.

Ejercicio 7. Resolver las siguientes congruencias:



a. 227 =38 (mdd 43). c. %0 =38 (méd 43).
b. #!' =38 (mdd 43). d. 287 = 38 (mdd 43)

Sugerencia: si g es raiz primitiva médulo 43, entonces: si x € U(43), se tiene que x = g“ para algin
a€{0,1,---41}.

Ejercicio 8.

a. Sean r,;s € N. Probar que existen a y b enteros coprimos tales que a|r, bls y mcm(r,s) = ab.
Sugerencia: expresar 7 y s usando sus factorizaciones de primos.

b. Sea G un grupo finito y x,y € G tales que xy = yx. Probar que existe z € G tal que o(z) =
mem(o(z),o(y)) (recordar que si g y h conmutan y tienen drdenes coprimos, entonces o(gh) =

o(g)o(h))-
c. Seapprimoy g € U(p) tal que o(g) =d <p—1.

i) Probar que si h & (g) entonces o(h) no divide a d. Sugerencia: utilizar que si p es primo, el
polinomio 2% — 1 tiene a lo sumo d raices distintas médulo p.

i) Probar que existe z € U(p) con o(z) > o(g).
d. Si p es primo, utilizar lo anterior para obtener un algoritmo para hallar una raiz primitiva médulo p.

e. Hallar (2) C U(23) y utilizar el algoritmo anterior para hallar una raiz primitiva médulo 23.

Ejercicios adicionales

Ejercicio 9. (Directo del Teorema de Korselt) Decimos que un entero positivo n es pseudoprimo de

Carmichael, si n es compuesto, y se cumple: " = a (mdd n), para todo a. Sea n un pseudoprimo de

Carmichael, y sea p un primo que divide a n. Probar:
a. p? no divide a n (sugerencia: tomar a = p en la definicién de pseudoprimo de Carmichael).

b. p — 1|n — 1 (sugerencia: considerar una raiz primitiva médulo p).

Ejercicio 10. Sea p primo.

a. Probar que si p es impar y 7 es una raiz primitiva médulo p, entonces r?~1/2 = —1 (méd p).
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b. Probar el Teorema de Wilson utilizando raices primitivas: Si p es primo, entonces (p — 1)!
(méd p).

Ejercicio 11. Generalice la idea del ejercicio anterior para probar el siguiente resultado: si p es un primo
m—1

impar, y m = p®, entonces: H a= -1 (méd p).

mecd(a,m)=1

Ejercicio 12. Sea p un primo impar. Para cada n € Z™ definimos S, = 1" +2" + ...+ (p — 1)". Probar:

Sn

0 (méd p), sin no es multiplo de p—1
—1 (méd p), sin es miltiplodep—1



