Geometría y Álgebra Lineal I
Análisis del flujo en una red

Alfredo Piria, 14 junio de 2005
1. Introducción
En este documento se presenta una aplicación del estudio de sistemas lineales de ecuaciones visto en el curso de Geometría y Álgebra Lineal I, al análisis del flujo en una red. El énfasis está puesto en la descripción de las relaciones entre las incógnitas por medio de ecuaciones matriciales, que permiten estudiar el problema con los conceptos vistos en el curso.

Grafo, matriz de incidencia, potenciales y flujos
Definición de grafo
Un grafo dirigido G=(V,E) está formado por un conjunto V de n nodos o vértices y un conjunto E de m arcos, definidos como pares ordenados de elementos de V distintos entre sí
.
Asociado al grafo tenemos un diagrama como se muestra en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1: El grafo G=(V,E) de la figura tiene 4 nodos y 5 arcos, siendo 
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En lo que sigue consideraremos grafos conexos, en los que todo par de nodos está conectado por una secuencia de arcos. En estos grafos se cumple que 
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Matriz de incidencia de un grafo
La matriz de incidencia arcos-nodos del grafo G es una matriz A con m filas y n columnas, en que la fila i indica como está conectado el i-ésimo arco: tiene un -1 en la posición del nodo inicial de arco i, tiene un 1 en la posición del nodo final, y el resto nulo. Si el arco i es 
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El ejemplo anterior queda bien definido a partir de la matriz 
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En el Anexo 1 se prueba que para cualquier grafo conexo el rango de la matriz A es r(A)=n-1.
En el Anexo 2 se analiza como transforma el grafo el proceso de escalerización de la matriz A.
Flujos y potenciales
Al estudiar problemas en un grafo aparecen 2 tipos de variables o incógnitas:

· Un vector 
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 de variables asociadas a los nodos que llamaremos potenciales. 

· Un vector 
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 de variables asociadas a los arcos que llamaremos flujos
. 
En el Anexo 1 se muestra como los subespacios asociados a la matriz A se pueden caracterizar a partir de los flujos y los potenciales. La interpretación de esas magnitudes depende del problema, y en el Anexo 4 se muestra el caso del flujo de corriente DC en una red eléctrica.
2. Problema de flujo en una red
Definición del problema
Los datos son el grafo G=(V,E) con su matriz de incidencia A, y  un vector 
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 de cantidades extraídas o demandas externas
 en los nodos. Suponemos que la demanda total es nula: 
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Las incógnitas son los potenciales 
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 en los nodos, los flujos 
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 en los arcos, y también el vector 
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 que indica las diferencias de potencial en los arcos.
Las ecuaciones son:

· Las ecuaciones de equilibrio o balance de flujo en cada nodo (cantidad entrante igual a cantidad saliente). Como el vector 
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 indica los flujos netos entrantes en los nodos, la ecuación  de equilibrio en forma vectorial es 
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· Un conjunto de ecuaciones "de arco", que establecen que en cada arco 
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 el flujo es proporcional a la diferencia de potencial entre los nodos extremos 
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donde 
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 es un vector de constantes positivas
 que dependen de las propiedades físicas de cada arco. Si llamamos C a la matriz con c en la diagonal, la ecuación en forma vectorial es 
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Ejemplo 2  En el grafo del ejemplo1 consideramos demandas externas en los 4 nodos dadas por 
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Resolución
El objetivo es hallar los vectores 
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 que verifiquen las ecuaciones 
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Se deduce que los potenciales x deben cumplir la ecuación 
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 es nxn y singular. Con los supuestos hechos para el vector d, se puede ver que la ecuación 
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 tiene entonces infinitas soluciones que difieren en una constante. 
Hallados los potenciales x, los flujos quedan definidos por 
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, siendo  la solución y única.
	
	Nodo
	Potenciales
	

	Arco
	Inicial
	Final
	Inicial
	Final
	Diferencia
	Ctes. 
	Flujo

	1
	v1
	v2
	10
	15
	5
	20
	100

	2
	v1
	v3
	10
	0
	-10
	40
	-400

	3
	v2
	v3
	15
	0
	-15
	20
	-300

	4
	v2
	v4
	15
	20
	5
	40
	200

	5
	v4
	v3
	20
	0
	-20
	10
	-200


En el ejemplo 2, se obtienen 
los potenciales y flujos que se muestran en la tabla .
Flujos en función de las demandas

Para hallar los flujos 
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 asociados a distintos vectores 
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 de demanda, es útil contar con una ecuación de la forma 
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. Para hallar esa relación, una forma de trabajar consiste en elegir un nodo fijo s de referencia (nodo flotante, o de tierra, o slack) que tendrá potencial nulo en la solución buscada, que queda entonces bien determinada. Retirando la columna s de la matriz A se obtiene una versión reducida de la matriz K que es invertible. Calculando su inversa se pueden obtener los potenciales en función de d, y finalmente los flujos en función de d. En el Anexo 3 se halla una fórmula explícita de la matriz B.
En el ejemplo 2 se obtiene 
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Nota: En la aplicación al cálculo de peajes en un sistema eléctrico se usa, en vez de la ecuación 

y = Bd  anterior, una ecuación 
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 donde el vector  p= -d corresponde a las inyecciones en los nodos. Se cumple entonces que la matriz beta es 
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3. Anexos
Anexo 1: Subespacios asociados a la matriz A

Los 4 subespacios asociados a la matriz A se pueden entender en términos de flujos y potenciales en el grafo:

El espacio nulo 
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 está formado por los vectores de 
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 con coordenadas iguales, que son múltiplos del vector 
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. En otras palabras, si las diferencias de potencial son todas nulas, el vector 
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 de potenciales debe tener todas sus coordenadas iguales. Como dim(N(A))=1, se concluye que el rango de la matriz A es r(A)=n-1.

 El espacio generado por las filas de A es 
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. Los vectores  de 
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 se pueden ver como aquellas extracciones en los nodos 
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 para los cuales el sistema 
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 tiene solución, o sea para las cuales existen flujos 
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 en el grafo que cumplen las ecuaciones de equilibrio en los nodos. Como no se genera flujo, la extracción neta debe ser nula.

Se verifica que 
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 El espacio nulo izquierdo 
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 contiene a los flujos 
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 compatibles con extracciones nulas. Incluye entonces a los flujos de loop correspondientes a una cantidad transportada alrededor de un ciclo
 del grafo. Una base de 
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 puede formarse con m-(n-1) flujos de loop independientes
.

En el ejemplo 1, una base de 
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 , donde los vectores corresponden a los flujos en los 2 primeros diagramas que se muestran en la figura.
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Observamos que otro flujo de loop como 
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 es combinación lineal de los anteriores.

Conocido
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 podemos contestar a otra pregunta: ¿qué filas de la matriz A forman un conjunto linealmente independiente? Para eso debemos estudiar una ecuación como 
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, cuya solución se corresponde a un vector 
[image: image62.wmf])

(

T

A

N

y

Î

.
Razonando como en el punto anterior, concluimos que un conjunto de filas de A es linealmente independiente sólo si esos arcos del grafo no contienen un loop.

 El espacio generado por las columnas  
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[image: image64.wmf]m

R

b

Î

 para los cuales el sistema Ax=b  tiene solución. O sea que  
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 son las diferencias de potencial b para las cuales es posible hallar un vector de potenciales 
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, y la condición que se debe cumplir es que la suma de diferencias de potencial en cada loop sea nula.
En el ejemplo 1, scalerizamos el sistema Ax=b  y obtenemos condiciones que debe cumplir el vector 
[image: image67.wmf]5

R

b

Î

 para que el sistema sea compatible:
[image: image68.wmf]{

}

5

4

3

3

2

1

,

0

:

)

(

b

b

b

b

b

b

R

b

A

R

m

+

+

=

+

-

Î

=

.

Observamos que la cantidad de ecuaciones independientes en la definición del conjunto 
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 debe ser  m-dim( R(A))=m-r(A), que coincide con la cantidad de loops independientes en el grafo. Se verifica además que 
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 son complementarios con el producto escalar de 
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Anexo 2: Árbol generador y escalerización de A
Al escalerizar A obtenemos una matriz U cuyas filas no nulas definen un nuevo grafo 
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 con el mismo conjunto V de nodos y un nuevo conjunto 
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 de n-1 arcos. El nuevo grafo, que es conexo y no contiene loops, se llama un árbol generador del grafo G original.

Analizando cada paso de la escalerización, observamos que los multiplicadores no nulos son 
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, y que al sustituir la fila 
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 el resultado corresponde a uno de los siguientes casos:

· Un nuevo arco que vincula un nodo del arco i con un nodo del arco k. Los 3 nodos conectados por la pareja de arcos 
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 se mantienen conectados por la pareja de arcos 
[image: image79.wmf]i

k

A

A

¢

,

.
· Un fila nula, cuando los arcos i y j conectaban el mismo par de nodos. En este caso, la escalerización eliminó una conexión duplicada.

Anexo 3: Forma explícita de la solución del flujo
Se trata de hallar la solución 
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 obtenida a partir de la solución x de la ecuación 
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Se prueba que la matriz 
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, simétrica, y su espacio nulo y su rango coinciden con los de A.

Las soluciones del sistema homogéneo 
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 tienen todas las coordenadas iguales: si e es un vector de unos, entonces 
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Entonces la dimensión de 
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 es 1 y el rango de A es n-1, y lo mismo se cumple para la matriz K.

La ecuación 
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 tiene infinitas soluciones de la forma 
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 es una solución particular. Como el sistema tiene infinitas soluciones que difieren en una constante, lo que hacemos es elegir un nodo fijo s de referencia (nodo flotante, o de tierra, o slack) que tendrá potencial nulo en la solución buscada. Esa solución queda entonces bien determinada, y las demás soluciones se obtienen sumando a la solución hallada un valor constante cualquiera.

Usamos como notación 
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, donde el subíndice ns indica el conjunto de nodos libres, obtenido sacando el índice s del conjunto 
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En correspondencia con la notación anterior, tenemos que 
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 es la columna s de A y 
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 es el resto, o sea una submatriz de tamaño 
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 obtenida de A retirando la columna 
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se puede separar en 2 subsistemas:
· un sistema 
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 con n-1 ecuaciones e incógnitas, de rango completo y solución 
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· una ecuación 
[image: image105.wmf]s

ns

ns

T

s

d

x

CA

A

=

, que es verificada por la solución del sistema anterior (Ejercicio).

Con el 
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 obtenido, podemos calcular el vector de flujos:
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También podemos expresar el resultado anterior en la forma
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 una matriz de tamaño 
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 que tiene nula la columna s.
Se observa que la matriz B depende de la elección del nodo s, aunque la correspondencia que lleva 
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 es independiente de esa elección.
Un código MATLAB para calcular la matriz B puede ser el siguiente

% Calculo de la matriz B

% Input: A,c,is

[na,nn]=size(A);

ins=[1:nn]'; 
ins(is)=[ ];

Ans=A(:,ins); 
C=diag(c); 

B=zeros(na,nn);

B(:,ins)= C*Ans*inv(Ans'*C*Ans);
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� No consideramos arcos que conecten un nodo con si mismo.


� Los flujos serán positivos cuando la dirección coincide con la orientación del arco.


� Si son negativas serán cantidades inyectadas en los nodos desde el exterior.


� Si los flujos fueran proporcionales a la caída de potencial, las constantes serían todas negativas.


� Llamamos ciclo o loop a una secuencia de arcos cuyos nodos inicial y final coinciden.


� Recordamos que dim(N(AT))=m-r(A)=m-(n-1).
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