Curso de Optimización, 2022
Instituto de Matemática y Estadística (IMERL)

Práctico 5: Optimización con restricciones
Ejercicio 5.1. Multiplicadores de Lagrange y verificación con QP
a) Considere el problema 
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Verifique que se cumple la condición necesaria de optimalidad. 

Resuelva con la rutina QP (o QUADPROG) de Matlab/Octave, obtener el valor del multiplicador
.
b) Considere ahora el programa “perturbado”  
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Resuelva nuevamente en forma analítica, hallando el punto óptimo 
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.   Halle una aproximación lineal de 
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, válida para valores pequeños de 
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. Compare la aproximación con el valor exacto para valores 
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c) Considere ahora un problema con 2 restricciones 
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Sabiendo que en 
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 hay un óptimo, halle los multiplicadores 
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 asociados.  Considere perturbaciones 
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 en las restricciones, y sin resolver 
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 halle una aproximación lineal de 
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 pequeño.  Use la aproximación hallada para estimar el valor mínimo si los segundos miembros de las restricciones se cambian por 9.9 y 6.2, y verifique resolviendo con Matlab/Octave que el error en la aproximación anterior es del orden de 2%.
Ejercicio 5.2. Gradiente proyectado y gradiente reducido
a) En el problema de 6.1.a, halle el gradiente proyectado 
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 y verifique que se anula en el punto 
[image: image17.wmf]*

x

.
b) Opcional. Dado el problema 
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, considere el problema reducido  
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 la expresión obtenida partiendo A=[B  N] (con la parte B formada por las primeras 2 columnas) y despejando la parte 
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 del vector de incógnitas en función  de 
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Halle 
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 y una expresión para el gradiente reducido 
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Verifique que 
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 es solución de 
[image: image26.wmf])

(

R

P

 con valor óptimo 
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, y halle el punto óptimo de (P).  Verifique resolviendo (P) con QUADPROG.
Ejercicio 5.3. Resolución de un problema con restricciones no lineales 

Considere el problema de determinar el estado de equilibrio de una cadena formada por N barras rígidas, con los 2 extremos fijos. En el equilibrio se minimiza la energía potencial gravitatoria, que calculamos como la suma de la energía de cada eslabón, dada por la altura de su punto medio multiplicada por su longitud (suponemos que todos los eslabones son del mismo material homogéneo).

Los datos del problema son las longitudes de las N barras y las coordenadas (x,y) de los extremos fijos. Se quiere conocer la posición
 de equilibrio de los N-1 nodos intermedios.

a) Escriba el problema de optimización asociado, en que las restricciones corresponden a imponer que la longitud en cada eslabón sea el valor dado.

b) Use la rutina FMINCONSTR de Matlab (o FMINCON de Octave) para hallar la solución numérica para el caso de una cadena de 5 barras con longitudes 0.7, 0.5, 0.3, 0.2 y 0.5, y con el extremo fijo izquierdo en (0,0) y extremo fijo derecho en (a,b)=(1,-1).
Ejercicio 5.4. Un problema con objetivo cuadrático y restricciones lineales
Considere el problema del diseño de un portafolio, en que se desea determinar las proporciones 
[image: image28.wmf]n

x

x

,

,

1

L

de n activos a incluir en la cartera de forma de obtener un retorno esperado de al menos
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 (valor prefijado), con riesgo mínimo. 

El retorno esperado se calcula como 
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 el vector de los retornos esperados de cada activo, y 
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 la matriz de varianzas y covarianzas.

a) Haga algunos tanteos para entender el problema: Defina un portafolio con todo el capital en el primer activo, calculando el riesgo R(x) asociado. Haga lo mismo con todo en el tercer activo. Halle "a ojo" un portafolio con riesgo menor que los 2 anteriores. 
b) Use el programa QUADPROG  para hallar el portafolio de riesgo mínimo, y compare con los casos anteriores. Identifique
  el multiplicador de la restricción de retorno esperado. Estime el incremento de riesgo si se aumenta el valor de 
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. Verifique numéricamente, resolviendo para algunos incrementos pequeños en 
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c) Imponga las restricciones adicionales de que el portafolio tenga por lo menos 60% del primer activo y no pueda tener más de un 10% del tercer activo ni más de 10% del cuarto activo. ¿Cómo se afecta el riesgo al variar un poco estas condiciones?
d) Opcional: Plantee variantes del problema maximizando el retorno con riesgo acotado, o con una función objetivo que incluya retorno y riesgo. ¿Obtiene resultados comparables?
� Observe que a la restricción Ax=b podría corresponderle el vector� EMBED Equation.3  ��� de g(x)=Ax-b,  o el de g(x)=b-Ax.


� El problema se reduce al plano vertical que contiene a los extremos.


� El vector � EMBED Equation.3  ��� contiene los multiplicadores de todas las restricciones: las matriciales y las de cotas inferiores y superiores de las variables.
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