SOLUCION DE LA VERSION 2
Primer Parcial - Matematica Discreta I

Martes 3 de mayo de 2022.
MO1 | MO2 | MO3 | MO4 | MO5 | MO6
A|D | B|C | D|B

MO1
iDe cudntas formas pueden extraerse 9 canicas de una bolsa que contiene 16 canicas: 4 blancas,
4 rojas, 4 azules y 4 negras? A) 80; B) 90; C) 100; D) 110.

Solucién - MO1
Podemos codificar el problema a contar soluciones naturales de x1 + 22 + 3 + 4 = 9 donde
x; < 4 paracadai € {1,2,3,4}. Utilicemos el principio de inclusién-exclusién usando ¢; : x; > 5.
Es claro que no pueden ocurrir méas de una de estas condiciones a la vez, y por simetria debemos
contar CRg — (le)n(cl).

Para contar n(c;) debemos imponer x; > 5. Restando 5 unidades en cada miembro y usando
x/l = x1 — 5 tenemos soluciones naturales de xll + z9 + x3 + x4 = 4, que son CRZ%. El resultado
es entonces (192) — 4(1) = 80, y la respuesta correcta es la A.

Miiltiple Opcion 2
Sea {ay }nen tal que ay,12—an 11 —6a, = 6n+5conag = 0y a; = 1. Entonces: A) agg = 3'°°—100;
B) agg = 3' — 99; C) agg = 3% — 99; D) agg = 3% — 100.

Solucién - MO2
El polinomio caracteristico es p(z) = x° — x — 6 tiene raices 3 y —2, por lo que la solucién
homogénea es a,, = a3" + 5(—2)". Como el miembro derecho tiene un polinomio de grado 1
podremos encontrar una solucién particular de la forma a,, = an + b. Busquemos los reales a
y b tales que a,,, es solucién. Reemplazando, se debe tener que:

nt2p — Anglp — Onp =a(n+2)+b—a(n+1) —b—6an —6b = —6an + a — 6b = 6n + 5,

2

por lo que a = =1, b = =1y ap, = —n — 1. La solucién es a, = a3" 4+ f(—2)" —n — 1.
Reemplazando con los datos iniciales ag = 0 y a; = 1 tenemos que:
a+p=1;
3a— 28 =3.

Duplicando la primera ecuacién y sumando la segunda tenemos que ba = 5, por lo que a = 1.
Por la primera ecuacién deducimos que § = 0, y finalmente conseguimos que a, = 3" —n — 1.
Luego agyg = 3%? — 100, y la respuesta correcta es la D.

MO3
Tenemos n pesos uruguayos para comprar naranjas, manzanas y bananas en la feria. Vamos a
usar todo el dinero comprando cantidades enteras en kilogramos. Se sabe que las naranjas salen
20 pesos, las manzanas 30 pesos y las bananas 50 pesos por kilogramo, respectivamente. La

funcién generatriz f(z) que representa la cantidad de compras posibles es:
A) 1 1 1 . B) 1 1 1. C) 1 . D) 1
1+m20 1+x30 1+:E5O’ 1—220 1230 1450 1+($20+x30+m50)7 1—(%20—&-%30—0—:250) .

Solucion - MO3
Sean m, d y b la cantidad de kilogramos de manzanas, duraznos y bananas a comprar, respec-
tivamente. Por la letra sabemos que 20m + 30d + 50b = n.

Ahra correspondemos la cantidad de kilogramos a comprar de cada fruta con un exponente.
La funcién generatriz resulta entonces:

+oo +00 +oo
flx) =Y @)™y @)y @),
m=0 d=0 b=0

y recordando la suma geométrica tenemos que la opcién correcta es la B.



MO4
iDe cuantas formas se pueden llenar 10 vasos ordenados y numerados del 1 al 10 usando 4
bebidas posibles de modo que no queden dos vasos consecutivos con la misma bebida? Se asume

que todo vaso es llenado con alguna bebida.
A) 410: B) 42 x 38; C) 4 x 3%; D) 410 — 310,

Solucion - MO4
Hay 4 opciones para llenar con alguna bebida el primer vaso y luego 3 opciones para llenar los
restantes vasos y asf evitar repeticiones. Por la regla del producto tendremos 4 x 3% opciones en
total. Luego, la opcién correcta es la C.

MO5
Hallar el coeficiente en 22y de f(z,y) = (x — 222 +y + 2% + 1)°.
A) —20; B) —30; C) —40; D) —50.

Solucién - MO5

Hay 4 maneras posibles y disjuntas para obtener z2y3:
Eligiendo dos veces x! y tres veces y 3%,( )12(—222)%(y)3(2y)°(1)° = le v

oo (2)%(=222)°(y)°(29) (1) = 602y
Eligiendo cero vez xt y tres veces y g—( ) (_237 ) (y ) (Qy ) (1 )1 40x2y3.
5i(z

)°(=22%)1 (y)°(2y°) ' (1)? = 8027y
El coeficiente en z? es igual a 10 4 60 — 40 80 = —50 y la opcién correcta es la D.

Eligiendo dos veces z! y cero vez y':

Eligiendo cero vez x' y cero vez y':

MO6

Contar la cantidad de subconjuntos de 4 elementos de S = {1,2,...,100} tales que la distancia
entre toda pareja de elementos sea de 3 0o mas. A) (934); B) (944); C) (954); D) (964).

Solucién - MO6
Si A = {a1,as,as3,a4} cumple con el enunciado y se ordenan sus elementos en forma creciente
entonces x; = a;41 — a; > 3, ¢ = 1,2,3. Definiendo zg = a1 > 1y x4 = 100 — a4 tenemos que
Z?:o x; = 100. Usando las variables y; = ; —3, 1 =1,2,3, yg = xo— 1, y4 = x4, debemos contar
la cantidad de soluciones naturales de Z?:o y; = 90, que es C’Rgo = (5+3871) = (gé) = (944).
Luego, la opcién correcta es la B.



Problema de Desarrollo

1) Probar que n2>n+1 para todo n > 3.
2) Probar que 2" > n? a partir de cierto natural ng que se debe encontrar.

Solucion - Problema de Desarrollo

1) Probemos que n? > 2n + 1 para todo n > 3 mediante induccién completa:
— Paso Base: en el miembro izquierdo tenemos 32 = 9, mientras que en el miembro
derecho tenemos 2 x 341 =17, como 9 > 7, el paso base es cierto.
— Paso Inductivo: supongamos que el resultado es cierto para h > 3. La hipdtesis
inductiva es entonces que h? > 2h + 1. Debemos probar que (h+1)2 > 2(h+1) + 1.
Valiéndonos de nuestra hipotesis inductiva tenemos que:

(h+12=h24+2h+1> (2h+1)+2h+1=2h+2+2h>2(h+1)+1,

donde se ha utilizado en el Ultimo paso que h > 3 y en particular 2h > 1.
2) Probemos que 2" > n? para todo n > 4 por induccién completa.

— Paso Base: Si ng = 4 tenemos que 2™ = 2% = 16, mientras que ng = 4% = 16.
Como 16 > 16, se cumple la desigualdad.

— Paso Inductivo: vamos a asumir como hipétesis inductiva que 2" > h%, donde h es
un entero tal que h > 4. Debemos probar que 2"+ > (h+1)2.
Por la parte (1) se cumple que h? > 2h + 1 para todo h > 4. Haciendo uso de la
hipétesis inductiva tenemos que 2"t = 2 x 2" > 2h2, y entonces:

oMt > 9n? > 2 4 h? > h? 4+ (2h+1) = (h+ 1)%.

El enunciado vale entonces para todo n > 4 por el Principio de Induccién Completa
sobre los niimeros naturales.



