Facultad de Ingenieria.

IMERL.
Funciones de variable compleja.
Curso 2022
Practico 7 - Residuos
2
2
1. Sea f(z) = G

(224 9)(22+4)
a) Encontrar los residuos de f(z) en cada uno de sus polos.

b) Calcular f7 f(2)dz siendo v la concatenacién del segmento [—R, R] con una semicir-
cunferencia de radio R en el semiplano superior.

+o0 .'172 19
c¢) Calcular, justificando todos los pasos: / 5 5
oo (@2 +9)(22+4)

dzx.

2. Sea Sg(t) = Re' con t € [0,7/2] y 7 la curva Sg compuesta con los segmentos [0, R] y
[Ri, 0], orientada en sentido antihorario.

a) Calcular [ dz.

eiz
v I+2%
b) Probar que |e*?| < 1 para todo z en el primer cuadrante y deducir que

iz?

lim / £ dz=0.
R—+oo Jg, 1+ 2

+o0 _
c¢) Calcular / Mdt.
0 111

3. Calcular las siguientes integrales por el método de los residuos, y justificando el procedi-

miento.
too 22— 42 00 72
110219 b —5—g dz, dondea >0 tante.
(a) /—oo x4 4+ 102249 r (b) /0 (az T x2)3 x ondae a es constante
+oo +oo +o0
(c) \/52 (d) / %dm (e) / cos azx I
o 1+ o *?+a o (@24 1)2+4)

1+ an’
con angulo %’r)

too (g
4. Calcular / Y n > 1, n € N. (Sug. integrar sobre el borde de un sector angular
0

5. Sea R(x,y) una funcién racional de 2 variables tal que no se anula el denominador en la
circunferencia unitaria.

a) Probar que

o 1 1\ 1 1
/ R(cosb, send)dl = —i/R ( <z + > ,— <z — >> dz
0 . 2 z) 2 z z

siendo v la circunferencia unitaria recorrida en sentido antihorario.



b) Calcular

2
d
1) / 2
o O+4senx
%) /27r cosS T e
o cosx+ cosha
T cos2t
3 ——dt
) /0 5 —3cost

6. Calcular por el método de los residuos, y justificando el procedimiento

too b
/ —dz, 0<p<1
0 1—{—33

Sugerencia: hay dos formas de encarar este ejercicio. Una forma es sequir el procedimiento
de las integrales tipo 4 vistas en el teorico, la integral pedida cae justo en las hipotesis de
esas integrales. Otra forma es hacer el cambio de variable © = ul/P, esto hace que la
integral se transforme en una mas sencilla.

7. Sea 7, una circunferencia de radio r recorrida en sentido antihorario y f : C — C una
funcién holomorfa tal que la curva f o+, no pasa por z = 0 y da tres vueltas entorno a
este punto (es decir, su indice es tres). Probar que f tiene tres ceros en el interior de la
circunferencia.

8. Sabiendo que para C' > e la ecuacién tiene C'z" = e* tiene n soluciones en D = {|z| < 1},

calcular
/ 2024 — e*
75‘12
|z]=1 e? — 4z

considerando la curva en sentido antihorario.
Sugerencia: recordar el principio del argumento. Observacion: la informacion brindada en

la letra se puede probar utilizando el Teorema de Rouché, pero no se estd pidiendo.

9. Sean A = {i,0,—i}, f € H(C\ A) con todos los elementos de A polos de orden uno.
Sean 1,72 y 3 tres caminos como en la figura 1, con fm f(z)dz = mi, fw f(z)dz =2miy

|, f(2)dz = —2mi.
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Figura 1: Se observan las curvas v1,v2 v 3.

Se sabe ademés que f(1) =1y que f (1) = 2. Calcular

/ &dz, siendo I' el camino de la figura 2 .
r(z—1)2



—~

Figura 2: Se observa la curva I.

Lema 1 Lema de deformacion de curvas.

Sea f : Q — C continua. Sea para todo R > 0 suficientemente grande Sp C ) el arco de
circunferencia z = z(t) = Re, 01 <t < 0s.

1. Silim,, « 2f(z) = L entonces

RE)IEOO . f(2)dz =iL(02 — 61)

2. Silim,_,0zf(z) = L entonces

lim f(Z)dZ = iL(QQ - 91)
R—0 Sk
Lema 2 Lema de Jordan.
Si f(z) es una funcion compleja continua para todo z tal que |z| > Ry, que cumple lim,_, f(2) =

0 entonces:

I #f(z)dz =0
nli Jp, IO

donde s > 0 es constante y T'r es un arco contenido en la semicircunferencia: z = Re' t € [0, 7).



