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TRAYECTORIAS

Introduccion

La expresion “generacion de trayectorias”, refiere a la forma en la que el robot se desplaza de un punto a otro de
una manera controlada.

El camino o recorrido se define como el conjunto de configuraciones (posiciones de las articulaciones [q]) que el
robot toma al desplazarse de un punto a otro. Por otro lado, la trayectoria ademas de tener la informacién del
recorrido, también presenta como éste se relaciona con el tiempo.

En la siguiente imagen se muestra el elemento terminal de un robot manipulador que se desplaza desde el punto
A al B, y luego al C. Considerando que los separadores determinan un lapso de tiempo fijo para ambos casos, se
puede decir que la velocidad en el caso (a) se mantiene constante, mientras que en el (b) no. Por lo tanto, a pesar
de que ambos casos presentan el mismo recorrido, la trayectoria no es la misma, puesto que su relacién con el
tiempo es diferente.
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Espacio articular - Espacio cartesiano

Consideremos un robot de n GDL en un punto A determinadoy que debemos moverlo a otro punto llamado B.

e anil " camino predefinido
® 0 \ en espacio cartesiano
f; ? Camino resultado al definir
en el espacio articular
F E :Como lo harian?
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TRAYECTORIAS
Espacio articular - Espacio cartesiano

Consideremos un robot de n GDL en un punto A determinado y que debemos moverlo a otro punto llamado B.

Usando cinematica inversa podemos determinar la posicién de cada articulacién para cuando el robot se
encuentraen Aq,=[x, X, ... xn]T y de la misma forma la configuracién q,=[x’, X', ... x’n]T que debera tener al finalizar
el movimiento. Estos valores, inicial y final de cada articulacién, pueden ser utilizados por el controlador para
[levar el robot al punto deseado.

N - Camino predefinido
en espacio cartesiano

Camino resultado al definir
en el espacio articular
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TRAYECTORIAS

Espacio articular - Espacio cartesiano

Consideremos un robot de n GDL en un punto A determinado y que debemos moverlo a otro punto llamado B.

Usando cinematica inversa podemos determinar la posicién de cada articulacién para cuando el robot se
encuentraen Aq,=[x, X, ... xn]T y de la misma forma la configuracién q,=[x’, X', ... x’n]T que debera tener al finalizar
el movimiento. Estos valores, inicial y final de cada articulacién, pueden ser utilizados por el controlador para
[levar el robot al punto deseado.

Z
Al describir el movimiento del robot a partir de la posicién de sus
articulaciones se utiliza el espacio articular.
X
Y

° Pocos céalculos — simple,
e No haysingularidades (Cuidado)
e  Movimiento del extremo del robot es “impredecible’.

Camino predefinido
en espacio cartesiano

Camino resultado al definir
en el espacio articular
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Espacio articular - Espacio cartesiano

Consideremos un robot de n GDL en un punto A determinado y que debemos moverlo a otro punto llamado B.

Otra forma es imponer el camino de la terminal del robot entre Ay B, por ejemplo recorriendo una linea recta en
el espacio cartesiano.

Para esto es necesario discretizar el recorrido en una determinada
cantidad de puntos y pedirle al robot que recorra cada uno de ellos.

e Selogralatrayectoria deseada
e  Computacionalmente mucho mas costoso
e  Anprioripueden aparecer singularidades. x

Camino predefinido
en espacio cartesiano

Camino resultado al definir
en el espacio articular
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Espacio articular - Espacio cartesiano

Consideremos un robot de n GDL en un punto A determinado y que debemos moverlo a otro punto llamado B.

Otra forma es imponer el camino de la terminal del robot entre Ay B, por ejemplo recorriendo una linea recta en
el espacio cartesiano.

Para esto es necesario discretizar el recorrido en una determinada
cantidad de puntos y pedirle al robot que recorra cada uno de ellos.

e Selogralatrayectoria deseada
e  Computacionalmente mucho mas costoso
e  Anprioripueden aparecer singularidades. x

Camino predefinido
en espacio cartesiano

Camino resultado al definir
en el espacio articular




FRI - Fundamentos de Robdtica Industrial

TRAYECTORIAS

Espacio articular - Espacio cartesiano

Consideremos el robot de la figura, el cual debe desplazar su extremo desde el punto A (a=20°, =30°) al punto B (a=40°,
B=80°) con la limitante de que la velocidad mdxima articular es de 10 %s.
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Espacio articular - Espacio cartesiano

Consideremos el robot de la figura, el cual debe desplazar su extremo desde el punto A (a=20°, =30°) al punto B (a=40°,
B=80°) con la limitante de que la velocidad mdxima articular es de 10 %s.

Una solucién para realizar esta tarea es mover cada articulacién a su velocidad
maxima, por lo que al cabo de 2 segundos el eslabdn inferior alcanza su posicién
final, mientras que al eslabén superior le toma 5 segundos.

Tiempo (s)

@
20
30
40
40
40
40

3
30
40
50
60
70
80
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Espacio articular - Espacio cartesiano

Consideremos el robot de la figura, el cual debe desplazar su extremo desde el punto A (a=20°, =30°) al punto B (a=40°,
B=80°) con la limitante de que la velocidad mdxima articular es de 10 %s.

Tiempo (s) « S

Una solucién para realizar esta tarea es mover cada articulacién a su velocidad ? 38 jg
maxima, por lo que al cabo de 2 segundos el eslabdn inferior alcanza su posicién 2 40 50
final, mientras que al eslabén superior le toma 5 segundos. j jg ‘758
5 40 80

Tiempo (s) « f3

Otra forma seria mover ambas articulaciones de forma proporcional a su 0 20 30

. . . . , 2

recorrido para que ambas comiencen y terminen simultaneamente. Para lograr i _); ig

esto, ambas deberan girar a diferente velocidad (a a 4%sy 8 a 10%s). 3 32 60
4 36 70
5 40 80
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Espacio articular - Espacio cartesiano

Consideremos el robot de la figura, el cual debe desplazar su extremo desde el punto A (a=20°, =30°) al punto B (a=40°,
B=80°) con la limitante de que la velocidad mdxima articular es de 10 %s.

> Supongamos que ahora decidimos que el extremo del robot debe describir una linea recta entre Ay B.
2
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Espacio articular - Espacio cartesiano

Consideremos el robot de la figura, el cual debe desplazar su extremo desde el punto A (a=20° B=30°) al punto B (a=40°,
B=80°) con la limitante de que la velocidad mdxima articular es de 10 %s.

> Supongamos que ahora decidimos que el extremo del robot debe describir una linea recta entre Ay B.
2

A
Para esto decidimos partir este camino en 5 tramos de igual longitud, y Tiempo (s) a —vel(°/s)
[{3 » {3 » M M4 0 2()_
para cada “nodo” o “punto” determinamos la configuracion de las " iy
o — i
articulaciones correspondiente (cinematica inversa). 9 15— 2
Aqui la velocidad no serd constante y se sobrepasa el limite de los 3 19— 4
sy s 299 — Q
actuadores por lo que no es valido. Ademas, puede que los actuadores : 4‘(? 191
5 _
no tengan el par suficiente para imponer la velocidad necesaria casi .

instantaneamente.

3 —vel(°/s)
30—
56 — 26
69 — 13
78 -9
82 —4
80 —2
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Espacio articular - Espacio cartesiano

Consideremos el robot de la figura, el cual debe desplazar su extremo desde el punto A (a=20° B=30°) al punto B (a=40°,
B=80°) con la limitante de que la velocidad mdxima articular es de 10 %s.

> Supongamos que ahora decidimos que el extremo del robot debe describir una linea recta entre Ay B.
2

A
Para esto decidimos partir este camino en 5 tramos de igual longitud, y Tiempo (s) a—vel(°/s) B —uvel(°/s)
« « ) . . s 20— 30—
para cada “nodo” o “punto” determinamos la configuracién de las (1) 1§0 i ,630 o6
il J0 — 42
articulaciones correspondiente (cinematica inversa). 9 15— 2 69 — 13
Aqui la velocidad no sera constante y se sobrepasa el limite de los 3 19 —4 78 -9
21 4 28 — ¢ 32 —
actuadores por lo que no es valido. Ademas, puede que los actuadores : 4‘5 191 :6 j
2l = oU — 2
no tengan el par suficiente para imponer la velocidad necesaria casi .
instantaneamente.
A # (83 1'3
; . : 7 0 20 30
Por lo que una alternativa podria ser comenzar y terminar suave. Para 87 . . g '40
. . . B 5
esto se divide el trayecto en 7 tramos, pero de menor longitud al £3,, 2 15 50
comienzoy al final del recorrido, como se esquematiza en la figura. A 3 13 59
¢ 4 18 70
. . 5. 12
Donde se aprecia que entre los nodos 3-4 se alcanza el maximo (33 ;? :(1)
. . . 7 ’ . B :)
desplazamiento (11° en la articulacién B) que deberd ajustarse a la \a 7 40 80

velocidad maxima permitida. ¥
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Espacio articular - Espacio cartesiano

Consideremos el robot de la figura, el cual debe desplazar su extremo desde el punto A (a=20°, =30°) al punto B (a=40°,
B=80°) con la limitante de que la velocidad mdxima articular es de 10 %s.

> Alternativamente se podrian considerar caminos que no sean rectos, por ejemplo una pardbola, en ese caso el
procedimiento es idéntico, se discretiza el trayecto, y para cada punto de la trayectoria en el espacio cartesiano se
determinan las posiciones articulares en el espacio articular.

>

En casos mas generales, se podrian considerar movimientos compuestos, es decir que se deban recorrer varios puntos
intermedios, y en este caso, la estrategia a utilizar dependera de la exactitud necesaria al pasar por dichos puntos.

N Y4 Ve

v
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Generacion de trayectorias en el espacio articular

Este tipo de generacion de trayectorias tiene la ventaja de que se trabaja localmente sobre los elementos que
generan el movimiento (los actuadores) y por lo tanto el razonamiento resulta directo.

ATENCION: Los actuadores deben ser capaces de suministrar las aceleraciones y velocidades requeridas para
controlar el movimiento deseado de la articulacion.

A continuacién se enumeran algunos de los esquemas utilizados para la generacion de trayectorias en el espacio
articular:

e Interpoladores lineales (no se recomiendan por generar trayectorias espasmaddicas)
e Interpoladores de tercer orden

e Interpoladores de quinto orden

e Interpoladores trapezoidales (lineal con extremos parabdlicos)
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Generacion de trayectorias en el espacio articular

Interpolador de tercer orden

Asumiendo que se conoce la configuracion inicial y la configuracion final a la que se desea llevar la terminal del
robot, se puede conocer (a partir de cinematica inversa) la posicion inicial y final, de cada articulacién.

Ademas, se deberd imponer la velocidad en dichos puntos, que puede ser “reposo” o una velocidad de “paso”.
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Generacion de trayectorias en el espacio articular

Interpolador de tercer orden

Asumiendo que se conoce la configuracion inicial y la configuracion final a la que se desea llevar la terminal del
robot, se puede conocer (a partir de cinematica inversa) la posicion inicial y final, de cada articulacién.

Ademas, se deberd imponer la velocidad en dichos puntos, que puede ser “reposo” o una velocidad de “paso”.

Consideremos una articulacion cuya posicion y velocidad para el instante inicial y el final son: o(t:) =i 0(t:) =0

y deseamos conocer (con el objetivo de controlar) el valor de la posicion de esa articulaciéon e(tf) =0f 0(tr) =0

para cada instante t: [ti <t< tf]. 5 ;
O(t) = co + c1t + cot” + c3t

Esto lo podemos conseguir imponiendo una trayectoria polinomial de tercer orden entre los

puntos extremos, de forma que cumplan las condiciones iniciales y finales deseadas.
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Generacion de trayectorias en el espacio articular

Interpolador de tercer orden

Asumiendo que se conoce la configuracion inicial y la configuracion final a la que se desea llevar la terminal del
robot, se puede conocer (a partir de cinematica inversa) la posicion inicial y final, de cada articulacién.

Ademas, se deberd imponer la velocidad en dichos puntos, que puede ser “reposo” o una velocidad de “paso”.

Consideremos una articulacion cuya posicion y velocidad para el instante inicial y el final son: o(t:) =i 0(ti) =0
y deseamos conocer (con el objetivo de controlar) el valor de la posicién de esa articulacién o(tr) =6y 0(tr) =0

para cada instante t: [ti <t< tf].
0(t) = co + 1t + ot + c3t®

Esto lo podemos conseguir imponiendo una trayectoria polinomial de tercer orden entre los

.. . 0 =
puntos extremos, de forma que cumplan las condiciones iniciales y finales deseadas. (t:) =co=

()(tf) =co + cltf +Caty? + csty
De esta forma se obtienen los valores que debe tomar cada constante del polinomio para cada ot;) =
articulaciéon, de forma de alcanzar el punto deseado mediante el movimiento polinomial de
cada articulacion.

3

H(t/) =C + 262tf + 3C3tf =0

i 10 O 0 Co
En caso de que alguna de las velocidades deseada no sea cero, simplemente se debe sustituir 010 o0 c
i 1

or el valor correspondiente. = ;
P p Hf 1 Ly tfz Iff“" ()

0 0 1 2t 3t?%] |3

0;
0;
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Generacion de trayectorias en el espacio articular

Interpolador de tercer orden

Ejemplo 1: Para que el puntero de un robot manipulador realice un movimiento determinado, una articulacién debe desplazarse
desde su posicion de 30° hasta 75° en 5 segundos.
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Generacion de trayectorias en el espacio articular

Interpolador de tercer orden

Ejemplo 1: Para que el puntero de un robot manipulador realice un movimiento determinado, una articulacion debe desplazarse
desde su posicion de 30° hasta 75° en 5 segundos.

Solucion:

Resolviendo el sistema de ecuaciones planteado obtenemos las constantes c, c,, ¢, y c,, que permiten escribir las
ecuaciones de posicién, velocidad y aceleracion:

9t,)‘C0—30 C()=30

(
. 0(t) =30 +5.4t2-0.72¢3
G(tf) co+c1(5) +¢2(5%) +¢3(5%) =75 =0 ( ) ¥
’ — 0(t) =10.8¢-2.16t>
(

tl) C2 =5.4 .
5 0(t)=10.8-4.32t
0 tf) c1+2¢(5) +3¢3(5%) =0 c3=-0.72

-
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Interpolador de tercer orden

Resolviendo el sistema de ecuaciones planteado obtenemos las constantes Co
ecuaciones de posicién, velocidad y aceleracion:

7] t,)—Co—30

tr) =co+c1(5) +ca(52) +¢3(5%) =7
f) o+ a8)+er(5) +es(5) ~10.8¢-2.16£

=10.8-4.32t
0 tf) c1+2¢2(5) +3¢3(5%) =0

TRAYECTORIAS

Generacion de trayectorias en el espacio articular

Ejemplo 1: Para que el puntero de un robot manipulador realice un movimiento determinado, una articulacion debe desplazarse
desde su posicion de 30° hasta 75° en 5 segundos.

C,» C, Y C, que permiten escribir las

80

60

40 4

20 A

0

-20
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Generacion de trayectorias en el espacio articular

Interpolador de tercer orden

Ejemplo 2: Asumamos que debemos continuar el movimiento desde el punto anterior hasta una posicién final de 105° en otros
3 segundos mds.
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Generacion de trayectorias en el espacio articular

Interpolador de tercer orden

Ejemplo 2: Asumamos que debemos continuar el movimiento desde el punto anterior hasta una posicién final de 105° en otros

3 segundos mds.

Solucion:

Resolviendo nuevamente el sistema de ecuaciones planteado, pero tomando como condiciones iniciales las finales del
estado anterior, obtenemos las nuevas constantes Cy €y C, Y Coy Que permiten escribir las ecuaciones de posicion,
velocidad y aceleracion para el segundo tramo:

0,=75 6,=0

0;=105 6;=0

c=75 ¢1=0 ¢=10 c¢3=-2.222

0(t) =75+ 10t% —2.222¢£3
0(t) = 20t — 6.6661>

)

6(t) =20 —13.332¢
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Generacion de trayectorias en el espacio articular

Interpolador de tercer orden

Ejemplo 2: Asumamos que debemos continuar el movimiento desde el punto anterior hasta una posicién final de 105° en otros
3 segundos mds.

Solucion:

Resolviendo nuevamente el sistema de ecuaciones planteado, pero tomando como condiciones iniciales las finales del
estado anterior, obtenemos las nuevas constantes Cy €y C, Y Coy Que permiten escribir las ecuaciones de posicion,
velocidad y aceleracion para el segundo tramo:

0,=75 9,' =0 Trayectoria de todo el proceso.
0;=105 6;=0 120

90
=75 ¢1=0 =10 c¢3=-2.222 Position

60 -

6(t) =75+ 10£2 —2.222¢3

. 30

0(t) = 20t —6.666t> — Velocity }; —
.. 0 b
Q(t) = 20 = 13332t Acceleration

-30

1] 1 2 3 4 5 6 7 8
Seconds
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TRAYECTORIAS

Generacion de trayectorias en el espacio articular

Ejemplo 2: Asumamos que debemos continuar el movimiento desde el punto anterior hasta una posicién final de 105° en otros

3 segundos mds.

Solucion:

Resolviendo nuevamente el sistema de ecuaciones planteado, pero tomando como condiciones iniciales las finales del
estado anterior, obtenemos las nuevas constantes Cy €y C, Y Coy Que permiten escribir las ecuaciones de posicion,

velocidad y aceleracion para el segundo tramo:
0;=75 6;=0
0;=105 6;=0

Cy = 75 C1 = 0 Cy = 10 C3 = =2:222.
(t) =75 + 10£% —2.222¢3

0(t) = 20t — 6.6661>
)

6(t) =20 —13.332¢

120

90
60 -

30

Velocity l; :
Acceleration

-30

Trayectoria de todo el proceso.

Position

0

1

2

3 4 5 6
Seconds

7

8

Los puntos en los que Ia
velocidad cambia de pendiente
se pueden traducir en
movimientos espasmddicos en
el robot.

Ademads, en estos puntos se
dan las mayores aceleraciones
que hay que evaluar en cada
caso, si los actuadores son
capaces de proporcionar.
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Generacion de trayectorias en el espacio articular

Interpolador de quinto orden

En el caso donde encontramos que las aceleraciones requeridas pueden no ser alcanzables por los actuadores que se
poseen, o simplemente se desea controlar ademas, la aceleraciéon durante la trayectoria, limitando sus minimos,
maximos y dandole continuidad, es posible utilizar interpoladores de quinto orden, donde la posiciéon, velocidad y

aceleracion quedan definidas como sigue:
0(t) =co + 1t + Cot? + cst> + ct* + cst°

(9(!) = ¢y + 26t + 3¢5t + eyt + 5est?

0(t) =2cy + 6¢3t + 12¢48% +20c5t>
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Generacion de trayectorias en el espacio articular

Interpolador de quinto orden

En el caso donde encontramos que las aceleraciones requeridas pueden no ser alcanzables por los actuadores que se
poseen, o simplemente se desea controlar ademas, la aceleraciéon durante la trayectoria, limitando sus minimos,
maximos y dandole continuidad, es posible utilizar interpoladores de quinto orden, donde la posiciéon, velocidad y
aceleracion quedan definidas como sigue:

0(t) =co + 1t + Cot? + cst> + ct* + cst°

(9(!) = ¢y + 26t + 3¢5t + eyt + 5est?

0(t) =2c, + 6¢3t + 12¢4t* + 20c5t>

Donde como incégnitas se tienen 6 constantes para cada tramo de trayecto, y por lo tanto se necesitan 6 condiciones
para determinar los coeficientes ¢, ac..



FRI - Fundamentos de Robdtica Industrial

TRAYECTORIAS
Generacion de trayectorias en el espacio articular

Interpolador de quinto orden

En el caso donde encontramos que las aceleraciones requeridas pueden no ser alcanzables por los actuadores que se
poseen, o simplemente se desea controlar ademas, la aceleraciéon durante la trayectoria, limitando sus minimos,
maximos y dandole continuidad, es posible utilizar interpoladores de quinto orden, donde la posiciéon, velocidad y
aceleracion quedan definidas como sigue:

0(t) =co + 1t + Cot? + cst> + ct* + cst°

(9(!) = ¢y + 26t + 3¢5t + eyt + 5est?

0(t) =2c, + 6¢3t + 12¢4t* + 20c5t>

Donde como incégnitas se tienen 6 constantes para cada tramo de trayecto, y por lo tanto se necesitan 6 condiciones
para determinar los coeficientes ¢, ac..

Estas por lo general son: las posiciones, velocidades y aceleraciones al comienzo y al final:
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Generacion de trayectorias en el espacio articular

Interpolador de quinto orden

Ejemplo 3: En el caso del Ejemplo 1 donde una articulacién debe rotar desde 30° a 75° en 5 segundos, se le suma como
restriccion que las aceleraciones inicial y final son 5%s? y -5%s? respectivamente.
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Generacion de trayectorias en el espacio articular

Interpolador de quinto orden

Ejemplo 3: En el caso del Ejemplo 1 donde una articulacién debe rotar desde 30° a 75° en 5 segundos, se le suma como
restriccion que las aceleraciones inicial y final son 5%s? y -5%s? respectivamente.
(ATENCION: imponer aceleraciones iniciales y finales no es la condicién mds comuin)
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Generacion de trayectorias en el espacio articular

Interpolador de quinto orden

Ejemplo 3: En el caso del Ejemplo 1 donde una articulacion debe rotar desde 30° a 75° en 5 segundos, se le suma como
restriccion que las aceleraciones inicial y final son 5%5 y -5%s? respectivamente.
(ATENCION: imponer aceleraciones iniciales y finales no es la condicién mds comuin)

Solucion

Resolviendo el sistema de 6x6 planteado anteriormente con estas 6 condiciones de borde se determinan los 6
coeficientes que permiten que el polinomio de 5° orden cumpla con los requerimientos.

. =30" 9.=0 /sec  0;=5 /sec Co=
0; =30 0;,=0 0;=5 . e 30

0r=75 O;=0/sec O;=-5 /sec? c1=0
C = 2.5
Obteniéndose: c3=1.6
cy =—0.58

0(t) =30 + 2.5t2 + 1.6£> - 0.58t* + 0.0464¢>
6(t) =5t + 4.862-2.32¢63 + 0.232¢*

0(t) =5+9.6t-6.96t> + 0.928¢>

Cs = 0.0464
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Generacion de trayectorias en el espacio articular

Interpolador de quinto orden

Ejemplo 3: En el caso del Ejemplo 1 donde una articulacion debe rotar desde 30° a 75° en 5 segundos, se le suma como
restriccion que las aceleraciones inicial y final son 5%5 y -5%s? respectivamente.
(ATENCION: imponer aceleraciones iniciales y finales no es la condicién mds comuin)

Solucion

Resolviendo el sistema de 6x6 planteado anteriormente con estas 6 condiciones de borde se determinan los 6
coeficientes que permiten que el polinomio de 5° orden cumpla con los requerimientos.

o S o o & oo . ? 2 _ 80
0; = 30\ ?, =0 I/sec ?, =5 /\sec = 30 bosition
0r=75 0r=0 /sec  6y=-5 /sec c1=0 60 1

C = 25 40
Obteniéndose: c3=16
: a=—0a8 & Velocit

0(t) =30 + 2.5¢% + 1.6£> —0.58¢* + 0.0464¢° !
: ¢s =0.0464 0
0(t) =5t + 4.8t> -2.32¢% + 0.232¢* Acceleration
O(t) =5 +9.6t - 6.96> +0.928¢3 ! : ; : i :

Seconds
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TRAYECTORIAS
Generacion de trayectorias en el espacio articular

Interpolador trapezoidal (lineal con extremos parabdélicos)

Una alternativa a los polinomios de orden alto (3%" o 5%°) es usar una interpolacién lineal (polinomio de primer orden)
entre el punto de salida y el de llegada, pero como ya vimos, no se recomienda este tipo de interpolacién puesto que
implica cambio bruscos de velocidad en los puntos, y altas aceleraciones, provocando movimientos espasmadicos.

Como solucién a estos cambios bruscos, se propone transformar el polinomio lineal en una pardbola al comienzo de la
trayectoria y proximo al final, creando una curva continua de posicion y velocidad. De esta forma, se definira unt, que
es el “tiempo de combinacién” (blending time), luego el movimiento sera lineal hasta t-t, donde comenzard nuevamente
la misma parabola, pero invertida (siempre que se considere simétrica que es lo usual).

La trayectoria queda definida por una funcién partida:

1
Cop + C1pt + §Cgpt2 si: t € parabola

Position
o)
+
S

o(t) =
cor + ¢zt si: t € lineal

v

0 ty t Lty

Time

t
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Interpolador trapezoidal (lineal con extremos parabdlicos)

De t=0 a t=t, tenemos una parabola para la cual deberemos conocer ciertas
condiciones para determinarla, por ejemplo: posicién inicial, velocidad inicial y se
puede imponer una aceleracion (que serd constante) como la velocidad de
rotacion w que deseo en el tramo constante dividido entre t,.

0(t) = 6,

0(t) — 0
é(ti) = w/tb

Position

Generacion de trayectorias en el espacio articular

b
0.+0

0,

TRAYECTORIAS

v

Time

Kty

L



FRI - Fundamentos de Robdtica Industrial

Interpolador trapezoidal (lineal con extremos parabdlicos)

De t=0 a t=t, tenemos una parabola para la cual deberemos conocer ciertas
condiciones para determinarla, por ejemplo: posicién inicial, velocidad inicial y se
puede imponer una aceleracion (que serd constante) como la velocidad de

rotacion w que deseo en el tramo constante dividido entre t,.
o(t;) = 6,
O(t)) =0

(t;) = w/t, Stlaart. es pr[smética w/t, =v -
(v: velocidad lineal que se desea en el tramo lineal)

Position

Generacion de trayectorias en el espacio articular

b
0.+0

0,

TRAYECTORIAS

v

Time

Kty

L
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TRAYECTORIAS

Generacion de trayectorias en el espacio articular

Interpolador trapezoidal (lineal con extremos parabdlicos)

De t=0 a t=t, tenemos una parabola para la cual deberemos conocer ciertas
condiciones para determinarla, por ejemplo: posicién inicial, velocidad inicial y se
puede imponer una aceleracion (que serd constante) como la velocidad de

rotacion w que deseo en el tramo constante dividido entre t,.
9.(151') =0,
O(t;)) =0
é(ti) =w/t w .
/ 0(t) = 0; + —t?
De aqui se obtiene que para la zona parabdlica (t<t,): , 2t

Position

b
0.+0

0,

v

Time

Kty

t
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TRAYECTORIAS
Generacion de trayectorias en el espacio articular

Interpolador trapezoidal (lineal con extremos parabdlicos)

De t=0 a t=t, tenemos una parabola para la cual deberemos conocer ciertas 4
condiciones para determinarla, por ejemplo: posicién inicial, velocidad inicial y se
puede imponer una aceleracion (que serd constante) como la velocidad de Oy
rotacion w que deseo en el tramo constante dividido entre t,. g B
9<t1) = (91' ’§ Hi+ 0
6(t;)) =0 A A
é(ti) = w/tb w . 0,
9(?5) =0, + .—tz !
De aqui se obtiene que para la zona parabdlica (t<t,): . 2t 0 > P = : »
0(t) = (w/th)t b . b f
9(1‘,) _ w/t;, Time

Luego para determinar la trayectoria en la zona lineal se debera igualar la expresion de la posicion y de la velocidad de ambas
zonas en A, para que sean continuas: : :
’ Op(ty) = OL(ts)

w
—lhy=w=cL
ty
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TRAYECTORIAS
Generacion de trayectorias en el espacio articular

Interpolador trapezoidal (lineal con extremos parabdlicos)

De t=0 a t=t, tenemos una parabola para la cual deberemos conocer ciertas 4
condiciones para determinarla, por ejemplo: posicién inicial, velocidad inicial y se
puede imponer una aceleracion (que serd constante) como la velocidad de Oy
rotacion w que deseo en el tramo constante dividido entre t,. g B
9<t1) = (91' ’§ Hi+ 0
6(t;)) =0 A A
é(ti) = w/tb w . 0,
9(?5) =0, + .—tz !
De aqui se obtiene que para la zona parabdlica (t<t,): . 2t 0 > P = : »
0(t) = (w/th)t b . b f
9(1‘,) _ w/t;, Time

Luego para determinar la trayectoria en la zona lineal se debera igualar la expresion de la posicion y de la velocidad de ambas
zonas en A, para que sean continuas: op(tb) _ G.L(tb) 0,(ty) = 0L(ty)

w w
—tb:w:CIL_'0i+_¢ t£:COL+ClLtb
tb 2fb

w
cor, = 0 — §tb
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TRAYECTORIAS
Generacion de trayectorias en el espacio articular

Interpolador trapezoidal (lineal con extremos parabdlicos)

De t=0 a t=t, tenemos una parabola para la cual deberemos conocer ciertas 4
condiciones para determinarla, por ejemplo: posicién inicial, velocidad inicial y se
puede imponer una aceleracion (que serd constante) como la velocidad de Oy
rotacion w que deseo en el tramo constante dividido entre t,. g B
9<t1) = (91' ’§ Hi+ 0
6(t;)) =0 A A
é(ti) = w/tb w . 0,
9(?5) =0, + .—tz !
De aqui se obtiene que para la zona parabdlica (t<t,): . 2t 0 > P = : »
0(t) = (w/th)t b . b f
9(1‘,) _ w/t;, Time

Luego para determinar la trayectoria en la zona lineal se debera igualar la expresion de la posicion y de la velocidad de ambas
zonas en A, para que sean continuas: ép(tb) _ G.L(tb) glj(m = 0r(t) Enlazona lineal:

w
Litb =w=c—0i + iti = cor + C1rts o = t— §tb i
tb th — 9(t)
=w

w
cop = 0; — §tb O(t) =0
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TRAYECTORIAS
Generacion de trayectorias en el espacio articular

Interpolador trapezoidal (lineal con extremos parabdlicos)

La parabola final es simétrica a la primera, pero con una aceleracion negativa.

Position
o)
+
S

Time

s

b

v
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Interpolador trapezoidal (lineal con extremos parabdlicos)

TRAYECTORIAS

La parabola final es simétrica a la primera, pero con una aceleracion negativa.

Entonces la parabola final (de t=t-t a t=tf)

o0(t) =0y —

puede expresarse de la siguiente forma:

w

te— 1)2
th( f—t)

o(t) = ;"—buf — 1)
o(t) =

w
ty

Position

Generacion de trayectorias en el espacio articular

Time

s

v
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TRAYECTORIAS
Generacion de trayectorias en el espacio articular

Interpolador trapezoidal (lineal con extremos parabdlicos)

O
La parabola final es simétrica a la primera, pero con una aceleracion negativa. g B
z -t _ = w 2 0,+0
Entonces la parabola final (det t-t at tf) 9(t) _ 9f B g(tf B t)2 S i
puede expresarse de la siguiente forma: . i 0.
b(t) = =(tr — ) |
. b W >
o(t) = —— ) Z t i &
ty Time

ATENCION: Para la velocidad de viaje “w” conocida existe solo un tiempo de
combinacion t, (o no existe!) que verifica que la velocidad en los puntos de
interseccion sean la misma para las parabolas como para la zona lineal y que

alcance el punto requerido en el tiempo determinado.
bu quert 1emp I 0; -0 + wts
tb — . K
)
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Generacion de trayectorias en el espacio articular

Interpolador trapezoidal (lineal con extremos parabdlicos)

Ejemplo 4: Una de las articulaciones de un robot necesita moverse desde la posicion de 30° hasta la correspondiente a 70°en 5
segundos y con una velocidad en la zona lineal de 10%s. Determine el tiempo de duracién de la pardbola y grafique posicion,

velocidad y aceleracion.
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Generacion de trayectorias en el espacio articular

Interpolador trapezoidal (lineal con extremos parabdlicos)

Ejemplo 4: Una de las articulaciones de un robot necesita moverse desde la posicion de 30° hasta la correspondiente a 70°en 5
segundos y con una velocidad en la zona lineal de 10%s. Determine el tiempo de duracién de la pardbola y grafique posicion,

velocidad y aceleracion.

Solucion
- 0 —9f+wtf _30—70—|—10.5 B
B w B 10 B

1s

ty
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Interpolador trapezoidal (lineal con extremos parabdlicos)

Ejemplo 4: Una de las articulaciones de un robot necesita moverse desde la posicion de 30° hasta la correspondiente a 70°en 5
segundos y con una velocidad en la zona lineal de 10%s. Determine el tiempo de duracién de la pardbola y grafique posicion,

velocidad y aceleracion.

Solucion

ty

paraO<t<1
0 =30+ 5¢*

0=10t

0=10

_9.i—9f+wtf_30—70+10.5_

1s
w 10
para 1<t<4 para4<t<5
0=04+10(¢-1) (60=70-5(5—t)
0=10 { §=10(5-t)
0=0 0=-10

TRAYECTORIAS

Generacion de trayectorias en el espacio articular
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Interpolador trapezoidal (lineal con extremos parabdlicos)

Ejemplo 4: Una de las articulaciones de un robot necesita moverse desde la posicion de 30° hasta la correspondiente a 70°en 5
segundos y con una velocidad en la zona lineal de 10%s. Determine el tiempo de duracién de la pardbola y grafique posicion,

velocidad y aceleracion.

Solucién
9.i—0f+wtf 30 — 70 +10.5
t, = = = 1s
w 10

paraO<t<1 para 1<t<4 para4<t<5

0 =30+ 5¢* 0=04+10(t-1) (0=70-5(5—t)

6=10t 6=10 3 0=10(5-t)

6=10 0=0 §=-10

\

TRAYECTORIAS

Generacion de trayectorias en el espacio articular

80

60 A

40 A

20

Position

Velocity

Acceleration

T T

1 2

Seconds

T

3
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Interpolador trapezoidal (lineal con extremos parabdlicos)

Ejemplo 4: Una de las articulaciones de un robot necesita moverse desde la posicién de 30° hasta la correspondiente a 70°en 5
segundos y con una velocidad en la zona lineal de 10%s. Determine el tiempo de duracién de la pardbola y grafique posicion,

velocidad y aceleracion.

Solucién
(9.1'—9f—|—wtf 30 — 70 +10.5
ty = — =1s
w 10

paraO<t<1 para 1<t<4 para4<t<5

0 =30+ 5¢* 0=04+10(t-1) (0=70-5(5—t)

6 =10t 6=10 { 6=10(5—¢)

6=10 0=0 §=-10

\

TRAYECTORIAS

Generacion de trayectorias en el espacio articular

80
60
Position
40 A
Velocity
Acceleration
—20 T T T T 1
0 2 3 4

Seconds
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TRAYECTORIAS

Generacion de trayectorias en el espacio cartesiano

Como se comentd anteriormente, el espacio cartesiano expresa el movimiento del robot relativo al sistema de referencia
cartesiano global (fijo en algtin punto del laboratorio), expresando la posicién y la orientacion de la terminal del robot.

Las trayectorias en linea recta, son por excelencia las mas utilizadas, sin embargo pueden usarse cualquier otro tipo de
generador de trayectorias, de hecho, todas aquellas que se vieron para el espacio articular aplican para representar el
movimiento de la terminal.

La principal diferencia entre ambas definiciones es que al utilizar el espacio cartesiano, se deben utilizar repetidamente las
ecuaciones de la cinemdtica inversa para determinar el valor de la variable articular aimponer en cada actuador del robot.

.. . . . . Cinemética
Este procedimiento repetitivo puede ser simplificado con un loop computacional — 1 | Inversa
Asumiendo conocidas todas las variables en el tiempo t:

1.  Incrementar el tiempo: t=t+At

2. Calcular posicion y orientacion de la terminal en el sistema global, basado en la ecxc;f?:\o
funcion de trayectoria seleccionada /\‘Z:eéfa“’

3.  Calcularlos valores articulares para el punto 2 através de cineméaticainversa | | .. N i

4.  Enviar lainformacién al controlador

5.  Volveral punto 1.
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TRAYECTORIAS

Generacion de trayectorias en el espacio cartesiano

Ejemplo 5: Un robot plano de 2-DOF debe seguir una linea recta entre el punto (3,10) y el punto (8,14). Determinar los valores de
cada articulacion si el camino es dividido en 10 segmentos iguales y cada eslabén mide 9”.
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TRAYECTORIAS

Generacion de trayectorias en el espacio cartesiano

Ejemplo 5: Un robot plano de 2-DOF debe seguir una linea recta entre el punto (3,10) y el punto (8,14). Determinar los valores de
cada articulacion si el camino es dividido en 10 segmentos iguales y cada eslabén mide 9”.

Solucidn: Para que la terminal se desplace en linea recta debe avanzar siempre la misma distancia en la misma cantidad de
tiempo y larelacién entre lo que avanza en la direccién “x” y la direccién “y” debe mantenerse.

Enladireccion x: (8-3)/10=0,5 — Entonces se avanza 0,5 en cada tramo en la direccion x
Enladirecciony: (14-10)/10=0,4 — Entonces se avanza 0,4 en cada tramo en la direccion y
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TRAYECTORIAS

Generacion de trayectorias en el espacio cartesiano

Ejemplo 5: Un robot plano de 2-DOF debe seguir una linea recta entre el punto (3,10) y el punto (8,14). Determinar los valores de
cada articulacion si el camino es dividido en 10 segmentos iguales y cada eslabén mide 9”.

Solucidn: Para que la terminal se desplace en linea recta debe avanzar siempre la misma distancia en la misma cantidad de

tiempo y larelacion entre lo que avanza en la direccién

En ladireccion x: (8-3)/10=0,5
Enladirecciony: (14-10)/10=0,4 — Entonces se avanza 0,4 en cada tramo en la direccion y

# x 54
1 3 10
2 3.5 10.4
3 4 10.8
4 4.5 11.2
5 5 11.6
6 5.5 12
7 6 12.4
8 6.5 12.8
9 7 13.2
10 7.5 13.6
11 8 14

y ladireccion “y” debe mantenerse.

— Entonces se avanza 0,5 en cada tramo en la direccién x
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TRAYECTORIAS

Generacion de trayectorias en el espacio cartesiano

Ejemplo 5: Un robot plano de 2-DOF debe seguir una linea recta entre el punto (3,10) y el punto (8,14). Determinar los valores de
cada articulacion si el camino es dividido en 10 segmentos iguales y cada eslabén mide 9”.

Solucidn: Para que la terminal se desplace en linea recta debe avanzar siempre la misma distancia en la misma cantidad de

En ladireccion x: (8-3)/10=0,5
Enladirecciony: (14-10)/10=0,4 — Entonces se avanza 0,4 en cada tramo en la direccion y

# x 54
1 3 10
2 3.5 10.4
3 4 10.8
4 4.5 11.2
5 5 11.6
6 5.5 12
7 6 124
8 6.5 12.8
9 7 13.2
10 7.5 13.6
11 8 14

Cinematica Inversa

“w_n

tiempo y larelacién entre lo que avanza en la direccién “x

0, 0,
18.8 109
19 104.0
19.5 100.4
20.2 95.8
21.3 90.9
22.5 85.7
24.1 80.1
26 74.2
28.2 67.8
30.8 60.7
339 52.8

y ladireccion “y” debe mantenerse.

— Entonces se avanza 0,5 en cada tramo en la direccién x
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TRAYECTORIAS

Generacion de trayectorias en el espacio cartesiano

Ejemplo 5: Un robot plano de 2-DOF debe seguir una linea recta entre el punto (3,10) y el punto (8,14). Determinar los valores de
cada articulacion si el camino es dividido en 10 segmentos iguales y cada eslabén mide 9”.

Solucidn: Para que la terminal se desplace en linea recta debe avanzar siempre la misma distancia en la misma cantidad de

“w_n

tiempo y larelacién entre lo que avanza en la direccién “x” y la direccién “y” debe mantenerse.

Enladireccion x: (8-3)/10=0,5 — Entonces se avanza 0,5 en cada tramo en la direccion x
Enladirecciony: (14-10)/10=0,4 — Entonces se avanza 0,4 en cada tramo en la direccion y

# x y 0, 0,

1 3 10 18.8 109 120 -

2 3.5 104 19 104.0 100 .

3 4 10.8 19.5 100.4 . 804 Joint 2

¢ 45 k2 Cinematica Inversa 202 958 99 60

5 5 11.6 ~ 213 90.9 ¥

6 55 12 225 85.7 S 40+ ) ‘
7 6 124 24.1 80.1 20 —Jointl ————""
8 65 12.8 26 74.2 0 r ,
9 7 132 28.2 67.8 1 6 .
10 75 136 208 607 Trajectory segment number

—
b

8 14 33.9 52.8
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TRAYECTORIAS

Grabacion de trayectorias continuas

En algunas operaciones, como la pintura por pulverizacion y el desbarbado, los movimientos necesarios para realizar una
tarea pueden ser demasiado complicados o demasiado intrincados para ser generados por lineas rectas u otros polinomios
de orden superior. En cambio, es posible ensenarle al robot como moverse, registrar los movimientos y luego reproducirlos y
ejecutarlos. Para hacer esto, imagine que un operador puede mover un robot de la misma manera que se requiere para
realizar una tarea en tiempo real. Esto se puede hacer soltando los frenos de las articulaciones y moviendo fisicamente el
robot, o moviendo las articulaciones de un modelo de robot que es similar al real pero es mucho mas liviano y se puede
mover facilmente.

Obviamente, esta técnica es simple y requiere poca programacién o calculos. Sin embargo, todos los movimientos deben
realizarse, muestrearse y grabarse con precisiéon para una reproduccién precisa. Ademas, cada vez que sea necesario
cambiar una parte del movimiento, el robot debe programarse nuevamente. Esto es particularmente dificil para robots
grandes y pesados, especialmente si son mas grandes que un operador humano.



http://www.youtube.com/watch?v=2Bs-_LdxkVU
http://www.youtube.com/watch?v=9iCLK__7ymY
http://www.youtube.com/watch?v=jRLHmMnPPKY
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