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FRI - Fundamentos de Robdtica Industrial

Introduccion

La cinemdtica diferencial estudia la relacion entre la velocidad de las articulaciones y la
correspondiente velocidad (lineal y angular) del actuador.

Esta relacion estd descrita por una matriz, llamada Matriz Jacobiana, que depende de la
configuracién del manipulador.

Estarepresentaciéon matematica es interesante porque tiene varias ventajas:

e Permite ubicar singularidades
e Ayudaalacreacion de algoritmos para determinar la cinematica inversa
e Describe la relacion entre las fuerzas aplicadas en la herramienta y los torques

resultantes en las juntas
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Si se conoce la cinematica directa:

X =f(q) = ¢

.
(©

Y

Jacobiano - Diferenciacion directa

-

fi(q)

fa(q)

}
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Jacobiano - Diferenciacion directa

X =f(q) = ¢

Si se conoce la cinematica directa:

.
(©

Y
9>_{

W
\Q,

_OX  flq)  9f(q)dq

Por laregla de la cadena:

dq ot



FRI - Fundamentos de Robdtica Industrial

Jacobiano - Diferenciacion directa

()
1 (@
Si se conoce la cinematica directa: X =f(q) =« ; — :
W fn(q)
\ C) /
Por la regla de la cadena: V — C)X _ 0f_(Q) _ df(q)d_q _ df(q) :
ot ot dq ot dq
of(q)

Recordando la definicién del Jacobiano: = J = ——
Iq

(Relaciéon entre las velocidades de las

articulacionesy las de la terminal)
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Jacobiano - Diferenciacion directa

(2
1
Y fi(q)
Si se conoce la cinematica directa: X =f(q) =« ; > = :
" fa(q)
\ C) /
Por laregla de la cadena: V = t)X — df(q) — df(q)d_q — _()f(q)q
ot ot dq ot dq
dfi(q)
Iq
Recordando la definicion del Jacobiano: = J = M = J= : g
dq dfm(q)

é)ql

df (q)

dqy,

afl;r(Q)

Iqn
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Si se conoce la cinematica directa:

Por laregla de la cadena: Vv

Recordando la definiciéon del Jacobiano:

Jacobiano - Diferenciacion directa

ot

(1)
J fiq)
X=fla) =2t =4
‘L._»‘r f”(q)
\Qb/
X 0fa) _ Ofa)dq _ Of(q),
' ot dq ot ~ oq 1
df1(q) df1(q)
C)(h o Bq,,
dq dfm(q) A fm(q)
o g,

J: Matriz de mxn

m: dimensiones de representacién del estado de la herramienta
n: GDL del robot
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Jacobiano - Diferenciacion directa

( )

T
Y fi(q)
Si se conoce la cinematica directa: X =f(q) = < ; > = :
" fa(q)
\ d) y
Por laregla de la cadena: V = dX = df{q) — f(q)d_q = M
ot ot dq ot dq
df1(q) dfi(q)
of(q) Iq g,
Recordando la definicion del Jacobiano: = J = _q = J= : :
()q dfm(q) dfm(q)
Calcular el Jacobiano asi no es sencillo porque existen muchas Ha s Ba
formas de representar la posicién y el J depende de la 1 In
representacion.
J: Matriz de mxn
Ademas, analizar el resultado que se obtiene de esta forma no ) m: dimensiones de representacién del estado de la herramienta

es facil, porque mezcla efectos cinematicos con los efectos de e n:GDLdel robot
la representacion
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Introduccion

Dado que existen diferentes formas de expresar las velocidades de la terminal (diferentes
representaciones) existen diferentes métodos de obtencion de la matriz Jacobiana que ademas difieren

entre ellas: v, Dll i
Matriz Jacobiana geométrica (J): v

Es aquella que se obtiene cuando las velocidades de la terminal se expresan con los "\

vectores de velocidad lineal y angular [vx vV,V,W,w, wz] con los que se mueve el extremo Yz =]
esc’ritos en un sistema de referencia determinado (por lo general el SO): W,
(BASICA) w,

. . . W, G
Matriz Jacobiana analitica (J ): s ok
Es aquella que se obtiene cuando las velocidades de la terminal se expresan a partirde | X 4,
Los angulos de Euler: y
Cualquier otro Jacobiano obtenido a partir de la representacion diferente del estado | . |= | N
de la herramienta puede ser relacionada con la matriz basica a partir de dos matrices ¢
de 3x3 que es solo funcién de la representacion: 0

Xp=Ep(Xp)V  Xp=Eo(Xo)w v g, ]
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Propagacion de velocidades - Lineal

Consideremos que:

se tienen dos sistemas S,y S,.

S, se mueve con respecto a S a una velocidad Vi

Existe un punto P que se mueve con respecto a S, a una velocidad Vo
Cual es lavelocidad de P con respecto a S?
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Propagacion de velocidades - Lineal

Consideremos que:

se tienen dos sistemas S,y S,.

S, se mueve con respecto a S a una velocidad Vi

Existe un punto P que se mueve con respecto a S, a una velocidad Vo
Cual es lavelocidad de P con respecto a S?

vp/O =Vt vp/1
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Propagacion de velocidades - Angular

Consideremos que:

Se tiene un sistema S, fijo.

Un rigido que se mueve con una velocidad angular w

Existe un punto P que es solidario al rigido.

Sl v es la velocidad de P con respecto a SO,Como se calcula?
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Propagacion de velocidades - Angular

Consideremos que:

Se tiene un sistema S, fijo.

Un rigido que se mueve con una velocidad angular w

Existe un punto P que es solidario al rigido.

Sl v es la velocidad de P con respecto a SO,Como se calcula?

Vp =wxr — Productocruzado |, | x
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Propagacion de velocidades - Angular

Consideremos que:

Se tiene un sistema S, fijo.

Un rigido que se mueve con una velocidad angular w

Existe un punto P que es solidario al rigido.

Sl v es la velocidad de P con respecto a SO,Como se calcula?

C'u‘l r.l'
Vp =wxr — Producto cruzado wy | X |1y
Wy rs

Para simplificar y trabajar con el producto tipico de matrices se incorpora

la siguiente transformacion: a, 0 —a, a

Operador de producto cruzado: a=|ay| =0a= | @ 0 —a
- —@y Oy 0
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Propagacion de velocidades - Angular

Consideremos que:

Se tiene un sistema S, fijo.

Un rigido que se mueve con una velocidad angular w

Existe un punto P que es solidario al rigido.

Sl v, es la velocidad de P con respecto a So, Como se calcula?

c'b‘;l' 71.1'
V,=wxr —Productocruzado |y, | x [r,| = V,=wXxr
W r.

Para simplificar y trabajar con el producto tipico de matrices se incorpora
la siguiente transformacion:

a, 0 —a, a,

Operador de producto cruzado: a=|ay| =0a= | @ 0 —a
- —@y Oy 0
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Propagacioén de velocidades - Lineal + Angular

Consideremos que:

Se tienen dos sistemas S,y S,.

S, se mueve con respecto a Sy a una velocidad lineal v, , y angular w,
Existe un punto P que se mueve con respecto a S, a una velocidad Vo
Cual es la velocidad de P con respectoaS;?
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Propagacioén de velocidades - Lineal + Angular

Consideremos que:

Se tienen dos sistemas S,y S,.

S, se mueve con respecto a Sy a una velocidad lineal v, , y angular w,
Existe un punto P que se mueve con respecto a S, a una velocidad Vo
Cual es la velocidad de P con respectoaS;?

Vp = V10 + Ups1 + Wipo X Ty
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Propagacioén de velocidades - Lineal + Angular

Consideremos que:

Se tienen dos sistemas S,y S,.

S, se mueve con respecto a Sy a una velocidad lineal v, , y angular w,
Existe un punto P que se mueve con respecto a S, a una velocidad Vo
Cual es la velocidad de P con respectoaS;?

V, = V0 + Ups1 + Wy X 11— CUIDADO! Todo expresado en la misma base
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Propagacioén de velocidades - Lineal + Angular

Consideremos que:

e SetienendossistemasS,yS,.
e S, semueve conrespectoaS;auna velocidad lineal VioV angular W0
e Existe un punto P que se mueve conrespecto a S, a una velocidad Vo
e Cualeslavelocidad de P conrespectoa$S;?
Vy = 10 + vp1 + Wy X 11— CUIDADO! Todo expresado en la misma base ¥k

oVp = 010t 01t 0Wrj0X oTp/1 = o107t o1 101+ oW 0X o Ry 17p1
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Propagacion de velocidades - Mecanismo espacial

Consideremos una serie de sistemas de referencia extraidos de un manipulador robético cualquiera.

La idea es partir del eslabén O e ir construyendo las velocidades del eslabdn siguiente, a partir de la geometria
y de las velocidades angulares de los sistemas que estan dadas por las velocidades articulares, hasta obtener v
y w.

Recordar que los manipuladores solo
tienen un grado de libertad por cada
sistema de referencia!!
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Propagacion de velocidades - Mecanismo espacial

Consideremos dos eslabones consecutivos:

Revolucién .

Prismatica
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Propagacion de velocidades - Mecanismo espacial

Consideremos dos eslabones consecutivos:

Lineal: Vit] =V +W; X Tix] + (1;+1 * Zitl

Prismatica
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Propagacion de velocidades - Mecanismo espacial

Consideremos dos eslabones consecutivos:

Revolucién .

Lineal: Vit] =V +W; X Tix] + (li+1 * Zitl

Angular: Wi = Wi + Bie1 - zil

Prismatica
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Propagacion de velocidades - Mecanismo espacial

Consideremos dos eslabones consecutivos:

Revolucién .

Lineal: Vit] =V + W X Tix] (1;+1 * Zitl

Angular:  wji] = w; +HBie1 - zicl

Prismatica
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Propagacion de velocidades - Jacobiano Geométrico
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Propagacion de velocidades - Jacobiano Geométrico

Para la articulacion 1:

e Unadelasdos velocidades vale: y laotra cero.
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Propagacion de velocidades - Jacobiano Geométrico

Para la articulacion 1:

. wy =0 -z
e Unadelasdos velocidades vale: 1 S y laotra cero.
vy =dy - 21
e Paralaarticulacioni+1: i+1Wit1 = i1 - wi + 0y i+1%i+1

i+1Vi+1 = i1 Ri(vi + wi X 1) + dig1 - iv12i41
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Propagacion de velocidades - Jacobiano Geométrico

Para la articulacion 1:

. wy =0 -z
e Unadelasdos velocidades vale: 1 S y laotra cero.
vy =dy - 21
e Paralaarticulacioni+1: i+1Wit1 = i1 - wi + 0y i+1%i+1

i+1Vi+1 = i1 Ri(vi + wi X 1) + dig1 - iv12i41

e Obteniendo asi:
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Propagacion de velocidades - Jacobiano Geométrico

Para la articulacion 1:

. wy =0 -z
e Unadelasdos velocidades vale: 1 S y laotra cero.
vy =dy - 21
e Paralaarticulacioni+1: i+1Wit1 = i1 - wi + 0y i+1%i+1

i+1Vi+1 = i1 Ri(vi + wi X 1) + dig1 - iv12i41

e Obteniendo asi: —
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Propagacion de velocidades - Jacobiano Geométrico

Para la articulacion 1:

— 0
e Unadelasdos velocidades vale: 1 S y laotra cero.
(A d1 21
e Paralaarticulacioni+1: i+1Wit1 = i1 - wi + 0y i+1%i+1

i+1Vi+1 = i1 Ri(vi + iwi X i) + dig1 - iv12i1

n%n 0Un 0 Rn 0 nUy

e Obteniendo asi: —
nUn 0Wn 0 0 Rn nWn

N

)

:Doénde esta el Jacobiano?
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Propagacion de velocidades - Jacobiano Geométrico

Para la articulacion 1:

— 0
e Unadelasdos velocidades vale: 1 S y laotra cero.
v =di - 21
e Paralaarticulacioni+1: i+1Wit1 = i1 - wi + 0y i+1%i+1

i+1Vi+1 = i1 Ri(vi + iwi X i) + dig1 - iv12i1

nWn 0Un 0 Rn 0 nUVuy

e Obteniendo asi: —
0Wn 0 0 Rn nWn

30
~
~

S
~
~

:Doénde esta el Jacobiano?
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Propagacion de velocidades - Jacobiano Geométrico

e EJEMPLO:
Sea el robot plano de 3 GDL de la figura,

calcular el Jacobiano a partir de la propagacion de velocidades:

Y a
)
3PT q P
\,3" l
S ’/ 3
ds, /.-
bt N
1 p(h A
" 1Py lz
qdi aQ

(%
3
\
>
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Propagacion de velocidades - Jacobiano Geométrico

e EJEMPLO: s wyp =02 [v=di -z

ART i+1: _ )
' i+Wir1 = i1 - Wi + 01 - i1z

Sea el robot plano de 3 GDL de la figura, i1Vl = i1 Ri(jui + wi X iriv1) + dig1  iv12i41

calcular el Jacobiano a partir de la propagacion de velocidades:

Y
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Propagacion de velocidades - Jacobiano Geométrico

ART 1: w1=91'21|?11=d1-21

e EJEMPLO: ‘ .
AR i+Wir1 = i1 - Wi + 01 - i1z
Sea el robot plano de 3 GDL de la figura, i1Vl = i1 Ri(jui + wi X iriv1) + dig1  iv12i41
calcular el Jacobiano a partir de la propagacion de velocidades:
v = 0 W = (]'l-zl
Y a
T
3PT q
3,7
e l
s ’/ 3
dz /|-

Y
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Propagacion de velocidades - Jacobiano Geométrico

ART 1: w1=91'21|?11=d1-21

e EJEMPLO: ‘ .
ARTITL i+ Wit = 18 - wi + i1 - i1z
Sea el robot plano de 3 GDL de la figura, i1Vl = i1 Ri(jui + wi X iriv1) + dig1  iv12i41
calcular el Jacobiano a partir de la propagacion de velocidades:
_ 0
v = 0 W = (1.2 wy = 0
Y a T mw=v+w X 1P q1
3PT q
3,7
4\,, l
s ’/ 3
ds, /.-

Y
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Propagacion de velocidades - Jacobiano Geométrico

ART 1: w1=91'21|U1=d1-Z1

e EJEMPLO: .
ARTITL i+ Wit = 18 - wi + i1 - i1z
Sea el robot plano de 3 GDL de la figura, i1Vl = i1 Ri(jvi + iwi X iric1) + dig1 - iv12i4
calcular el Jacobiano a partir de la propagacion de velocidades:
_ 0
v = 0 W = (1.2 wy = 0
YA T v =0 +w X 1P q
3PT q 0 0 —gl 8 §1C1
3 ’l Vo = e ql 151 =
; N 0 0 0/ \o0
SR/
2 Recordando

a, 0 —a, a
a=|a,| =a=| a, 0 —a,
a. —ay; Qg 0

Y
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Propagacion de velocidades - Jacobiano Geométrico

ART 1: w1=91'21|U1=d1-21

e EJEMPLO: .
ARTITL i+ Wit = 18 - wi + i1 - i1z
Sea el robot plano de 3 GDL de la figura, i+1Vit1 = w1 Ri(ivi + iwi X rig1) + div1 - iv12it1
calcular el Jacobiano a partir de la propagacion de velocidades:
_ 0
v = 0 W = (1.2 wy = 0
YA T v =0 +w X 1P q1
3 57 v =0+ | q1 51| = ha | q
; N 0 0 0/ \o0 0
SR/

Y
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Propagacion de velocidades - Jacobiano Geométrico

ART 1: w1=91'21|?11=d1-21

e EJEMPLO: .
AR i+Wir1 = i1 - Wi + 01 - i1z
Sea el robot plano de 3 GDL de la figura, i1Vl = i1 Ri(jui + wi X iriv1) + dig1  iv12i41
calcular el Jacobiano a partir de la propagacion de velocidades: '
w1 = q1-2;
(O )
" = 0 _ wy = 0
y A | 1 llsl . q1
T vy =V +wp X IP)_ = Ly q
0
3PT q
3,7
4\,, l
s ’/ 3
dz /|-

Y
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Propagacion de velocidades - Jacobiano Geométrico

ART 1: w1=91'21|U1=d1-21

e EJEMPLO: .
AR i+Wir1 = i1 - Wi + 01 - i1z
Sea el robot plano de 3 GDL de la figura, i+1Vit1 = w1 Ri(ivi + iwi X rig1) + div1 - iv12it1
calcular el Jacobiano a partir de la propagacion de velocidades:
w1 = q1-2;

0
vy =0 (—1181) wi= |0
. q1

q1

T v =V +wp X 1P2 = hey

0
3Pt q
3 4
4\,, l
I, 3
ds, /| - 0
v3 =V +wr X 23 wy = (q1 + Ga2).22 w2 = ( 0 )
41 + 42

Y
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e EJEMPLO:

Sea el robot plano de 3 GDL de la figura,

calcular el Jacobiano a partir de la propagacion de velocidades:

v = 0
T m=v+w X 1P =
3Pt q
5 7

4\,, l
s . 3

{4
dz /|-

V3 =19+ wo X 9P

—l1s1
vy = | lier | 41 +
0

Y

Propagacion de velocidades - Jacobiano Geométrico

wl=91-21|b‘1=d1-21

i+Wir1 = i1 - Wi + 01 - i1z
i+1Vig1 = i+ 1Ri(ivi + wi X irie1) + dig1 - iv12i41

= (q1 + q2)-22

(8]

w2:(
q1

Wy = q1.2

0
wy = 0
q1

0
0
+ 42
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Propagacion de velocidades - Jacobiano Geométrico

ARTL Wy =0 2 v =di -2
e EJEMPLO: l .
ARTITL i+ Wit = 18 - wi + i1 - i1z
Sea el robot plano de 3 GDL de la figura, i+1Vit1 = w1 Ri(ivi + iwi X rig1) + div1 - iv12it1
calcular el Jacobiano a partir de la propagacion de velocidades:
w1 = q1-2;

Y a T vp=vtw X 1P =| ha 4
0
3Pr q
3,7

~
; K 3
a3, JI.-

U3 =1+ wr X 93

wy = (41 + ¢2)-29

0

wy = (0
q1

)

)

+ 42

w2:(
q1

—ly1sq 0 —(41 +4g2) © lacy2
vy = | lier )41 + | (41 + g2) 0 0 l2s12 | =
< 0 0 0 0 0
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Propagacion de velocidades - Jacob

iano Geométrico

ARTL Wy =0 2 v =di -2
e EJEMPLO: l .
ARTITL i+ Wit = 18 - wi + i1 - i1z
Sea el robot plano de 3 GDL de la figura, i+1Vit1 = w1 Ri(ivi + iwi X rig1) + div1 - iv12it1
calcular el Jacobiano a partir de la propagacion de velocidades:
w1 = q1-2;

v =0 sy
y A T w=v+w X 1P = her q
0
3Pt q
: s

4\,, l
§ ’, 3
ds /). -

v3 =1y +wy X oP;

0
(41 + 42)
0

—ly1sq —(41

licy
0

e (i)

Y

0
0

q1

-0

0
wy = (1 + G2) .22 wo = ( 0 )
q1 + q2
+4g2) O lacy2 —l1s1 —l2s12
0 0 lgs12 | = | licr | q1 + | l2ci2 | (41 + ¢2)
0 0 0 0 0
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Propagacion de velocidades - Jacobiano Geométrico

Rt wi =02 o =di -2
e EJEMPLO: .
ART i+1:
' i+Wir1 = i1 - Wi + 01 - i1z
i+1Vig1 = i+ 1Ri(ivi + wi X irie1) + dig1 - iv12i41

Sea el robot plano de 3 GDL de la figura,

calcular el Jacobiano a partir de la propagacion de velocidades:

wr = 1.2
0
'l..»'l = 0 —1181 “r = 0
Y a . q1
T v =V +wp X 1P2 = Ly q
p 0 wy = (q1 + ¢2).Z2
CEEHY —l181 —l2312
qs ,- , , _ l . I . . 0
B l U3 =1+ wo X o3 = 1001 41 + 2812 (41 + 42) wy = o
QG . 3 1+ @2

Y
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Propagacion de velocidades - Jacobiano Geométrico

e EJEMPLO: s wyp =02 [v=di -z

ART i+1: _ )
' i+Wir1 = i1 - Wi + 01 - i1z

Sea el robot plano de 3 GDL de la figura, i+1Vit1 = w1 Ri(ivi + iwi X rig1) + div1 - iv12it1

calcular el Jacobiano a partir de la propagacion de velocidades:

wr = q1.21
0
oy B
y v = 0 —1y5; w1 i
A T m=v+w X 1P = Lha | ¢
P 0 wy = (41 + G2)-22
3T QG - P —lllsl —112312 ( ) o
g U3 = U Wy X ¢ = 1c1 | 41+ | l2c12 i+ q
q . q1 + 42
/)4 o
vp = v3 + w3 X 3P4 w3 = (41 +4q2 +4q3).23 w3z = 0
41 + 42 + 43

Y
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Propagacion de velocidades - Jacobiano Geométrico

ART 1: w1=91'21|U1=d1-21

e EJEMPLO: .
AR i+Wir1 = i1 - Wi + 01 - i1z
Sea el robot plano de 3 GDL de la figura, i+1Vit1 = w1 Ri(ivi + iwi X rig1) + div1 - iv12it1
calcular el Jacobiano a partir de la propagacion de velocidades:
w1 = q1-2;
0
.l__,'l — 0 —1151 wy = 0
Y a : q1
T m=v4+w X 1P = lic q
p 0 wo = (G1 + G2)-Z2
3T QG - P —lllsl —112512 ( ) 0
4 V3 = U Wy X = 1c1 | 41+ 2€12 i+
. R ! 3 2 +Wo X 2673 g ¢ q1+ 42 woy = ( o
qs 4 q1 + 42

vp = v3 +w3 X 3Py

0
w3 = (41 + 42 + ¢3).z3 w3 = ( 0 )

oPy g1 + 92 + 43
—1151 —12512 0 —((II + (]g + q‘j) 0 13('123
vr= | he | i+ Lo | (Gi+g)+ | (61 + g2+ 4s) 0 0 l35123
> 0 0 0 0 0 0
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Propagacion de velocidades - Jacobiano Geométrico

ART 1: w1=91'21|U1=d1-21

e EJEMPLO: .
ARTIL i+ Wit = 18 - wi + i1 - i1z
Sea el robot plano de 3 GDL de la figura, i+1Vit1 = w1 Ri(ivi + iwi X rig1) + div1 - iv12it1
calcular el Jacobiano a partir de la propagacion de velocidades: '
w1 = (q1-Z;
0
4 v =0 —hs) oo (q'01>
A T m=v4+w X 1P = lic q1
P 0 wy = (41 + G2)-22
3L, QG - —l181 . —lgs812 . . 0
. \/, l V3 = +wo X oy = llocl q1 + 12812 (41 + 42) woy = ( 0 )
QG . 3 1+ @2
’ 0
vp = v3 + w3 X 3P4 w3 = (41 + g2 + 43).23 wz = ( 0 )
2P3 q1 + 42 + 43
—1151 —12512 —135123
vpr=| her | o+ | Lew | (@04 q2)+ | lseios | (¢ + G2+ G3)
> 0 0 0
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Propagacion de velocidades - Jacobiano Geométrico

ART 1: w1=91'21|U1=d1-21

e EJEMPLO: .
ARTITL i+ Wit = 18 - wi + i1 - i1z
Sea el robot plano de 3 GDL de la figura, i+1Vit1 = w1 Ri(ivi + iwi X rig1) + div1 - iv12it1
calcular el Jacobiano a partir de la propagacion de velocidades:
w1 = q1-2;
0
'l..»'l = 0 —1151 “r = 0
Y a o . q1
T vy =V +wp X IP)_ = Ly q
P 0 wy = (q1 + ¢2).Z2
3T p —l1s1 —l2s12 0
<\q3/ l V3 =1+ wr X 9Py = 11001 41 + 12812 (41 + 42) wy = ( o )
; P 3 q1 + q2
q3 1, —1131 —12312 —13.9123
vr =v3 +w3 X 3P4 = | Ley | i+ | bee | (@i+q2)+ | Bewes | (G + G+ gs)
0 0 0
w3 = (g1 + g2 + 43).23

Y

( O )
w3z = 0
X 41 + 42 + 43
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Propagacion de velocidades - Jacobiano Geométrico

e EJEMPLO:
Sea el robot plano de 3 GDL de la figura,

calcular el Jacobiano a partir de la propagacion de velocidades:

Jacobiano lineal:

—ly sy —l3819 —l38123
y A T vr=| e | i+ | Len | (o+6)+ | e | (Gr+ G2+ q3)
0 0 0
3PT q
3 ;¢
4\,, l
s ’/ 3
ds /.-
V 23 L

] q2 /,*'
o IP lz
qi QO

(%
3
\
>
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Propagacion de velocidades - Jacobiano Geométrico

e EJEMPLO:
Sea el robot plano de 3 GDL de la figura,

calcular el Jacobiano a partir de la propagacion de velocidades:

Jacobiano lineal:

o)
y A T Ur = 11('1 ) [2('12 ) (]1 + (1.2 + (];5)
0 0
3Pt —
<\q3’,’ (\—1131 — lys1p — l35123] —las1a — [35123 —133123)
. R l3 vr = | Ly + laepn + 130103 lye1n + 130123 l3¢123 G2
ds /Il 0 0 0 Q1

Y
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Propagacion de velocidades - Jacobiano Geométrico

e EJEMPLO:
Sea el robot plano de 3 GDL de la figura,

calcular el Jacobiano a partir de la propagacion de velocidades:

Jacobiano lineal:

YA T v = ( Ly ) qi+ | L ) (0 + (1 qs)
0 0
3Pr _
<\q3/' —l18y — las1g — I38123 (—las12 — [35129 —I38123 q1
: R e vr = | lLier + e + lzepas lyers + lzeras l3c123 q2
q3, /I 0 0 0 ar

Y




FRI - Fundamentos de Robdtica Industrial

Propagacion de velocidades - Jacobiano Geométrico

e EJEMPLO:
Sea el robot plano de 3 GDL de la figura,

calcular el Jacobiano a partir de la propagacion de velocidades:

Jacobiano lineal:

—11!5‘[ —12512
Y A T vr= | her | o+ | beaa | (G +q2)+ (41 + G2
0 0
3Pt
<\q3’,’ U181 — [2812 — l38123  —l2812 — [35123
i o 15 vp = | Liey 4+ laern + zen3 lyery +13c13 I3e103
ds /). - 0 0 0

Y
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Propagacion de velocidades - Jacobiano Geométrico

e EJEMPLO:
Sea el robot plano de 3 GDL de la figura,

calcular el Jacobiano a partir de la propagacion de velocidades:

Jacobiano lineal:

—ly sy —l3815 —l35123
Y 4 . () () (@ i) + () @+ o+ i)
0 0
3PT v
<\q3’,’ =151 — 3812 — l38123  —Il2812 — [38123 —I35123
. ’,' l3 vr = [ licy 4+ laein + 13c103 ] lacya + l3cy03 l3¢123 G2
q43 /L~ 0 0 0 Q1

Y
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Propagacion de velocidades - Jacobiano Geométrico

e EJEMPLO:
Sea el robot plano de 3 GDL de la figura,

calcular el Jacobiano a partir de la propagacion de velocidades:

Jacobiano lineal:

—113[ —12312 —13.9123
Y A T v = ( Ly ) q+ () (0 + () (1 (];s)
0 0

3Pr _
<\q3/' —l1s1 — [3812 — l38123  —l2812 — [38123 —I35123 q1

' i 5 vr = | Lo+ o +lzcs (Lo + 50 ] e q2
93, /L~ 0 0 0 ar

Y
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Propagacion de velocidades - Jacobiano Geométrico

e EJEMPLO:
Sea el robot plano de 3 GDL de la figura,

calcular el Jacobiano a partir de la propagacion de velocidades:

Jacobiano lineal:

—ly5 —l3815 —l35123
Y A T vr = ( liey ) q + ( lacra | (1 +q2) + (1 + G2
0 0 0

P
3b,

<\q3,/ —lysy — las19 — l38123  —las12 — I35123  —l35193

(-1 ’,' l3 vr = | Ly + laepn + 130103 lye1n + 130123

3 IIL 0 0 0

Y
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Propagacion de velocidades - Jacobiano Geométrico

e EJEMPLO:
Sea el robot plano de 3 GDL de la figura,

calcular el Jacobiano a partir de la propagacion de velocidades:

Jacobiano lineal:

—113[ —12312
Y A T vr = | Liey lycrs dz) + + G2 + q3)
)
3t :
<\q3’,’ —lysy — las19 — l38123  —las1o — I35123  —l35123
. o l3 vp = | Ly 4+ 1en 4 [3cy03 lycin + lzcio3 l3¢123 2
ds /- 0 ] 0 0 m

Y
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Propagacion de velocidades - Jacobiano Geométrico

e EJEMPLO:
Sea el robot plano de 3 GDL de la figura,

calcular el Jacobiano a partir de la propagacion de velocidades:

Jacobiano lineal:

—113[ —12312
Y A T vr= | hea | @+ | beae | (@ +
)

<\q3’,’ —lysy — lp819 — [38193 —l2812 — [38123  —I35123 ¢
g l3 vr = licy 4+ lacin + 3c103 lycis + Lo l3c123 q2

0 ( 0 ] 0 G

(41 ds)

Y
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Propagacion de velocidades - Jacobiano Geométrico

e EJEMPLO:
Sea el robot plano de 3 GDL de la figura,

calcular el Jacobiano a partir de la propagacion de velocidades:

Jacobiano lineal:

—11!5‘[ —12512
Y A T vr = ( Ly ) g1+ ( laery | (g1 +q2) + (g1 + G2
0 0
3Pt
<\q3/' —ly1s1 — la812 — I35193  —l2812 — 38123 —I35123
i o & vp = | Liey 4+ lern +lzcis laepn +lzc13 lzegos
ik 0 0

Y




FRI - Fundamentos de Robdtica Industrial

Propagacion de velocidades - Jacobiano Geométrico

e EJEMPLO:
Sea el robot plano de 3 GDL de la figura,

calcular el Jacobiano a partir de la propagacion de velocidades:

Jacobiano lineal:

—ly sy —l3819 —l38123
Y a T vr=| Ly | @i+ | Len | (G+G)+ | e | (¢ + G2+ 3)
0 0 0

3Pt .

<\q3 o —ly1s1 — la812 — I35193  —l2812 — 38123 —I35123 q1

i o 5 vr licy +lyern +13c13 laern +13c13 I3ei03 {2

q43 /L~ 0 0 0 Q1
Jv

Y
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Propagacion de velocidades - Jacobiano Geométrico

e EJEMPLO:
Sea el robot plano de 3 GDL de la figura,

calcular el Jacobiano a partir de la propagacion de velocidades:

Jacobiano lineal:

—ly sy —l3819 —l38123
Y a T vr=| Ly | @i+ | Len | (G+G)+ | e | (¢ + G2+ 3)
0 0 0

3P .
<\q3 o —lys1 — l2819 — 38103 —l2819 — l38193  —I38193 q1

- o 5 vr = | Ly 4+ laes + Izepos lacya + l3cy03 l3c193 G2
Qs //L - 0 0 0 0

Jacobiano angular:

w3 = (g1 + 42 + 43).2z3

Y
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Propagacion de velocidades - Jacobiano Geométrico

e EJEMPLO:
Sea el robot plano de 3 GDL de la figura,

calcular el Jacobiano a partir de la propagacion de velocidades:

Jacobiano lineal:

—ly sy —l3815 —l35123
y A T vr=| e | i+ | Len | (o+6)+ | e | (Gr+ G2+ q3)
0 0 0

3PT .
<\q3/' —l1s1 — [3812 — l38123  —l2812 — [38123 —I35123 q1

: u' l3 vr = licy 4+ lacin + 3c103 lacya + l3cy03 l3c123 G2
ds /.- 0 0 0 Q1

Jacobiano angular:

w3 = (41 + 42 + 43).23

0 00 1
wr=wz= (0 0 0 G2
X L1 1/ \gs

Y
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Propagacion de velocidades - Jacobiano Geométrico

e EJEMPLO:
Sea el robot plano de 3 GDL de la figura,

calcular el Jacobiano a partir de la propagacion de velocidades:

Jacobiano lineal:

—ly sy —l3815 —l35123
y A T vr=| e | i+ | Len | (o+6)+ | e | (Gr+ G2+ q3)
0 0 0

3PT .
<\q3/' —l1s1 — [3812 — l38123  —l2812 — [38123 —I35123 q1

: u' l3 vr = licy 4+ lacin + 3c103 lacya + l3cy03 l3c123 G2
ds /.- 0 0 0 Q1

Jacobiano angular:

w3 = (491 +42 +43).2z3 J

w
0
G2
(.'13

Y
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Propagacion de velocidades - Jacobiano Geométrico

e EJEMPLO:
Sea el robot plano de 3 GDL de la figura,

calcular el Jacobiano a partir de la propagacion de velocidades:

—lysy — lys12 — I38123 —l2812 — [38123  —I35123

Y a hep + e + ey e + 105 lzeios ;
I or) 0 0 0 1
B wr) 0 0 0 %
4 s T
e 2 l 0 0 0
: o 3 1 1 1
ds, /| -
l P q —l181 — lps12 — l35123  —las12 — l35123  —I35123
/ 2 licy + lyeyn + lzcy03 lycin + l3c103 l3c193
1 8P 0 0 0
. P J =
q I 0 0 0
ICC/J q _ 0 0 0
P,=0 X 1 1 1



FRI - Fundamentos de Robdtica Industrial

Jacobiano Geométrico - Forma explicita

La idea principal es determinar el efecto que tiene el movimiento de cada actuador sobre el
movimiento de la terminal.

Sabiendo que la relacién que hay entre la velocidad de las articulaciones y la velocidad de la
terminal es lineal, se puede pensar en un “principio de superposicion”.

De esta forma, analizando el impacto de cada tipo de actuador (revolucion o prismatica) se
puede determinar el aporte individual y asi construir explicitamente la matriz jacobiana.
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Jacobiano Geométrico - Forma explicita

Consideremos un robot genérico que posee tanto articulaciones prismaticas como de
revolucion.
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Consideremos un robot genérico que posee tanto articulaciones prismaticas como de
revolucion.
Prismatica | Revolucién

Velocidad
lineal

Velocidad
angular
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Jacobiano Geométrico - Forma explicita

Consideremos un robot genérico que posee tanto articulaciones prismaticas como de
revolucion.

Velocidad
. lineal
(%' Velocidad

angular

Prismatica | Revolucion

;Cual es el efecto de v,en la velocidad de la
terminal?
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Jacobiano Geométrico - Forma explicita

Consideremos un robot genérico que posee tanto articulaciones prismaticas como de
revolucion.
Prismatica | Revolucién

Velocidad V.
lineal J
Velocidad No

angular




FRI - Fundamentos de Robdtica Industrial

Jacobiano Geométrico - Forma explicita

Consideremos un robot genérico que posee tanto articulaciones prismaticas como de
revolucion.
Prismatica | Revolucién

Velocidad V.
- v, lineal J
:5' Velocidad No

angular

¢Cual es el efecto de 6. en la velocidad de la
terminal?
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Jacobiano Geométrico - Forma explicita

Consideremos un robot genérico que posee tanto articulaciones prismaticas como de
revolucion.
Prismatica | Revolucién

Velocidad V. Bx.r
lineal ) Len
Velocidad No )

angular




FRI - Fundamentos de Robdtica Industrial

Jacobiano Geométrico - Forma explicita

Consideremos un robot genérico que posee tanto articulaciones prismaticas como de

revolucion.
Prismatica | Revolucion

V.
Velocidad V. O.x r
. lineal J Len
Velocidad No 0.
angular '

Definiendo:
si lajunta es prismatica: e=1

m
I
—t
|
m
I
o

Silajuntaesderevolucion: ¢ = ()

M|
I
[a—
|
™
I
[E—
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Jacobiano Geométrico - Forma explicita

Consideremos un robot genérico que posee tanto articulaciones prismaticas como de

revolucion.

Definiendo:
silajunta es prismatica:

-]

M|

—_

Silajuntaesderevolucion: ¢ = ()

M|

Prismatica | Revolucion

Velocidad V. 0.x.r
lineal ) L
Velocidad No 0.
angular '



FRI - Fundamentos de Robdtica Industrial

Jacobiano Geométrico - Forma explicita

Consideremos un robot genérico que posee tanto articulaciones prismaticas como de

revolucion.
Prismatica | Revolucion

V.
Velocidad V. O.x r
. lineal J Len
Velocidad No 0.
angular '

Definiendo:
si lajunta es prismatica: e=1

m
I
—t
|
m
I
o
Ii
—

Silajuntaesderevolucion: ¢ = ()

M|
I
[a—
|
™
I
[E—
€
I
M
-



FRI - Fundamentos de Robdtica Industrial

Jacobiano Geométrico - Forma explicita

Consideremos un robot genérico que posee tanto articulaciones prismaticas como de

revolucion.
Prismatica | Revolucion

V.
Velocidad V. O.x r
i lineal ) b
Velocidad No 0.
angular :
n
Definiendo: _ = :
v = €Z; + €(Z; X ;Iy)lq;
si lajunta es prismatica: ce=1 e=1—-¢e=0 ' 1[ 14 ( i i n)]Qz
i—
Silajuntaesderevolucion: e = () e=1—€¢=1 W — i:(e‘z-)qt Vl = qi - Z;
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Jacobiano Geométrico - Forma explicita

Consideremos un robot genérico que posee tanto articulaciones prismaticas como
revolucion.

Definiendo:
\V7 silajuntaesprismatica: e€e=1 €
/@ Silajuntaesderevolucion:e = 0 €

n
U= Z[Gz‘zzﬁ + €(z; X irn)](]z‘.
i=1

n

w = Z(Ezi)qi

i=1
GENERALIZANDO: ‘ql

)

V= [€1Z1-|—€1(Zl>< 1Ty), €2Zo+E(ZoX ory), ...,GnZn]

dn_

w = [€121, &2, ...

de

=1—c¢
=1—¢€
’ g‘nzn]

I

S

H

q1
2

qn_
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Jacobiano Geométrico - Forma explicita

Consideremos un robot genérico que posee tanto articulaciones prismaticas como de

revolucion.

O ATENCION! w=Y (z;)g;
Término que NO aparece! i=1
GENERALIZANDO: \ in]
_ _ 2 _ _
v = [€1Z1—|—€1(Z1X 1I'n), €2Z2+€2(Z2X an); ---,enzn] , W = [Elzla €222, ...
| qn |

Definiendo:
silajuntaesprismatica: e€e=1 €
Silajuntaesderevolucién:e = 0 €

n
U= Z[Gz‘zzﬁ + €(z; X irn)](]z‘.
i=1

n

=1—c¢
=1 —c€
ag‘nzn]

I

S

H

q1
2

qn_
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Jacobiano Geométrico - Forma explicita

Consideremos un robot genérico que posee tanto articulaciones prismaticas como de
revolucion.

GENERALIZANDO:

l'q1‘|
v = [6121+€1(Z1X ITy), €2Zo+€(ZoX ory), ""enz”] qz
Q1 [an
L _ 1)
w = [61Z1’ €279, ..., Enzn] .

]
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Jacobiano Geométrico - Forma explicita

Consideremos un robot genérico que posee tanto articulaciones prismaticas como de
revolucion.

GENERALIZANDO:

{qlw
v = [€121+€1(21 X 1Ty), €222+€ (22X oTy), ..., €nZy)] Qz

q1 [an
L _ 1)
w = [61Z1’ €279, ..., 6nzn] .

]

¢En qué base nos resultan las velocidades vy w?
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Jacobiano Geométrico - Forma explicita

Consideremos un robot genérico que posee tanto articulaciones prismaticas como de
revolucion.

GENERALIZANDO:

{qlw
v = [€121+€1(21 X 1Ty), €222+€ (22X oTy), ..., €nZy)] Qz

q1 [an
| B _ G2
W = lEIZh €279, ..., 6nzn] .

]

¢En qué base nos resultan las velocidades vy w?
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GENERALIZANDO: [V] B [Jz'] q1

Afortunadamente, existen simplificaciones para
calcular las matrices J y J |

Para Jv: — Diferenciaciéon directa
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Consideremos un robot genérico que posee tanto articulaciones prismaticas como de
revolucion.
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Afortunadamente, existen simplificaciones para
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Jacobiano Geométrico - Forma explicita

Consideremos un robot genérico que posee tanto articulaciones prismaticas como de

revolucion.
GENERALIZANDO: ]
v B Jl! q1
|

Afortunadamente, existen simplificaciones para
calcular las matrices J y J |

Para Jv: — Diferenciaciéon directa
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Jacobiano Geométrico - Forma explicita

Consideremos un robot genérico que posee tanto articulaciones prismaticas como de

revolucion.

GENERALIZANDO: [

Para Jv: — Diferenciaciéon directa

( ox
dq
dy
Jdq

oz
\ aq

Afortunadamente, existen simplificaciones para
calcular las matrices J y J |
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Jacobiano Geométrico - Forma explicita

Consideremos un robot genérico que posee tanto articulaciones prismaticas como de

revolucion.

GENERALIZANDO: [V] B [Jl‘] ¢
- |J

Afortunadamente, existen simplificaciones para
calcular las matrices J y J |

Para Jv: — Diferenciaciéon directa

-—9q - -
dq dq dq
o ot .
Iq ! ! | 2q

qu \Oq dq



FRI - Fundamentos de Robdtica Industrial

Jacobiano Geométrico - Forma explicita

Consideremos un robot genérico que posee tanto articulaciones prismaticas como de
revolucion.

GENERALIZANDO: [V] B [Jz'] q1

Afortunadamente, existen simplificaciones para
calcular las matrices J y J |

Para Jv: — Diferenciaciéon directa

o=

Definiendo: X =

[
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Jacobiano Geométrico - Forma explicita

Consideremos un robot genérico que posee tanto articulaciones prismaticas como de
revolucion.

GENERALIZANDO: [

Afortunadamente, existen simplificaciones para
calcular las matrices J y J |

Para Jv: — Diferenciaciéon directa

Definiendo: X =

NS
~
|
N
‘Q,
P4
P4
Q
s
SN————

e S
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Jacobiano Geométrico - Forma explicita

Consideremos un robot genérico que posee tanto articulaciones prismaticas como de
revolucion.

GENERALIZANDO: [

Afortunadamente, existen simplificaciones para
calcular las matrices J y J |

Para Jv: — Diferenciaciéon directa

axX 0X, 90X, 0X,,

O dqy gy
eZ, ey ... L,

Definiendo: X =

N ~
~
|
N
P4
‘ Q
e
—
I

PN
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Jacobiano Geométrico - Forma explicita

Consideremos un robot genérico que posee tanto articulaciones prismaticas como de

revolucion.

GENERALIZANDO: ]
v B Jl! q1
w| |J

V; R
“J 4,
/@., oX oX = oX
J=1{0q 0g = 0,
€2y €4, ... €4y

Nuevamente, el sistema de referencia en el que se estén escribiendo los vectores son los
gue indican en qué base esta definido el Jacobiano, por lo tanto, prestar ATENCION, a la

base:
() OXn (-) (]Xn () DXn.
OJ = ()(11 ()([2 o an
€ ()Z[ € ()ZQ ... € (]Z,,




FRI - Fundamentos de Robdtica Industrial

Jacobiano Geométrico - Forma explicita
EJEMPLO

Para el robot de 5GDL de la figura asumamos que conocemos todas las MTH ( A ) porque armamos la tabla.

Cdémo se obtiene el Jacobiano OJn?

|5 ! i qz
CPL_\V\ O I3
J/;' | . A
.\“[ 5 N “‘il 14
, - | 4 : Q4 4
t 5 <
I ) ORIy
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Jacobiano Geométrico - Forma explicita

EJEMPLO

Para el robot de 5GDL de la figura asumamos que conocemos todas las MTH ( A ) porque armamos la tabla.

i
Cdémo se obtiene el Jacobiano OJn?

Tenemos: A, — Guardo columna 3[,Z,]

I3

I5
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Jacobiano Geométrico - Forma explicita

EJEMPLO

Para el robot de 5GDL de la figura asumamos que conocemos todas las MTH ( A ) porque armamos la tabla.

i
Cémo se obtiene el Jacobiano OJn?
Tenemos: A, — Guardo columna 3 [ Z,]
Calculamos:

I3

A, = A, A, — Guardo columna 3[ Z,]

I5
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Jacobiano Geométrico - Forma explicita

EJEMPLO
Para el robot de 5GDL de la figura asumamos que conocemos todas las MTH ( ,._IA,.) porgue armamos la tabla.

Cdémo se obtiene el Jacobiano OJn?

Tenemos: A, — Guardo columna 3[,Z,]

1))
Calculamos:
I3
A, = A, ,A, — Guardo columna 3 [ozz]
14 A=A, A, — Guardo columna 3 [ Z,]
|
Q4 -
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EJEMPLO

Jacobiano Geométrico - Forma explicita

Para el robot de 5GDL de la figura asumamos que conocemos todas las MTH ( A ) porque armamos la tabla.

Cdémo se obtiene el Jacobiano OJn?

I3

5

Tenemos: A, — Guardo columna 3[,Z,]
Calculamos:

A, = A, ,A, — Guardo columna 3 [ozz]

A=A, A, — Guardo columna 3 [ Z,]

oA, = oA, A, — Guardo columna 3 [024]
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Jacobiano Geométrico - Forma explicita

EJEMPLO
Para el robot de 5GDL de la figura asumamos que conocemos todas las MTH ( ,._IA,.) porgue armamos la tabla.

Cdémo se obtiene el Jacobiano OJn?

Tenemos: A, — Guardo columna 3[,Z,]

1))
Calculamos:
I3
oA, = A ,A, — Guardo columna 3[,Z,]
Iy A=A, A, — Guardo columna 3[,Z,]
: 1

Q4 LoD oA, = A5 5A,— Guardo columna 3[ Z,]
" '; O oAs= A, A, — Guardo columna 3 [ Z,]
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Jacobiano Geométrico - Forma explicita

EJEMPLO
Para el robot de 5GDL de la figura asumamos que conocemos todas las MTH ( ,._IA,.) porgue armamos la tabla.
Como se obtiene el Jacobiano J ?

Tenemos: A, — Guardo columna 3[,Z,]

1))
Calculamos:
I3
A, = A, ,A, — Guardo columna 3 [ V4 ]
14 A=A, A, — Guardo columna 3 [ Z,]
: |

g4 : 8 oA, = oA, A, — Guardo columna 3 [024]
O A=A, A — Guardo columna 3 [OZS]

- K , A= As A, —>Guardoco|umna3[ Z]
G]S
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Jacobiano Geométrico - Forma explicita

EJEMPLO

Para el robot de 5GDL de la figura asumamos que conocemos todas las MTH ( ,._IA,.) porgue armamos la tabla.

Cdémo se obtiene el Jacobiano OJn?

Tenemos: A, — Guardo columna 3[,Z,]

Calculamos:

I3

A, = A, ,A, — Guardo columna 3 [ozz]

14 A=A, A, — Guardo columna 3 [ Z,]

5

o . oA, =As,A, — Guardo columna 3[ Z,]

O A=A, A — Guardo columna 3 [OZS]

i T’ , oA, = As A, — Guardo columna 3[ Z ]
‘ 2

— De la ultima columna sacop = (p, Py ob,)
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Jacobiano Geométrico - Forma explicita

EJEMPLO
Para el robot de 5GDL de la figura asumamos que conocemos todas las MTH ( ,._IA,.) porgue armamos la tabla.
Como se obtiene el Jacobiano J ?

Construyo:
op Op Jp OJOp Jp

J,
O L3 <J ) = | 91 9q2 9q3 9qy Ogs
02y 0ly 0 2y oZs

I5
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Jacobiano Geométrico - Forma explicita
EJEMPLO

Para el robot de 5GDL de la figura asumamos que conocemos todas las MTH ( A ) porque armamos la tabla.

Cdémo se obtiene el Jacobiano OJn?

| | qi © Construyo:
: Oy (\' J op Op 9p dp Ip
A . | v
. ,I \ : (J, ) = | 91 9q 9q3 Oq4 Ogs
v “ 021 0Ly O o2y oZs
o | -
| 20 A H e
P TSR O ¢Por qué hay un cero aca? “ *
I > g N
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Jacobiano Geométrico - Forma explicita
EJEMPLO

Para el robot de 5GDL de la figura asumamos que conocemos todas las MTH ( A ) porque armamos la tabla.

Cdémo se obtiene el Jacobiano OJn?

| | qi © Construyo:
: Oy (\' J op Op 9p dp Ip
A . | v
. ,I \ : (J, ) = | 91 9q 9q3 Oq4 Ogs
v “ 021 0Ly O o2y oZs
Pl s | -
| 20 A H e
P TSR O ¢Por qué hay un cero aca? “ *
1y KId TN

> iq':""i«' l ™ C\
| ~ -\ B € 04
|
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Singularidades cinematicas

Se denominan configuraciones singulares de un robot a aquellas en las que el determinante de su matriz
Jacobiana se anula.

Es importante encontrarlas por las siguientes razones:
e Son configuraciones donde la movilidad es reducida
e Endichassingularidades pueden existir infinitas soluciones del problema inverso

e En los alrededores de las singularidades, pequenas velocidades de la herramienta pueden
representar grandes velocidades de los actuadores

Se las clasifica en dos grupos:

- De frontera: cuando el manipulador esta en sus limites de recorrido (tanto en maxima extension
como retraccion).

- Internas: son causadas generalmente cuando dos o mas ejes se alinean.
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Desacople de singularidades

El calculo de singularidades mediante el determinante del jacobiano puede ser complicado para
manipuladores con varios grados de libertad. Por lo tanto, es habitual su estudio mediante el
desacoplamiento de singularidades.

Esto se basa en el mismo fenémeno que el desacoplamiento cinematico, es decir, para aquellos
manipuladores en los que los ejes de los 3 tltimas articulaciones se cortan en un punto (muneca).

Es posible analizar las singularidades en dos partes, calculo de singularidades para un brazo y para
su muneca.
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Desacople de singularidades

Consideremos como ejemplo un robot de 6GDL de los cuales los ultimos 3 GDL cumplen con lo solicitado para
aplicar el desacople de singularidades.
g P g X 09X 0X

Recordando el resultado obtenido para el Jacobiano: J = ()_(11 % o y]n

€2, €4, ... €4y
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Desacople de singularidades

Consideremos como ejemplo un robot de 6GDL de los cuales los ultimos 3 GDL cumplen con lo solicitado para
aplicar el desacople de singularidades.
g P g X 09X 0X

Recordando el resultado obtenido para el Jacobiano: J = ()_(11 % o ?1,,

€2, €4, ... €4y

Para simplificar, si consideramos que el Jacobiano esta calculado en el sistema de referencia de la muieca,
cual es la forma que toman los ultimos 3 vectores de |la matriz J (J12)?
P [J n J 12}

Jor Ja22
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Desacople de singularidades

Consideremos como ejemplo un robot de 6GDL de los cuales los ultimos 3 GDL cumplen con lo solicitado para
aplicar el desacople de singularidades.
g P g X 09X 0X

Recordando el resultado obtenido para el Jacobiano: J = ()_(11 % o ?1,,

€2, €4, ... €4y

Para simplificar, si consideramos que el Jacobiano esta calculado en el sistema de referencia de la muieca,
cual es la forma que toman los ultimos 3 vectores de |la matriz J (J12)? 0

_ I 2
J_[J'zl J?.-z}
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Desacople de singularidades

Consideremos como ejemplo un robot de 6GDL de los cuales los ultimos 3 GDL cumplen con lo solicitado para
aplicar el desacople de singularidades.
g P g X 09X 0X

Recordando el resultado obtenido para el Jacobiano: J = ()_(11 % o y]n

€2, €4, ... €4y

Para simplificar, si consideramos que el Jacobiano esta calculado en el sistema de referencia de la muieca,
cual es la forma que toman los ultimos 3 vectores de |la matriz J (le)? 0

_ I 2
J—[J'zl J?.-z}

Entonces el determinante del jacobiano se puede simplificar a:

det(J) = det(J)det(J99)
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Desacople de singularidades

Consideremos como ejemplo un robot de 6GDL de los cuales los ultimos 3 GDL cumplen con lo solicitado para
aplicar el desacople de singularidades.
g P g X 09X 0X

Recordando el resultado obtenido para el Jacobiano: J = ()_(11 % o y]n

€2, €4, ... €4y

Para simplificar, si consideramos que el Jacobiano esta calculado en el sistema de referencia de la muieca,

cual es la forma que toman los ultimos 3 vectores de |la matriz J (le)? 0
J /
J - [ 11 1

2
Jo1 Ja2

Entonces el determinante del jacobiano se puede simplificar a:
det(J) =det(Jyy)det(Jy) =0 <  det(Jy) =0 o det(Jyp) =0

Produciéndose el desacoplamiento de singularidades
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Desacople de singularidades

Por lo tanto:
det(J1) = 0 Consideralas singularidades del brazo.

(l(—,t(JQQ) — () Considera las singularidades de la murieca

Vale la pena resaltar que el desacoplamiento de singularidades solamente sirve para el andlisis de
singularidades, pero no puede escribirse: Vv =J11q ni w = J9oq
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Desacople de singularidades

Singularidad de la muneca:

Inspeccionando el bloque J,,de:  j = [J“ J“z] sabemos que para una muneca toma la forma de [Oz

V4
Jor Ja2 3 074
oZs]

Se puede reconocer entonces que se producira una singularidad de tipo interna cuando z, se alinea con jz,
Fetn nrovacaiina limitaridn de mavilidad en |3 direccidn roja, por lo tanto hay que prestar especial cuidado a
~—U5=0 las configuraciones cercanas a la mostradas, pues dificulta en

creciente el movimiento, aumentando las cargas y las

velocidades necesarias.
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Desacople de singularidades

Singularidad del brazo:
Las singularidades de brazo son caracteristicas inherentes a la configuracién de la cadena cinematica.

Consideremos el brazo antropomorfico de la figura:

Se puede demostrar que det(J ) = —asazss(ascy + azco3)
El cual se anulasii: sin(g3) = 0

a9Co + A3Co3 = 0
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Desacople de singularidades

Singularidad del brazo:
Las singularidades de brazo son caracteristicas inherentes a la configuracién de la cadena cinematica.

Consideremos el brazo antropomorfico de la figura:

Se puede demostrar que det(J ) = —asazss(ascy + azco3)

El cual se anulassiiz| sin(g3) = 0

9Cy + A3Co3 = 0

En el primer caso sin(q3)=0 sii q;=kir — Esto implica alcanzar el limite del espacio de
trabajo

— Singularidad de frontera

= — No se puede mover instantdneamente en x
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Desacople de singularidades

Singularidad del brazo:
Las singularidades de brazo son caracteristicas inherentes a la configuracién de la cadena cinematica.
Consideremos el brazo antropomorfico de la figura:

Se puede demostrar que det(J11) = —agazsz(ascy + ascys)

El cual se anula sii: sin(q3) = 0

9Cy + A3Co3 = 0

El primer caso ocurre cuando q,=90y q,=0 — Todo el brazo se encuentra horizontal

El segundo caso a,c, +a,c,,=0 — Singularidad de hombro (interna)

— Un movimiento en g, no genera
movimiento de la herramienta

—La cinematica admite infinitas soluciones
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Singularidades

Es importante notar que las singularidades de los manipuladores son generalmente faciles de
ubicar en los espacios de trabajo y deberan ser evitadas cuando se calculen trayectorias.




Todo listo para realizar la Entrega 2 del Proyecto




