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Introduccion

Aplicaciones de filtros digitales

« Separacién de seinales que fueron combinadas desafortunadamente
— ruido
— interferencias provenientes de otros sistemas

Recuperacién de senales distorsionadas de alguna forma

— por ejemplo, al ser trasmitidas a través de un canal de comunicacién
Andlisis de senales de audio

— procesamiento en bandas de frecuencia al filtrar con un banco de filtros

Sintesis de sonido: creacién o modificacidn de sefiales para moldear espectros o formas de
onda y lograr el efecto auditivo buscado.

— sintesis por modelado fisico
Efectos de audio

— reverb, chorus, flanger, phaser
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Caracterizacion de filtros LTI

Algunas formas de caracterizar un filtro

: » Funcién de transferencia
» Respuesta al impulso

— Coeficientes de recursién

« Respuesta en frecuencia _ Polos y Ceros

A partir de cualquiera de las caracterizaciones, queda determinada la salida del filtro ante
cualquier entrada.

Respuesta al impulso Respuesta en frecuencia Funcion de transferencia
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Caracterizacion de filtros LTI

Respuesta al impulso

. . Entrada Salida
ppio. de superposicidn *- 1
La salida y[n] se calcula como el ° . o TT TT °e

producto convolucién entre la ’ ’

respuesta al impulso h[n] y la R o w2

entrada x[n].
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Caracterizacion de filtros LTI

Respuesta en frecuencia

» La respuesta en frecuencia es la Transformada de Fourier de Tiempo Discreto de la respuesta al

impulso,
oo

hln] 5 H(e®) = 3" h[n] e /o

n=—oo

« Las transformadas de Fourier de la entrada y la salida (X(e/?) y Y(e/?) respectivamente) del
sistema se relacionan por

Y(e?) = H(e?) X(e?)

Observaciones
e En el caso general, es una funcién que toma valores complejos.

» Es periddica de periodo 2.
* La representacion en notacién polar muestra de forma clara las propiedades del sistema.
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Caracterizacion de filtros LTI
Funcidn de transferencia

* La funcién de transferencia es la Transformada Z de la respuesta al impulso,

hln] <= H(z) =Y h[n]z™"
n=0
e Las transformadas Z de la entrada y la salida del sistema se relacionan por

Y(z) = H(z) X(2)

e La funcién de transferencia de un filtro recursivo es una funcién racional (cociente de polinomios),

Y(2)
H(z) =
yIn) = —aryln— 11— - — awyln — NJ+ =X
box[n] + bix[n — 1] 4+ -+ - + byy[n — M] bot bzt 4 byzM
14 aiz7l4-4ayz N

* Si la transformada Z es racional, queda (casi) completamente especificada mediante el diagrama

de polos y ceros.
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Filtros digitales

Caracterizacion de filtros LTI

Funcién de transferencia

Filtro Butterworth de orden 6

La respuesta en frecuencia se
obtiene evaluando la funcidn de
transferencia en la circunferencia

unidad,

H@)

' H(?) = H(z)| a0

Parte imaginaria

Frecuencia normalizada (rad)
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Convolucién

e Convolucién de la sefal de entrada con la

Implementacién de filtros

Ecuacidén en recurrencia

 El filtro se define por los coeficientes de

recursion.

respuesta al impulso del filtro.

e La salida del filtro en cada instante es un

promedio ponderado de la muestra actual y
muestras pasadas de la entrada.

e La salida en cada instante involucra ademas

Respuesta al impulso finita (FIR)

ylnl = (x = h)[n]

= h[k]x[n — K]
k=0

Filtros digitales

Implementacién de

Comparacion entre filtros FIR e |IR

Respuesta al impulso infinita (IIR)

ylnl = awy[n — 1] + axy[n - 2]
+ box[n] + bix[n — 1] + box[n — 2]

Procesamiento digital de sefiales de audio

filtros

Caracteristica

FIR

[IR

Implementacién

Producto convolucion

Ecuacidon en recurrencia

Costo
computacional

Alto

La respuesta al impulso tiene

cientos o miles de muestras.

Bajo
A lo sumo decenas de

coeficientes de recursion.

Diseno

Muy flexible y sencillo
sinc enventanado

muestreo en frecuencia

Poco flexible y dificil
Transformaciones de

prototipos analdgicos

Respuesta en fase

Pueden hacerse
de fase lineal

Respuesta al impulso simétrica

Fase
no lineal

Respuesta al impulso infinita

Filtros digitales

Procesamiento digital de sefiales de audio

de muestras de la entrada, muestras pasadas
de la salida.
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Filtros selectores de bandas de frecuencia

Ejemplo de filtro Butterworth de orden 6 como selector de bandas de frecuencias
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Filtros selectores de bandas de frecuencia

Filtros selectores de frecuencias

El objetivo es permitir pasar inalterada cierta banda de frecuencias y bloquear completamente
el resto. Hay cuatro tipos basicos: pasa-bajos, pasa-altos, pasa-banda y suprime-banda.

Clasificacion de las regiones de filtros selectores

Banda pasante Rango de frecuencias que el filtro permite pasar sin
alterar.

Banda atenuada Rango de frecuencias que el filtro bloquea.

Banda de transicion Regién entre la banda pasante y la banda atenuada.

Frecuencia entre la banda pasante y la banda de
transicion.

Frecuencia de corte
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Amplitud

Amplitud

Filtros selectores de bandas de frecuencia

Parametros de la respuesta en frecuencia

Roll-off
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Filtros digitales

Amplitud (dB)
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Filtros selectores de bandas de frecuencia

Pardmetros de la respuesta en frecuencia

Parametros que miden la calidad del filtro como selector de frecuencias.

Roll-off

Ripple en la banda pasante

Atenuacién en la banda

atenuada

Es el ancho de la banda de transicidon. Un filtro de roll-off

rapido significa que la banda de transicién es angosta. Para
separar componentes de frecuencia cercanos, el roll-off debe

ser rapido.

Amplitud de las oscilaciones en la banda pasante de la

respuesta en magnitud. Para no alterar la magnitud de los

componentes espectrales de la banda pasante, el filtro no

debe tener ripple.

Es deseable buena atenuacién en la banda atenuada para
eliminar los componentes espectrales en esa region.

Filtros digitales

Procesamiento digital de sefiales de audio
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Respuesta en frecuencia

Efecto de la respuesta en magnitud y fase

Las transformadas de Fourier de la entrada y la

0y _ 1 6
salida del sistema se relacionan por: Y(e”) = H(e") X(e)

Con la respuesta en frecuencia expresada en

notacién polar, la magnitud y la fase de la 1Y (%) = [H(e?)] |X(?)]
transformada de Fourier de la entrada y la salida AY(eje) _ AH(eja) + AX(ejg)
estan dadas por:

Cada componente espectral de la entrada aparece a la salida con las siguientes modificaciones:

* La magnitud queda multiplicada por la magnitud de la respuesta en frecuencia en la frecuencia del
componente.

» A la fase se le suma la fase de la respuesta en frecuencia en la frecuencia del componente.
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Respuesta en frecuencia

Efecto de la respuesta en magnitud y fase

Magnitud y fase de la respuesta en frecuencia

Si la magnitud y fase del filtro
para cierta frecuencia es

&

[H(e/™)| = Go
ZH(e™) = ¢g

Magnitud

Entrada

Frecuencia (rad)

x[n] = sen(Opn)

Salida

Radianes

y[n] = Gosen(fon + ¢o) o |
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Respuesta en frecuencia

Respuesta en fase

Entrada
x[n] = sen(Opn)

El cambio de fase se puede considerar como
un retardo de la senal.

Retardo de fase: cantidad de muestras que se
retarda cada frecuencia.

Otra forma de ver lo mismo: la fase dividida
27 indica la cantidad de periodos que se
desplaza el componente.

Filtros digitales

Salida

y[n] = Gosen(6on + ¢o)

ol = Gosen oo (= (22 )]

= G o+ 25 (22)

Procesamiento digital de sefiales de audio

Respuesta en frecuencia

Ejemplo: efecto de la respuesta en magnitud y fase

Respuesta en magnitud
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0
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0 0.25 1 15

Retardo de fase

I
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0
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Frecuencia (rad)

Filtros digitales

3.1416

Procesamiento digital de sefiales de audio
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Respuesta en frecuencia

Ejemplo: efecto de la respuesta en magnitud y fase

Entrada de frecuencia 6, = 0.25 radianes. Ganancia: 1.00, retardo de fase: 16.79 muestras.

T T T T
16.79 muestras

130 140 150 160 170 180 190 200

Entrada de frecuencia 62 = 1 radianes. Ganancia: 0.60, retardo de fase: 9.28 muestras.

T T T T
9.28 muestras

130 140 150 160 170 180 190 200

Entrada de frecuencia 93 = 1.5 radianes. Ganancia: 0.09, retardo de fase: 7.22 muestras.

T T T T
7.22 muestras

Filtros digitales

Magnitud
o
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I
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n
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[9)] o w

o

Retardo de Fase (muestras)

Filtros digitales

130 140 150 160 170 180 190 200
Numero de muestra

Respuesta en frecuencia
Ejemplo: distorsién de fase de filtros de fase no lineal

Filtro FIR de fase lineal Filtro IR de fase no lineal

0.5 1 1.5 2 25 3 0 0.5 1 1.5 2 25 3

-5 i

-10

0.5 1 1.5 2 25 3 0 0.5 1 1.5 2 25 3

o

R R R R 0 R
0.5 1 1.5 2 25 3 0 0.5 1 1.5 2 25 3

Frecuencia (rad) Frecuencia (rad)

Procesamiento digital de sefiales de audio

Procesamiento digital de sefiales de audio

20 / 63

21/ 63



Respuesta en frecuencia

Ejemplo: distorsién de fase de filtros de fase no lineal

Entrada
T
2 i
©
2
3 0
£
<C
2 =
L L L L L
0 50 100 150 200 250
Salida del filtro de fase lineal
T T
2
kel
2
3 0
£
<
-2
L L L L L
0 50 100 150 200 250
Salida del filtro de fase no lineal
T T
2+ i
el
2
3 0
£
<
2+ -
L L L L L
0 50 100 150 200 250
Numero de muestra
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Respuesta en frecuencia

Filtros de fase lineal

Causas
La respuesta en fase es lineal para todas las frecuencias si la respuesta al impulso es simétrica
o antisimétrica respecto a una muestra cualquiera.

0
Se deduce a partir de las siguientes hin] DTET H(e)

propiedades de la DTFT: real y par real y par

h[n — no] pAL H(e/?)e40m

Consecuencias
La fase del filtro es lineal con pendiente igual al indice de la muestra de simetria ng,

¢(9) = —Qno

Retardo de fase constante para todas las frecuencias, igual al indice de la muestra de simetria.

Filtros digitales Procesamiento digital de sefiales de audio 23 /63



Respuesta en frecuencia

Filtros de fase lineal

FIR Tipo | — Numero de muestras impar, simetria par FIR Tipo Il - Numero de muestras par, simetria par

1r 1r

IEREEE T

Amplitud

1F 1F

L A B

- = 0

Amplitud

Numero de muestra Numero de muestra
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Respuesta en frecuencia

Respuesta en fase

El retardo de fase indica la cantidad de muestras que se retarda cada componente espectral. En
general, componentes de distintas frecuencias se retardan cantidades diferentes.

Si el filtro es de fase lineal, el retardo de fase no depende de la frecuencia y equivale a retardar la
senal completa. Este efecto en general no es nocivo y puede ser compensado.

 Si el filtro no es de fase lineal, se produce distorsién de fase. La forma de onda de la sefal se
modifica al ser filtrada.

Los filtros FIR se disefian a partir de la respuesta al impulso. Es facil imponer fase lineal haciendo
que la respuesta al impulso sea simétrica.

Los filtros recursivos se especifican a partir de los coeficientes y suelen tener respuesta al impulso
infinita. No es posible imponer fase lineal.

* En situaciones donde no se requiere causalidad es posible realizar un filtrado de fase nula con un
filtro de fase no nula mediante el filtrado bidireccional de fase nula.

Filtros digitales
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Filtro de media movil

Definicion
En un filtro de media movil de largo M, la salida consiste en el promedio de las dltimas M

muestras de la entrada,

1 M-1
Yl = 5 X xin =

Implementacién por recursion
e Cdlculo de dos muestras sucesivas:

x[n] + -+ 4+ x[n— (M —1)] x[pn—1]+ -+ x[n — M]
il = o , yln—1]= -
« Es posible calcular y[n] a partir de y[n — 1] como
x[n] — x[n — M]
= — 1 )
yln] = yln — 1+ X80
Procesamiento digital de sefiales de audio 27 / 63

Filtro de media movil

Respuesta al impulso

Filtro de media movil
M—1

vl = 3 4ixln— ]

k=0

Respuesta al impulso

M
hmaln] =
0 en otro caso

Filtros digitales

L sin=0,...,M—1

Producto convolucién

+o0

ylnl = (h*x)[n] = ) hlk]x[n— K]

k=—00

Respuesta al impulso (M=5)

o
w

I
o

o
pnyjdwy

. - . -0.1
-10 -5 0 5 10
Numero de muestra
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Filtro de media movil

Respuesta en frecuencia

La respuesta en frecuencia del filtro de media movil es
H(e) = e—jO(M—l)/ZlSin(eM/2)
M sin(6/2)

Seno cardinal discreto

08 — =z | Observaciones
=T —— M=3
o8 . La fase es lineal,
0.7F il
3% ’ ¢(0) = —0(M —1)/2
< o05f i
s

o
~
T

El retardo de fase es
constante,

o o
nNow
T T

o
~
T

VA

AKX NS 75 = (M—1)/2.

0
0 K 2 25 3
Frecuencia (radianes)
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Filtro de media movil
. o .
Aplicacién: suavizado
Senial original Media movil de 11 muestras
1.5 T 15 T T T -
1 1
kel el
2 2
S 05 S 05
£ S
< <
o 0
I
05 J ; . ; _05 ; ; ; ;
0 100 200 300 400 0 100 200 300 400
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Media movil de 51 muestras
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1
el
2
s 05
£
<C
0
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Numero de muestra
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Filtro de media movil

Caracteristicas

Es un filtro FIR.

Como su respuesta al impulso es simétrica, es de fase lineal. El retardo de fase es
constante.

Tiene un comportamiento de filtro pasabajos, pero sus caracteristicas como pasabajos son
malas,

— pobre roll-off.
— mala atenuacidén en altas frecuencias.

Es de costo computacional bajo gracias a su implementacién en recurrencia (2 sumas y
una multiplicacién en cada paso).

Su desempeiio es dptimo para reduccién de ruido blanco.
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Diseno a partir de la ubicacién de polos y ceros

Efecto de un polo y un cero

« Se considera un filtro recursivo cuya funcién de transferencia tiene un cero y un polo en a

y b respectivamente,
1—bz! z—b

H(Z):l—az_lzz—a y[n] = ay[n — 1] + x[n] — bx[n — 1]

« El médulo de la transformada Z en cierto punto del plano z es

|20 —b| _ dist(zo, b)

H _ _
H(z0)] |lzo —a|  dist(z, a)

Esto permite a grande rasgos deducir la forma de la transformada Z y en particular, el valor en

la circunferencia unidad.
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Diseno a partir de la ubicacién de polos y ceros

Efecto de un polo y un cero

Transformada Z

Superficies de nivel de la magnitud de |H(z)|

Parte imaginaria -3
9 Parte real
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Diseno a partir de la ubicacién de polos y ceros

Efecto de un polo y un cero

« La transformada Z en los puntos del plano mas cercanos al cero que al polo van a tener
menor magnitud que 1. La magnitud es mas pequena a medida que el punto estd mas
cercano al cero.

e La transformada Z en los puntos del plano mas cercanos al polo que al cero van a tener
mayor magnitud que 1. La magnitud es mayor a medida que el punto estd mas cercano al
polo.

 El efecto del polo y el cero se cancela en distancias grandes.
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Filtros IR de primer orden - Pasa-bajos

Ceroenz=0,Poloen0<z<1

Transformada Z Diagrama de polos y ceros
F 11.5
r 11
: F 40.5
i , e
,N—\ u”,’, %
I E
z ‘ ”[," 0, © o8
/I o 3
5.
F 1-0.5
3 1-1
3 1-15
Parte imaginaria -1.5 15 Parte real -1 -0.5 Partg ol 0.5 1
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Filtros IR de primer orden - Pasa-bajos
Respuesta en frecuencia en funcién de la posicién del polo

Diagrama de polos y ceros Respuesta en frecuencia.
T 1.2 T T T T T

X —09

e —07

X zp=0.5 |

0.5 4
)
5]
£ °
=) 2
© Fan =
0 =%
E A4 E
e <
IS
a
-0.5F b

-1 -0.5 0 0.5 1 0 0.5 1 15 2 25 3
Parte real Frecuencia normalizada (rad)
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Filtros IR de primer orden - Pasa-bajos

Caracteristicas

Funcidon de transferencia Ecuacidon en recurrencia

H&%:;ggzl_irdzz%il y[n] = ary[n — 1] + box][n]

» Restriccién de ganancia 1 en continua:

H(e?) o 1 o equivalentemente, H(z) = l=—=by=1—2a;
= Z—
» Respuesta en frecuencia:

. bo . b2
H(e?) = H(e)P = 2
() 1 — ajcosf + jaysinf [FI(e7) 1+a%—2alc059
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Filtros [IR de primer orden - Pasa-altos 1
Respuesta en frecuencia en funcién de la posicién del polo

Diagrama de polos y ceros Respuesta en frecuencia.

X zp=—0.9
X zp=—0.7
n X zp=—0.5 |
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I
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L L L L 0 L L L L L L
-1 -0.5 0 0.5 1 0 0.5 1 1.5 2 25 3
Parte real Frecuencia normalizada (rad)
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Filtros [IR de primer orden - Pasa-altos 2

Respuesta en frecuencia en funcién de la posicién del polo

Diagrama de polos y ceros Respuesta en frecuencia.

T 1.2 T
X zp=0.9
X zp=0.7
n X zp=0.5 |
0.5F
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-1 -0.5 0 0.5 1 0 0.5 1 1.5 2 25 3
Parte real Frecuencia normalizada
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Filtro IR de segundo orden

Resonadores

» Los filtros de un solo polo pueden resonar en continua (polo positivo) o en la frecuencia
de Nyquist (polo negativo).

« Para que un filtro resuene en cualquier frecuencia, se necesitan pares de polos complejos
conjugados.

AIm

Funcidn de transferencia

(z — rzejgz) (z — rze_jaz)
(z = rpelf%) (z = rpe™If)

z% — 2r,zcosf, + rZ2

H(z) =

2 _ 2
7% —2rpzcos B, + rp
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Filtros IIR de segundo orden - Resonadores

r,=0,rp,~1

Transformada Z

Diagrama de polos y ceros

T T
r 115
r 11
X
r 10.5
o
]
2 B
© 0o 3
Q
>
8
=
r 1-0.5
X
L : 49
r 1-1.5
15 -15 Parte imaginaria -1 -0.5 0 0.5 1
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Filtros IR de segundo orden - Resonadores
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Filtros IIR de segundo orden - Filtros “notch”
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Transformada Z
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Filtros IR de segundo orden - Filtros “notch
Respuesta en frecuencia en funcién de la magnitud de los polos
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Filtros de Chebyshev

Descripcién
« Son filtros IIR usados para separar bandas de frecuencias (pasa-bajos, pasa-altos,
pasa-banda o suprime-banda).
 Surgen de la transformacién de filtros analégicos al dominio discreto. EI nombre se debe
a que su respuesta en frecuencia se basa en los polinomios de Chebyshev.

« En general, el diseno consiste en construir un filtro pasa-bajos y luego aplicar alguna
transformacién en frecuencia para convertir a otro tipo de filtro (por ejemplo, pasa-altos).

« Su desempefio es 6ptimo en cuanto al compromiso entre el roll-off y el orden del filtro.
Suelen ser la primera eleccién cuando se pretende implementar un filtro de seleccién de
frecuencias de buen desempeiio.
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Filtros de Chebyshev

Caracteristicas

» Estan disefados para tener el roll-off mas rapido posible a costa de permitir ripple. Son filtros
Sptimos en este sentido: dado el orden (cantidad de polos) y el ripple permitido, tienen el roll-off
Séptimo.

o El ripple esta presente en la banda pasante o en la banda atenuante, pero no en ambas.

* Involucran un compromiso entre el roll-off y el ripple. Cuanto mayor es el ripple permitido, mas
rapido es el roll-off.

» Pueden diseiarse para que el ripple sea nulo. En este caso, reciben el nombre de filtro Butterworth.

Clasificacion
* Filtros Butterworth: no tienen ripple.
e Tipo I: Tienen ripple en la banda pasante.

e Tipo IlI: Tienen ripple en la banda atenuante.
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Filtro de Butterworth

Caracteristicas
» No tiene ripple.

]

Se disefia especificando tres pardmetros: el tipo de respuesta (pasa-bajos, pasa-altos), la
frecuencia de corte y el orden.

Al aumentar el orden, el roll-off mejora (manteniendo la frecuencia de corte constante).

Al aumentar el orden, crece el retardo de grupo, o equivalentemente, la fase es menos
lineal.

El roll-off depende de la frecuencia de corte para un orden fijo.
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Filtro de Butterworth

Filtro de Butterworth con distintas frecuencias de corte
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Filtro de Butterworth

Magnitud de la transformada Z

Filtro Butterworth de orden 6

Parte real e Parte imaginaria
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Filtro de Butterworth

Filtro Butterworth de distintos drdenes
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Filtro de Butterworth

Roll-off al variar la frecuencia de corte (orden 4)
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Filtro de Butterworth

Construccién de filtro pasa-altos

Para convertir filtros pasabajos en filtros pasa-altos se emplea la técnica de reversion espectral.
Consiste en modificar la respuesta al impulso de forma tal que la respuesta en frecuencia se desplace
circularmente 7 radianes en frecuencia.

» Se basa en la siguiente propiedad de la DTFT:
(—1)"h[n] 5 H(O )y

e En la funcién de transferencia, equivale a rotar todo el plano
complejo un cantidad 7 radianes:

\J

(~1)"h[n] <= H(~z)

* Se modifican los coeficientes de la ecuacién en recurrencia:

a;’ev — (_1)iai bl_rev — (—1)ib,'
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Filtro de Butterworth

Construccién de filtro pasa-altos a partir de pasa-bajos
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Filtro de Butterworth
Filtros Butterworth pasabanda y subprimebanda

Se obtienen a partir de filtros Butterworth pasabajos mediante otras transformaciones.
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Caracteristicas

» Permiten ripple en la banda pasante o en la banda atenuada.

Filtros Chebyshev

« Se disefan especificando cuatro pardmetros: el tipo de respuesta (pasa-bajos, pasa-altos),
la frecuencia de corte, el orden y el ripple en decibeles (en la banda pasante si es de tipo |

o en la banda atenuada si es de tipo Il).

« Al aumentar el orden, el roll-off mejora (dejando la frecuencia de corte constante vy el

ripple constante).

« Al permitir mayor ripple, el roll-off mejora respecto al filtro de Butterworth del mismo

orden.

« El roll-off depende de la frecuencia de corte para un orden y ripple fijo.

Filtros digitales

Filtros digitales

Filtro de Chebyshev Tipo |

Procesamiento digital de sefiales de audio

Filtro de Chebyshev con distintos valores de ripple admitidos

Filtro Chebyshev Tipo | (orden= 4, 6, = pi/2)
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Filtro de Chebyshev

Magnitud de la transformada Z

Filtro Chebyshev Tipo | de orden 8
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Filtro de Chebyshev Tipo I

Filtro de Chebyshev con distintos valores de ripple admitidos

Filtro Chebyshev Tipo Il (orden= 4, ec = pil2)
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Filtros Elipticos

Filtro Eliptico con distintos valores de ripple admitidos (en las dos bandas)

Filtro Eliptico (orden= 4, ec =pi/2)
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Comparacion de filtros Chebyshev
Comparacion de filtros Chebyshev de orden 4 (rbp = 0.5, rba = 30)
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Comparacion de filtros Chebyshev

Observaciones

Los filtros Butterworth tienen el roll-off mas rapido posible considerando los filtros de respuesta
plana.

Los filtros Elipticos tienen el roll-off mas rapido posible admitiendo ripple.

El roll-off depende del orden del filtro y del ripple permitido. Cuanto mayor es el orden y el ripple
permitido, mas rapido es el roll-off.

En los filtros Chebyshev el roll-off depende de la frecuencia de corte, siendo mas rapido en las
frecuencias de los extremos del espectro.

Son filtros mas eficientes computacionalmente respecto a los filtros FIR de seleccién de
frecuencias (por ejemplo, sinc enventanado).

Tienen respuesta en fase no lineal. Esta es la principal desventaja respecto a los filtros FIR de
seleccién de frecuencias.

El orden no se puede aumentar arbitrariamente porque aparecen problemas de estabilidad.
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