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FRI - Fundamentos de Robdtica Industrial

Cinematica

La cinemdtica se interesa por la descripcion analitica del movimiento espacial del robot como una
funcion del tiempo, [...] relacion entre la posicion y la orientacion del extremo final del robot con los
valores que toman sus coordenadas articulares. [A. Barrientos, 2007]
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Problema de cinematica inversa

La resolucién del problema cinematico inverso implica entonces la obtenciéon de una expresion
para cada variable articular para que el estado de la terminal sea el deseado.

Por ejemplo, si se elige la representacion de la orientacién a partir de los angulos de euler, se busca
encontrar las siguientes relaciones:

(/k = fk(-xs Yy Z, ¢9 99 W)
k=1...n (GDL)

formulacion cerrada:

La resolucion de este problema es de especial importancia para transformar las especificaciones de
movimiento desde el espacio operativo, hasta el espacio articular (lenguaje que hablan los
actuadores)
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Problema de cinematica inversa

A diferencia de lo que pasa con el problema de cinematica directa, en el cual la terminal queda
univocamente determinada a partir de la posicion de las articulaciones, no ocurre lo mismo con el
problema cinematico inverso por las siguientes razones:

e Las ecuaciones a resolver son en general no lineales y por lo tanto no siempre es posible
encontrar soluciéon mediante una formulacién cerrada.

e Pueden existir multiples soluciones (codo hacia arriba - hacia abajo) o infinitas soluciones
(redundancias)

e Pueden existir configuraciones no admisibles, lugares a los que la terminal no llega,
restricciones de las articulaciones

Por lo tanto, la existencia de una solucién esta inicamente garantizada cuando el estado objetivo
de la terminal pertenece al espacio de trabajo util.
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Problema de cinematica inversa

A pesar de las dificultades mencionadas, la mayor parte de los robots industriales poseen
cinematicas relativamente simples que facilitan en cierta medida la resolucién de su problema

cinematico inverso, por la posibilidad de efectuar un desacoplamiento cinematico (se vera en
proximas diapositivas).

Se utilizan principalmente dos estrategias para resolver un problema de cinematica inversa.

1. Meétodos geométricos
2. Matriz de transformacion Homogénea
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https://www.youtube.com/watch?v=Et3R-2xPIq4
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Problema de cinematica inversa

Métodos geométricos

Como es de esperar, esta tipo de resolucion implica la utilizacién de relaciones trigonométricas y
geométricas sobre los elementos del robot. Se suele recurrir a la resolucion de triangulos
formados por articulaciones y eslabones.

Esto implica que este tipo de métodos son adecuados para robots de pocos grados de libertad, o
para aquellos que es posible considerar Unicamente los primeros GDL.
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Problema de cinematica inversa

Métodos geométricos

Como es de esperar, esta tipo de resolucion implica la utilizacién de relaciones trigonométricas y
geométricas sobre los elementos del robot. Se suele recurrir a la resolucion de triangulos
formados por articulaciones y eslabones.

Esto implica que este tipo de métodos son adecuados para robots de pocos grados de libertad, o
para aquellos que es posible considerar Unicamente los primeros GDL.

Veamos el caso mas habitual (3 GDL de rot.)
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Problema de cinematica inversa

Métodos geométricos - 3 GDL de rotacion

Obijetivo:
q1 = fl (pa Py: Pz l'2-. [3)
q2 = fo(pz, py: P2, 12, 13)
q3 = f3(pz, py: P2, 2, 13)
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Métodos geométricos - 3 GDL de rotacion

Problema de cinematica inversa

Obijetivo:
q1 = fl (pr-, Py: Pz 1'2-, [3)
q2 = fo(px, Py, P2, 2, 13)
q3 = f3(p1‘= Py: Pz lo, [3)

Este robot, a pesar de tener un movimiento tridimensional, posee una
estructura que permite que sea analizado como un robot “plano”.

Esto se debe a que la seleccién del plano vertical en el que trabaja esta
dado Gnicamente por la posicién de una articulacién (q,), y la variacién
del resto de las articulaciones (q2 y q3) no modifica este comportamiento.
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Problema de cinematica inversa

Métodos geométricos - 3 GDL de rotacion

Obijetivo:

2

PPy Pz 1213
qQ: f2(p1p‘/p2[2[3)
q3 = fS(P;z-:P;/:P:ﬁ la, [3)

— Se despeja el valor de esta variable:

q1 = atan2 (py-. Pe)
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Problema de cinematica inversa

Métodos geométricos - 3 GDL de rotacion

Obijetivo:

TPy Pr 02 13
qQ: f2(p1p‘/p2[2[3)
q3 = fS(P;z-:P;/:P:ﬁ la, [3)

Considerando ahora solamente los elementos 2y 3:
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Problema de cinematica inversa

Métodos geométricos - 3 GDL de rotacion

Obijetivo:

q

PPy Pz 1213
qQ: f2(p1p‘/p2[2[3)
q3 = fS(P;z-:P;/:P:ﬁ la, [3)

Considerando ahora solamente los elementos 2y 3:

El teorema del coseno: ) o
re = lé‘ - l§ + 2015 COS((]?,)
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Problema de cinematica inversa

Métodos geométricos - 3 GDL de rotacion

Obijetivo:
g

q2 = fz(pa Py pJ) l3)
q3 = f3(pz, Py P2, 12, 13)

Considerando ahora solamente los elementos 2y 3:

Elteoremadel coseno: =~ =
re =1y + 13 + 2lzl3 cos(q3)

y ademas que:

3 ' : )
: “ p +p 2 2 2 2
@ 9 | i’ = ri=prtp, P
! D e L p? = p? +P,, !
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Problema de cinematica inversa

Métodos geométricos - 3 GDL de rotacion

Obijetivo:
g

Se obtiene que: ) ) ) 5 0
Prtpytp:—l—13
2011

Sin embargo por ventajas computacionales siempre

. es mejor expresar los angulos utilizando la funcion
v E a N arcotangente: sin(gqs) = £1/1 — cos(g¢3)

wh > = g3 = atan2(sin(g3), cos(q3))

cos(qs) =
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Problema de cinematica inversa

Métodos geométricos - 3 GDL de rotacion

Obijetivo:

PPy Pz 12, 13
qQ:f?(pJ-p‘/p2[2'13)

s Y zyl24 0

Pitpy+pi-l -8
2011y q3 = atan2(sin(qs), cos(qs))

cos(qs) =

sin(qz) = 1 — cos?(q3)

: ‘ Este signo define las configuraciones:
v s A . . pomnnie games I codo hacia arriba
o ‘ codo hacia abajo

;cudl es cudl?

-
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Problema de cinematica inversa

Métodos geométricos - 3 GDL de rotacion

Obijetivo:
g

8 = atan2(p.,p,) = atan2(p., £./p2 + p?)

a = atan2(lysin(qs), lo + I3 cos(qs))

o = ."3 — Y
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Problema de cinematica inversa

Métodos geométricos - 3 GDL de rotacion

Obijetivo:
g

atan2(p, pr) = atan?(p:,(:), P2+ p2)—
@ = |

atan2(l3 sin(gs), lo + 13 cos(q3))

: ‘ Este signo define las configuraciones:
v s A . . pomnnie games I codo hacia arriba
o ‘ codo hacia abajo

;cudl es cudl?

-
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Problema de cinematica inversa

Matriz de transformacion Homogénea

En “teoria” es posible obtener el modelo cinematico inverso a partir de trabajar con las ecuaciones
del modelo directo.

Es decir, conociendo las expresiones f;j(Q) de la cinematica directa, y considerando las 6
restricciones de ortonormalidad de la matriz de rotacion, se podria resolver.
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Problema de cinematica inversa

Matriz de transformacion Homogénea

En “teoria” es posible obtener el modelo cinematico inverso a partir de trabajar con las ecuaciones
del modelo directo.

Es decir, conociendo las expresiones f;j(Q) de la cinematica directa, y considerando las 6
restricciones de ortonormalidad de la matriz de rotacion, se podria resolver.

Estoes:
11 T2 713 Pry | [ful@) fi(@) fis(@) fa(@)] Pt =0  Torg=0
_ a1 o2 a3 py | _ | fala) fald) fald) fw(q) o T
T — — r3ra1=0 |ra| =1
r31 T32 T33 P le(CI) f32(q) f33(q) fi(»(q) ||7" )H —1 Hr ” —1
000 0 1] [0 0 0 1| i
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Problema de cinematica inversa

Matriz de transformacion Homogénea

En “teoria” es posible obtener el modelo cinematico inverso a partir de trabajar con las ecuaciones
del modelo directo.

Es decir, conociendo las expresiones f;j(Q) de la cinematica directa, y considerando las 6
restricciones de ortonormalidad de la matriz de rotacion, se podria resolver.

Estoes:
(r10 T2 713 Py | [fu(@) fi2(a@) fis(a) fao(q)] P =0 rigria=0
_ a1 o2 a3 py | _ | fala) fald) fald) fw(q) o 1l —
T — — r3ra1=0 |ra| =1
rsy T32 T33 Pz le(Q) f32(q) f33(q) fln(q) ||, )H —1 ||, . “ —1
000 0 1] | o0 0 0 i S

En la gran mayoria de los casos esto resulta impracticable en comparacién con el método
geométrico, o con métodos iterativos que veremos mas adelante.
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Desacoplamiento cinematico

El procedimiento visto en como método geométrico permite obtener los valores de las 3 primeras variables
articulares del robot.

Estas son las que generalmente (en manipuladores de 6GDL) se utilizan para posicionar el extremo en las
coordenadas (px, P, pz) deseadas.

Ahora bien, como es sabido, en general no basta con posicionar el extremo del robot en un punto del
espacio, sino que casi siempre es preciso también conseguir que la herramienta se oriente de una manera

determinada.

Para ello, estos robots cuentan con otros 3GDL, situados al final de la cadena cinematica y cuyos ejes, con
frecuencia, se cortan en un punto, conocido como muneca del robot.

Aunque una variacion de estos tres ultimos GDL origina un cambio en la posicion final del extremo real del
robot, su verdadero objetivo es poder orientar la herramienta del robot libremente en el espacio.
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Desacoplamiento cinematico

Teniendo en cuenta lo anterior, se podria considerar que los 3 primeros GDL se utilizan para ubicar la
muneca del robot, y que los 3 restantes para orientar la herramienta (a menos de una distancia).

A esto se le conoce como desacoplamiento cinemadtico y ofrece |la ventaja de volver relativamente facil de
manejar el problema cinematico inverso.

Sin embargo hay que tener en cuenta que es UNICAMENTE VALIDO cuando los ejes de las 3 ultimas
articulaciones se cortan en un punto (definido como muneca).
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Desacoplamiento cinematico

Veamos un ejemplo:
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Desacoplamiento cinematico

Veamos un ejemplo:

En este caso, los ejes de las ultimas 3 articulaciones (z3 2, Y 25) se cortan en la
articulacion 5 (punto rojo) — Murieca (pm)

Se puede observar que una variacién en las articulaciones 4, 5 y 6, no modifica la
ubicacion de la muiieca, por lo que este punto solo dependedeq,,q,Yq,.
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Desacoplamiento cinematico

Veamos un ejemplo:

En este caso, los ejes de las ultimas 3 articulaciones (z3 2, Y 25) se cortan en la
articulacion 5 (punto rojo) — Murieca (pm)

Se puede observar que una variacién en las articulaciones 4, 5 y 6, no modifica la
ubicacion de la muiieca, por lo que este punto solo dependedeq,,q,Yq,.

Se tiene también, que el extremo del robot (pf) estara ubicado en el origen del sistema
6 (punto naranja), que es un desplazamiento segun Z, (= zé).
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Desacoplamiento cinematico

Veamos un ejemplo:

En este caso, los ejes de las ultimas 3 articulaciones (z3 2, Y 25) se cortan en la
articulacion 5 (punto rojo) — Murieca (pm)

Se puede observar que una variacién en las articulaciones 4, 5 y 6, no modifica la
ubicacion de la muiieca, por lo que este punto solo dependedeq,,q,Yq,.

Se tiene también, que el extremo del robot (pf) estara ubicado en el origen del sistema
6 (punto naranja), que es un desplazamiento segun z, (= z,).

—p,. =P,z Donde cada elemento se encuentra escrito en la base O.
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Desacoplamiento cinematico

Veamos un ejemplo:

En este caso, los ejes de las ultimas 3 articulaciones (z3 2, Y 25) se cortan en la
articulacion 5 (punto rojo) — Murieca (pm)

Se puede observar que una variacién en las articulaciones 4, 5 y 6, no modifica la
ubicacion de la muiieca, por lo que este punto solo dependedeq,,q,Yq,.

Z Se tiene también, que el extremo del robot (pf) estara ubicado en el origen del sistema
- 6 (punto naranja), que es un desplazamiento segun z, (= z,).
| —p,. =P,z Donde cada elemento se encuentra escrito en la base O.
Y,

p, = (P, , Py, p,,) es el punto donde se desea la terminal

|, €s un parametro geométrico del robot

z eslatercer columnadelaMTH: T= A,

Entonces p_ es facilmente obtenible conociendo p,
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Desacoplamiento cinematico

Veamos un ejemplo:

Los eslabones 1,2 y 3, que finalizan en p_ constituyen un robot de 3 gdl equivalente al
analizado mediante un método geométrico, donde se vio que era posible la obtencion
de q,(p), a,(p), a,(p).

Queda ahora obtener los valores de g, 4., y , que resultan en la orientacion deseada.
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Desacoplamiento cinematico

Veamos un ejemplo:

Los eslabones 1,2 y 3, que finalizan en p_ constituyen un robot de 3 gdl equivalente al
analizado mediante un método geométrico, donde se vio que era posible la obtencion
de q,(p), a,(p), a,(p).

Queda ahora obtener los valores de g, 4., y , que resultan en la orientacion deseada.

Consideremos oR6 alasubmatrizde rotaciénde T:

— R, = [n s a] = oRs R, Donde oR, €s conocida por ser la orientaciéon de la
herramienta
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Desacoplamiento cinematico

Veamos un ejemplo:

Los eslabones 1,2 y 3, que finalizan en p_ constituyen un robot de 3 gdl equivalente al
analizado mediante un método geométrico, donde se vio que era posible la obtencion

de q,(p), a,(p), a,(p).
Queda ahora obtener los valores de g, 4., y , que resultan en la orientacion deseada.

Consideremos oR6 alasubmatrizde rotaciénde T:

— R, = [n s a] = oRs R, Donde oR, €s conocida por ser la orientaciéon de la
herramienta

— Como se conoce q,(p), d,(p) Y d,(p) se pueden calcular las MTH a partir de DH
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Desacoplamiento cinematico

Veamos un ejemplo:

Los eslabones 1,2 y 3, que finalizan en p_ constituyen un robot de 3 gdl equivalente al
analizado mediante un método geométrico, donde se vio que era posible la obtencion
de q,(p), a,(p), a,(p).

Queda ahora obtener los valores de g, 4., y , que resultan en la orientacion deseada.
Consideremos R, alasubmatriz de rotacionde T:

— R, = [n s a] = oRs R, Donde oR, €s conocida por ser la orientaciéon de la
herramienta

— Como se conoce q,(p), d,(p) Y d,(p) se pueden calcular las MTH a partir de DH
— Se pueden determinar las submatrices R

11R YRy — Ry
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Desacoplamiento cinematico

Veamos un ejemplo:

Los eslabones 1,2 y 3, que finalizan en p_ constituyen un robot de 3 gdl equivalente al
analizado mediante un método geométrico, donde se vio que era posible la obtencion

de q,(p), a,(p), a,(p).
Queda ahora obtener los valores de g, 4., y , que resultan en la orientacion deseada.

Consideremos oR6 alasubmatrizderotaciénde T:

— R, = [n s a] = oRs R, Donde oR, €s conocida por ser la orientaciéon de la
herramienta

— Como se conoce q,(p), d,(p) Y d,(p) se pueden calcular las MTH a partir de DH

— Se pueden determinar las submatrices R, , ,R,y ,R; — R,

riy Tri2 i3
ro1 T22 T23

= R = (R R = (R [nsal={ g 1y py

R.=(R) R, CONOCIDA!
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Desacoplamiento cinematico

Veamos un ejemplo:
Por otra parte, se sabe también que:

R, =R, ,R. R, Donde_ R sonlas matrices de rotacion asociadas a los ultimos GDL

c, 0 -S, Cs 0 S, C, —S; 0
Ry =|8, 0 ¢ Rs=| 85 0 —C; Re=| S, Cs 0
0O -1 0 O 1 O 0 0 1
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Desacoplamiento cinematico

Veamos un ejemplo:
Por otra parte, se sabe también que:

R, =R, ,R. R, Donde_ R sonlas matrices de rotacion asociadas a los ultimos GDL

34485 51
c, 0 -S, Cs 0 S, C, —S; 0
Ry =|8, 0 ¢ Rs=| 85 0 —C; Re=| S, Cs 0
0O -1 0 O 1 O 0 0 1

C4C5C6 - S4S6 _C4C556 - S4C6 C4S5
3R6 = S4C5C6 + C4S6 —S4CSS() + C4C6 _'S4C5
_SSC(‘i S5S6 C5
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Desacoplamiento cinematico

Veamos un ejemplo:
Por otra parte, se sabe también que:

R, =R, ,R. R, Donde_ R sonlas matrices de rotacion asociadas a los ultimos GDL

3744755
C, 0 -=§, Cs 0 S Ce =S 0
Ry =|8, 0 ¢ Rs=| 85 0 —C; Re=| S, Cs 0
0O -1 0 0O 1 0 0O 0 1
CiCsCs —84Ss —CyCsSs—S5,Cs  CuSs 11 T2 T3
aRs =|84CsCs +CySs —S,CsSs+CyCs —=S,Cs | = [T21 T22 T23
-35C6 Ss56 Cs 31 T32 T33
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Desacoplamiento cinematico

Veamos un ejemplo:
Por otra parte, se sabe también que:

R, =R, ,R. R, Donde_ R sonlas matrices de rotacion asociadas a los ultimos GDL

34485 51
c, 0 -S, Cs 0 S, C, —S; 0
Ry =|8, 0 ¢ Rs=| 85 0 —C; Re=| S5 Cs 0
0O -1 0 O 1 O 0 0 1

C4C5C6 - S4S6 _C4C5S6 - S4C6
aRs =|84CsCs +CySs —S4CsSs + C4C -

o I R

13 = CySs
Seleccionando: ry =—8,C;

r ==85Cs 13 =858 133 =—Cs
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Desacoplamiento cinematico

Veamos un ejemplo:

Por otra parte, se sabe también que:
R, =R, ,R. R, Donde_ R sonlas matrices de rotacion asociadas a los ultimos GDL
c, 0 -8, C; 0 S € =5 0
Ry =[S, 0 C, Rs=|85 0 —C; Re=|Ss Gy 0
0O -1 O 0O 1 O 0 0 1
CyCsCs =848 —CyCsSs—5,Cs  CySs i T2 T3
aRs =|84CsCs +CySs —S,CsSs+CyCs —=S,Cs | = [T21 T22 T23
-35C6 Ss56 Cs r31 T32 133 "
q, = arcsen (—ﬁ)
-
13 = CySs - .
Seleccionando: ryy ==8,C; seobtienen: |75 o
I3
1y ==85Cs 13y =—858 133 =—C;s qg!=andtan [_:_-J
31
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Desacoplamiento cinematico

Veamos un ejemplo:

7 = atan? (py-. p.z)
2 2 2 2 2
prtp,+p:—1l—13

cos(gs) = 2011

sin(q3) = £4/1 — cos?(q3)

atan2(l3 sin(q3), l2 + I3 cos(q3))

I3
g4 =arcsen | ——
I3

s = arcos (135)

;
g, = arctan (—ij

3

=

¢ atan2(p., p,) = atan2(p., £/ p2 + p2)—
9 pr— .

g3 = atan2(sin(qs), cos(qs))

CUIDADO!

® d,,q, Ydq,fueron copiadas del ejemplo
anterior que no es exactamente igual
porque el sistema O estd ubicado
diferente.

e Elpuntopengq,,q, yaq,refiereal punto
p,, del ejemplo de 6GDL

e lasexpresionesparaq,,q.Yyd,
deberian expresarse con la funcion
arctan(...)




FRI - Fundamentos de Robotica Industrial

4
/




