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FRI - Fundamentos de Robdtica Industrial

Introduccion

Estudiaremos manipuladores

e ;Qué entendemos por manipulador?

e ;Cuadl es el objetivo de tener un manipulador?

e ;Como se obtiene?
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Introduccion

Estudiaremos manipuladores

e ;Qué entendemos por manipulador?

Un manipulador puede ser representado como
una cadena cinematica de cuerpos rigidos
(eslabones) conectados por juntas

(articulaciones).

Las articulaciones serdn prismaticas o de

revolucion.

Un extremo es su base (fija) y el otro es una

herramienta

e ;Cual es el objetivo de tener un manipulador?

e ;Como seobtiene?

Revolucién

Eslabones

N

Prismatica

Gripper
Terminal
Herramienta
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Introduccion

Estudiaremos manipuladores - -

e ;Qué entendemos por manipulador?
e ;Cuadl es el objetivo de tener un manipulador?

e Generar un movimiento desde A hasta B por

cualquier motivo

e Elmovimiento se obtiene por la composicién de los

movimientos de cada eslabéon respecto a su

eslabén previo

e Para manipular un objeto en el espacio serd
necesario describir la posicién y orientacion de su

herramienta

e ;Como seobtiene?
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Introduccion

Estudiaremos manipuladores

e ;Qué entendemos por manipulador?

e ;Cuadl es el objetivo de tener un manipulador?

e ;Como se obtiene?

e Para definir posicion y orientaciéon se debe
designar unareferencia

° Los Sistemas de referencia se definen solidarios a
cada eslabodn

e Se describe la posicibn de cada eslabén
consecutivamente en funcion de las variables de
junta.

e Se concatenan las posiciones para definir la posicion de la herramienta con respecto a un
(cinematica directa)

e  Sedefinen también el concepto de espacio de trabajo y espacio de juntas

referencial estatico
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Posicion de un cuerpo rigido

En Mecanica, se considera un cuerpo rigido a un sistema de particulas tal que las distancias entre ellas no varian.
Por lo tanto, un cuerpo rigido es aquel objeto o sistema que no sufre deformaciones por efecto de fuerzas externas, es
decir, un sistema con particulas cuyas posiciones relativas no cambian.


https://es.wikipedia.org/wiki/Mec%C3%A1nica
https://es.wikipedia.org/wiki/Fuerza
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Posicion de un cuerpo rigido

En Mecanica, se considera un cuerpo rigido a un sistema de particulas tal que las distancias entre ellas no varian.
Por lo tanto, un cuerpo rigido es aquel objeto o sistema que no sufre deformaciones por efecto de fuerzas externas, es
decir, un sistema con particulas cuyas posiciones relativas no cambian.

PR, | / /
O =0, +0,Yy+0,2
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https://es.wikipedia.org/wiki/Mec%C3%A1nica
https://es.wikipedia.org/wiki/Fuerza
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Orientacion de un cuerpo rigido

Consideremos ahora un sistema de referencia x’y’z’ solidario al cuerpo rigido cuyos vectores directores son unitarios y
pueden escribirse en la base xyz.

*ﬁ yr
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Orientacion de un cuerpo rigido

Consideremos ahora un sistema de referencia x’y’z’ solidario al cuerpo rigido cuyos vectores directores son unitarios y
pueden escribirse en la base xyz.

Y y7

T, T+ T Y+ T2
v =y e +y,y+y.z
2 =zx+2y+22.
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Orientacion de un cuerpo rigido

Consideremos ahora un sistema de referencia x’y’z’ solidario al cuerpo rigido cuyos vectores directores son unitarios y
pueden escribirse en la base xyz.

¥~ yr

g J y

T, r+IT,Y+T.2
!/ < 0/

y = y.ra: + yyy + y:‘z
o o ~ 4

zZ =zx+2z,yYy+2z2,2

Las componentes de cada vector unitario corresponden a los cosenos
Y directores de los ejes del sistema x’yz" con los ejes de referenciaxy z

V=V XtV .y+v.z
X y z

v =|v|cos(a ).x + |v|cos(ay).y +|v|cos(a ).z
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Matriz de Rotacion

En algebra lineal, una matriz de rotacién es la matriz que representa una rotacién en el espacio euclideo.

Para el caso del cuerpo rigido genérico anterior, la matriz de rotacion es la que resulta de colgar las componentes
de los vectores de la base x"y’z’ escritos en la base xyz.

: ',

*2 Tz Yz 22 ' y'x z'x
- ’ ’ ’ _ N ’ A - T T T

R=|z ¢y 2z |=|z, v, 2| =|Ty ¥y 27y

. y. =z 2Tz gz 27z

Sear’ un vector perteneciente al rigido: r’=r’ , + r’y, +r,

Se puede representar el mismo vector (a menos de un desplazamiento)
en el sistema de referencia xyz como:r =r_+ rtr,

Que cumplird que: r =Rr’

Siendo R la matriz de rotacion de x’y’z’ en xyz

Si en particular se utilizar como x’, y’y Z’, se puede decir que R define la orientacién x’y’z’ seglin xyz
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Matriz de Rotacidén

Algunas caracteristicas:

Columnas ortonormales: SE’T’y’ =0 y'Tz' =0 Z,T:B’ —0
Vectores unitarios :IllT(B’ =] leyl =1 ZITZ/ s’
R'"R = I; RT = ]3{_l

Matriz ortonormal:

Terna de vectores orientados seguin regla de la mano derecha / izquierda: (let(R) =1 / (let(R) —-1
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Matriz de Rotacion

Aplicaciones:

- Unamatriz de rotacion describe la orientacion mutua entre dos sistemas de coordenadas

LBr YBax
Orientacion de BconrespectoaA:  AlRp = ( . I ‘ I )
TBy YBy

YBx XBx
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Matriz de Rotacidén

Aplicaciones:

- Una matriz de rotacion representa la transformacién de coordenadas entre las coordenadas de un punto

expresada en dos sistemas diferentes (con igual origen)
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Matriz de Rotacidén

Aplicaciones:

- Una matriz de rotaciéon es el operador que permite la rotacion de un vector en el mismo sistema de

coordenadas
Vy VR
A y V= X UR — R‘\
M a1
VR\ ____________________ (l’y l’R},'
cos(a) —sin(a)
VR R = in(a :
T e AR R | sin(a) cos(a)
v
a :
E llR p— R(l‘ l’
VR Y ;{
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Matriz de Rotacidén

Rotaciones Elementales

- Consisten en las rotaciones del sistema de referencia sobre uno de sus ejes
- Signo positivo seglin la regla de la mano derecha

Por ejemplo: Si se rota un sistema xyz un angulo a segln el eje z, obtenemos un nuevo sistema x’yz”

CcoS (v —sin o 0
' = | sina y = | cosa z =
0 0 1
z A 2 o
.yl it »
:" : o §

cosa —sina 0 x o ¥
R.(a) = | sina cosa 0 4
0 0 1 A
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Matriz de Rotacion

Rotaciones Elementales

De forma analoga se obtienen las matrices de rotaciones elementales en los otros ejes: y y x.

cos3 0 sinpj 1 0 0
R,(8) = 0 1 0 R.(y) = |0 cosy —sinvy
—sinf3 0 cosf 0 siny cosvy

Estas matrices de rotacion elementales pueden considerarse como la rotacién necesaria para la alineacién de los
ejes de orientacién de un rigido con respecto a un sistema de referencia.

Propiedad:
Al ser R,(6) una matriz de rotacion, ésta cumple que R,(6) =R, (6)"
Rk(e)'i: Significa aplicar la rotacion inversa — Rk(e)'1 =R,(-6)

— Se cumple que: R, (-6) =R, (6)"
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Composicion de Matrices de Rotacion

Digamos que tenemos tres sistemas de referencia ortonormales con igual origen: S: (xo,yo,zo), S (X1’y1’z1)’ S, (x2,y2,22) y
un punto P, fijo en el espacio, que puede representarse en cada sistema (SO, Sl, Sz) con un vector p, p; P
respectivamente.

Ademas, consideremos las matrices de Rotacion del sistema S, al sistema S,, y la del sistema S, al S; como, ,R, y R,
respectivamente.
Py = olipy P = 11py
Sabemos entonces que: y
Py = oft1 1Ropy
Sustituyendo:
Po = ofapy
Entonces, se&uede decir que:
o= oRy 1Ry
Siendo:
y en forma general: jRg = jRj+1--- i1

Donde].R,.denota la matriz de rotacién de i conrespecto aj
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Matriz de Rotacion

Composicion de rotaciones elementales
Las matrices de rotacion pueden componerse para expresar la aplicacion continua de varias rotaciones.
Imaginemos un movimiento definido por tres rotaciones elementales consecutivas:

1. Rotacionde angulo a, alrededor del eje x
2. Rotacion de angulo a, alrededor del eje y
3. Rotacion de angulo a, alrededor del eje z

C«'(l;; —S(l;; 0 Cv(l‘-_g 0 S(\’g 1 0 0
T= Rz(as)Ry(az)Rx(al) = Sas Casg 0 0 1 0 0 Ca; —Sa;
0 0 1 —Sas 0 Cay 0 Say Coy

Donde se simplifica (de aqui en mas) cos(a) y sin(a) por Ca y Sa respectivamente.
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Representacion de vectores

Matriz de Rotacion

Composicion de rotaciones elementales
Las matrices de rotacion pueden componerse para expresar la aplicacion continua de varias rotaciones.

Imaginemos un movimiento definido por tres rotaciones elementales consecutivas:

1. Rotacionde angulo a, alrededor del eje x ATENCION: Como el producto de matrices no es
2. Rotacion de angulo a, alrededor del eje y conmutativo, el orden de aplicacion de las multiplicaciones
3. Rotacién de angulo a, alrededor del eje z debe ser el mismo en el que se aplican las rotaciones.

C«'(l;; —S(l;; 0 Cv(l‘-_g 0 S(\’g 1 0 0
T= Rz(as)Ry(az)Rx(al) = Sas Casg 0 0 1 0 0 Ca; —Sa;
0 0 1 —Sas 0 Cay 0 Say Coy

Donde se simplifica (de aqui en mas) cos(a) y sin(a) por Ca y Sa respectivamente.
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Descripcion de orientacion

Las matrices de rotacion dan una descripcion de la orientacion de un sistema con 9 parametros!

¢Son necesarios 9 parametros para definir la orientaciéon de un rigido?

’)0
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Las matrices de rotacion dan una descripcion de la orientacion de un sistema con 9 parametros!

Descripcion de orientacion

¢Son necesarios 9 parametros para definir la orientacién de un rigido?

NO

Tres parametros son suficientes para describir la orientacién de un rigido.

Una representacion con tres parametros constituye la representacion minima, pero existen diferentes tipos de

representaciones de la orientacion de un rigido.

En un espacio tridimensional, se tiene:

Matriz de rotaciéon — 9 parametros (matriz de 3x3) [6 restricciones de ortonormalidad]

Angulos de Euler — 3 parametros (34ngulos ¢ = [¢ 0 @ JT)

Eje y angulo — 4 parametros (un eje de 3 coordenadas y un angulo de giro) [1 restriccion de normalidad]
Cuaterniones — 4 parametros (variante del eje y dngulo) [1 restriccion de normalidad]

Matrices de transformacion homogénea — 12 parametros (notacién compacta de Rot + Despl) [6 restricciones de

ortonormalidad]
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Angulos de Euler

Los angulos de Euler constituyen un conjunto de tres coordenadas angulares que sirven para especificar la
orientacion de un sistema de referencia de ejes ortogonales, respecto a otro sistema de referencia de ejes

ortogonales.

Considerando 3 giros consecutivos (¢ 9 y) alrededor de 3 de los ejes del sistema se pueden obtener 27 posibles
combinaciones en funcién de cudl eje es considerado como eje de giro en cada una de las 3 etapas.

P
/o
‘r ,‘I

T

s *y v

Sin embargo, aquellas combinaciones que aseguran no rotar 2 veces seguidas en ejes paralelos reducen a 12
posibles conjuntos de angulos, donde cada conjunto representa un trio de Angulos de Euler.

Nombraremos dos casos particulares: Los angulos ZYZ y los dngulos ZYX (conocidos como Roll - Pitch - Yaw)
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Angulos de Euler

Angulos de Euler ZYZ

La rotacién descrita por los angulos de Euler ZYZ es obtenida como la composicién de las siguientes rotaciones
elementales.

Rotar el sistema de referencia un dngulo @ alrededor del eje z— R (¢)
Rotar el sistema obtenido un dngulo 9 alrededor del eje y’ obtenido — Ry,(ﬂ)
Rotar el sistema obtenido un angulo y alrededor del eje z” obtenido — R_.(y)

MA R(¢) — RZ(?Q)R_U'(I‘))R:H(‘U,‘)
k ) k ! _ _ -
2" .\'.\v‘ﬁ_ 4 \ y”i’ (“‘}:(‘.l)("vy -— S‘;h'l" _p’;(m')sk, - h;(’l’.
y 7y = | SpCoCy + CpSy  —8,Co8y + CoCy
Y Py Y

(’,»; Sy
SS9y
Cy
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Angulos de Euler

Muchas veces sera necesario resolver el problema inverso.

Problema inverso: Determinar el conjunto de 3 Euler angulos que se corresponden con determinada matriz de
rotacién conocida.

p = Atilll2(l'2;;. 1'13)

a1 Ti12 T3
R= |7y 799 793 9= AtanQ(
rsy T32 T33

9 ]
riz + a3, "33>

Y = Al“dll2(l'32. ——‘I';;l).
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Angulos de Euler

Muchas veces sera necesario resolver el problema inverso.

Problema inverso: Determinar el conjunto de 3 Euler angulos que se corresponden con determinada matriz de

rotacién conocida.

Siendo Atan2, el arcotangente de y/x que utiliza los signos de
cada término para evaluar en qué cuadrante se encuentra el

@ = Atan2(ra3, r1:
ry T T3 2 (r23,713) resultado:
‘ o2 h ‘
R = 21 oo To3 ) = Atan2 ( \/"13 + 133, 7:{3) A x.y) 91 = Atan(y/x) = Atanz(y’x)
r31 732 ~

r33 Y = Atan2(rsz, —rs31). 0 6, = Atan(-y/-x) = Atan(y/x) =6,
7% 6, - 8, = Atan2(-y,x)

93\ /\/

) o
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Angulos de Euler

Muchas veces sera necesario resolver el problema inverso.

Problema inverso: Determinar el conjunto de 3 Euler angulos que se corresponden con determinada matriz de

rotacion conocida.
Siendo Atan2, el arcotangente de y/x que utiliza los signos de
cada término para evaluar en qué cuadrante se encuentra el

@ = Atan2(ra3, r1:
ri1 T2 T3 o n2(ra3, 113) resultado:
‘ fi L.
,.21 ,.22 ,-23 l) = }\t(”]Z( T 13 + 723. ’33) A (X,y) 91 = Atan(y/x) = Atanz(y’x)
31 T32 T33 o = Atan2(rsz, —31). 8, = Atan(-y/-x) = Atan(y/x) = 8,

%0, - 8, = Atan2(-y,x)

4

.
[

x3y)

Esta solucién tiene problemas cuando sin(8) = 0 dado que la rotacién alinea ciertos ejes, provocando que las otras rotaciones se den
sobre ejes paralelos y por lo tanto otorgando contribuciones equivalentes a la rotaciéon. En ese caso sélo se puede determinar la
suma o larestade @ y y, pero no cada angulo.

Este efecto es conocido como singularidades de los angulos de Euler, y todo representacion minima posee estos conflictos.
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Angulos de Euler

Angulos de Euler ZYX (o RPY | Roll - Pitch - Yaw)

La rotacién descrita por los angulos de Euler RPY es muy conocida por su uso en el campo de la aeronautica. Los angulos
conocidos como Roll - Pitch - Yaw son utilizados para denotar los cambios tipicos de movimiento en las aeronaves.

La rotacién resultante es obtenida como la composicion de las siguientes rotaciones elementales.

e  Rotarelsistema de referencia un angulo ¢ alrededor del eje z— R (¢)
e  Rotarel sistemade referencia un dngulo 3 alrededor del ejey — Ry(ﬂ)
e Rotarelsistema de referencia un angulo y alrededor del ejez— R ()

R(¢) = R.(¢)Ry(V)R.(¥)
CpCP CpSPSyy — SpCypy  CpSYCy + SpSy)
= | S4pC9  SpSyPSy T CuCy SpSyCy — CuSy
. . =59 CoSy CyCy
A y
// “\_"
i
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Angulos de Euler

Podemos resolver también el problema inverso y obtener los angulos para una matriz de rotacion

= Atan2(r1,711)

)
I

"1 Ti12 T3
R=|ry 799 723 V= At.an‘2<—7'31-

-

31 a2 T33 : /
Y = Atan2(rsz, r33).

Esta solucién tiene problemas cuando cos(8) = 0 dado que la rotacién alinea ciertos ejes, provocando que las otras rotaciones se den
sobre ejes paralelos y por lo tanto otorgando contribuciones equivalentes a la rotaciéon. En ese caso sélo se puede determinar la
suma o larestade @ y y, pero no cada angulo.
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Angulo y Vector

Una representacion no minima de la orientacion de un rigido con respecto a un sistema de referencia puede ser obtenida a
través de 4 parametros que expresan una rotacion de un angulo 0 alrededor de un eje unitario r en el espacio.

La rotacioén resultante es obtenida como la composiciéon de las siguientes rotaciones elementales.

Alinear z con r: Rotar —a alrededor de z, luego rotar - alrededor dey — Ry(—B)RZ(—a)

Rotar 9 alrededor del ejez— R (9)
e Desaliner zyr: Rotar B alrededor dey, luego Rotar a alrededor de z— Rz(a)Ry(B)

R(V,r) = R:(Q)Ry(a)R:(‘U)Ry(_d)R:(_a)

at
/
/
&
/
/
\

. _—
< L Y r2(1 —co) +c» r2Ty(l — c9) — 1289 T2T2(1 —co) + TyS0
7 ol P
__a___\_\_\_\:// R(¥,7)= | r2ry(1 — cp) + 7289 7‘5(1 —cy)+ ¢y rarx(l =icp) = T8
- r2Tz(1 —cy) —TySe TyT2(1l —cCp) + T30 r2(1—cy) +co
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Angulo y Vector

Podemos resolver también el problema inverso y obtener los dngulos para una matriz de rotacion

-~
v
(™)

o
o
o

: 1 fTi1t+r2tr3z—1
1 = cos

ri3 2
r23 1 r32 — T23
33 = 2sind T

21712

La solucion del problema inverso se hace singular cuando sin(8) = 0, en este caso para resolver el problema inverso habria que
referirse a la definicién directa de matriz de rotacion y resolverla paracuando®=0,00 = 1.

Notar que para @ =0, como la rotacion es nula, cualquier vector podria ser el eje de rotacién = son infinitos (singularidad)
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Cuaterniones

La desventaja de la representacion Angulo-Eje, puede ser evadida con la representacion por cuaterniones Q(n,g) que
estan formados por 4 parametros definidos en funcion del angulo de giro 6, alrededor del eje r, como sigue:

n = cos(6/2)

£ = sin(B8/2).r
€, = sin(8/2).r
£, = sin(8/2).r

X

e o o o
<

z

Sin embargo, los cuaterniones tienen la desventaja que no diferencia entre un giro de 8 alrededor del ejer, y un giro
de -6, alrededor del eje -r

Otra “desventaja” es que estos vectores de 4 elementos es que definen su propio “producto”, es decir que el producto
de dos cuaterniones no es el habitual.
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Matriz de transformacion Homogénea

Sea P un punto arbitrario del espacio, entonces p®es el vector que posiciona P seguin el sistema de referencia So
Consideremos otro sistema de referencia $,, donde olo posiciona al sistema S, segun el sistemaS,y R, esla
matriz de rotacion del sistema S, con respecto al sistema S ;.

Sea ademas p! el vector de P en el sistema S,
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Matriz de transformacion Homogénea

Sea P un punto arbitrario del espacio, entonces p®es el vector que posiciona P seguin el sistema de referencia So
Consideremos otro sistema de referencia $,, donde olo posiciona al sistema S, segun el sistemaS,y R, esla
matriz de rotacion del sistema S, con respecto al sistema S ;.

Sea ademas p! el vector de P en el sistema S,
0

Entonces, se cumpleque: p~ = 0(1) 4+ ORlpl es la transformacion de coordenadas de un vector entre dos
sistemas de referencia.
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Matriz de transformacion Homogénea

Sea P un punto arbitrario del espacio, entonces p®es el vector que posiciona P seguin el sistema de referencia So
Consideremos otro sistema de referencia $,, donde olo posiciona al sistema S, segun el sistemaS,y R, esla
matriz de rotacion del sistema S, con respecto al sistema S ;.
Sea ademas p! el vector de P en el sistema S,

0

Entonces, se cumpleque: p~ = 0(1) 4+ ORlpl es la transformacion de coordenadas de un vector entre dos
sistemas de referencia.

Se puede obtener la transformacién inversa (obtener p?)
despejando de la ecuacion:

1 0 0
oRip =p — o0

p' = oR;'p’ — (R;'o}

p' = (R{p’— (Ro]
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Matriz de transformacion Homogénea

Para obtener una representacion compacta de la relacion entre las coordenadas de un punto en dos sistemas de
referencia utilizamos la representacion homogénea de un vector, que va a ser de utilidad en la operatoria.

P Se obtiene simplemente agregando una cuarta componente unitaria al vector p.

g1
[
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Matriz de transformacion Homogénea

Para obtener una representacion compacta de la relacion entre las coordenadas de un punto en dos sistemas de
referencia utilizamos la representacion homogénea de un vector, que va a ser de utilidad en la operatoria.

5 = P Se obtiene simplemente agregando una cuarta componente unitaria al vector p.

1

Construimos entonces la Matriz de Transformacion Homogénea:

_ [ oR1 of
0A; = |:0T 1
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Matriz de transformacion Homogénea

Para obtener una representacion compacta de la relacion entre las coordenadas de un punto en dos sistemas de
referencia utilizamos la representacion homogénea de un vector, que va a ser de utilidad en la operatoria.

5 = P Se obtiene simplemente agregando una cuarta componente unitaria al vector p.

1

Construimos entonces la Matriz de Transformacion Homogénea:

Esta matriz cumple de forma compacta con transformar un vector p! en el sistema S,aun

vector p®en el sistema S, ~0 ~1
. P = oAp
A — oR1 o] ~1 ~0 —1x0
0o o 1 P = 1App = (A1) P
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Matriz de transformacion Homogénea

Para obtener una representacion compacta de la relacion entre las coordenadas de un punto en dos sistemas de
referencia utilizamos la representacion homogénea de un vector, que va a ser de utilidad en la operatoria.

p=i|*

1

Se obtiene simplemente agregando una cuarta componente unitaria al vector p.

Construimos entonces la Matriz de Transformacion Homogénea:

0A1:|:

0
Ry (oJ]

OT

1

|

Esta matriz cumple de forma compacta con transformar un vector p! en el sistema S,aun
vector p® en el sistema Sy

~0 ~1
P = oAip
p' = 1A = (AP

Prestar ATENCION que en las matrices de transformacién homogénea no se cumple la
ortonormalidad de A, es decir:

A1 £ AT
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Matriz de transformacion Homogénea

Considerando las definiciones anteriores de los vectores p°y p?,

p'= (Ap' p' = 1A = (A) D

;como quedaria la matriz de transformacién homogénea inversa?

oAlzl

oR; o

0
1

|

”)0
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Matriz de transformacion Homogénea

Considerando las definiciones anteriores de los vectores p°y p?,

p'= (Ap' p' = 1A = (A) D

;como quedaria la matriz de transformacién homogénea inversa?

0A1=[

0
Ry 04

OT

1

|
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Matriz de transformacion Homogénea

Se puede demostrar que las matrices de transformacion homogénea tienen ciertas propiedades:

e Comoyavimos: A~} 7é AT

T T .0
e  También que: (0A1>_1 = Ay = [0;3:1 - [iRl 01]

° La matriz se compone por:

Matriz de
rotacion

Factor de escala
(1x1)

e  También vale la composicién de matrices: 50 = 0A1 1A2... ‘n—lAn ﬁn
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Ejemplos

Matriz de transformacion Homogénea

Traslacion:

A o, =7
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Traslacion:

AYO

OO O -

Matriz de transformacion Homogénea

o O = O

O - O O
H'BS'E

o

Ejemplos
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Ejemplos

Matriz de transformacion Homogénea

Rotacion:

Segun la figura, el sistema OUVW se encuentra girado 90° alrededor del eje OZ con respecto al sistema OXYZ.

Calcular las coordenadas del vector My si sus coordenadas en el sistema OUVW son Fow = (4,8, 12).

2
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Ejemplos

Matriz de transformacion Homogénea

Rotacion:
Segun la figura, el sistema OUVW se encuentra girado 90° alrededor del eje OZ con respecto al sistema OXYZ.

Calcular las coordenadas del vector My si sus coordenadas en el sistema OUVW son Fow = (4,8, 12).

Situviéramos la MTH de UVW con respecto XYZ?

Loy = .l'y:'Tuz.rw Cuvw
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Ejemplos

Matriz de transformacion Homogénea

Rotacion:
Segun la figura, el sistema OUVW se encuentra girado 90° alrededor del eje OZ con respecto al sistema OXYZ.

Calcular las coordenadas del vector My si sus coordenadas en el sistema OUVW son Fow = (4,8, 12).

Situviéramos la MTH de UVW con respecto XYZ?

Loy = ;l‘yZ’Tlll."lt’ Cuvw

;I?y:Tuvu-' — [ru Iy Ty ‘I‘y:plllrur]

>
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Ejemplos
Matriz de transformacion Homogénea

Rotacion:

Segun la figura, el sistema OUVW se encuentra girado 90° alrededor del eje OZ con respecto al sistema OXYZ.

Calcular las coordenadas del vector My si sus coordenadas en el sistema OUVW son Fow = (4,8, 12).

Situviéramos la MTH de UVW con respecto XYZ?

Loy = ;l‘yZ’Tlll."lt’ Cuvw

v ;ry:Tuvu-' - [ru Iy Ty ‘ry:'puzrur]
-

0
—1

00
00
‘I.‘y_:'Tlll,v‘ll’ _ 1 0
01

O OO =

0
0




Rotacion:
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Matriz de transformacion Homogénea

Ejemplos

Segun la figura, el sistema OUVW se encuentra girado 90° alrededor del eje OZ con respecto al sistema OXYZ.

Calcular las coordenadas del vector r

., S Sus coordenadas en el sistema OUVW sonr = (4,8, 12).
yz uvw

Situviéramos la MTH de UVW con respecto XYZ?

Loy = ;z‘y:'Tuz:w Cuvw
% .TyCT'UUU-' - [rll rl’ r’U-' ‘l‘y:puvu-‘]
-
0 10|0
—1 0 0|0
‘z?y.:'Tuvu" = 0 0110
0 001

-

Recordando que la matriz de rotacién
(elemental) alrededor del eje z, un angulo
a, se calcula como:

— cosa —sina 0
R.(a) = | sihna cosa 0

0 0 1
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Matriz de transformacion Homogénea

Rotacion:

Segun la figura, el sistema OUVW se encuentra girado 90° alrededor del eje OZ con respecto al sistema OXYZ.

Calcular las coordenadas del vector My si sus coordenadas en el sistema OUVW son Fow = (4,8, 12).
z )
Situviéramos la MTH de UVW con respecto XYZ?
Fpy: = ;z‘y:'Tuz:w Cypw
y ;ry;Tuzru - [ru Iy Ty ll/~puz u]
>

0 100 0 10
r _|-1000 =100
TYz uvw T 0 0 1 0 r = 0 0 1
0 001 0 00

_ O O O

Ejemplos

p—
=
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Ejemplos

Matriz de transformacion Homogénea

Rotacion + Traslacion:

Para analizar las rotaciones en conjunto con las traslaciones hay que considerar que el orden en el que se realizaron

las transformaciones, dado que estas operaciones (como ya se menciond) no son conmutativas.

e Rotacion luego traslacion

Consideremos una rotacion de angulo 0 alrededor del eje y, luego un desplazamiento segln un vector p.

[0 0 s p,]

0 1 0 p,

T =Tras(p) x Roty(9) = —s560 0 cf ﬁ)/
0 00 1
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Ejemplos

Matriz de transformacion Homogénea

Rotacion + Traslacion:

Para analizar las rotaciones en conjunto con las traslaciones hay que considerar que el orden en el que se realizaron

las transformaciones, dado que estas operaciones (como ya se menciond) no son conmutativas.

e Traslacion luego Rotacion

Consideremos un desplazamiento seglin un vector p, luego una rotacién de angulo ¢ alrededor del eje x

(1 0 0 Dy
0 co —s¢ pyco — p.so
0 50 co pycd+ p.co
00 0 1

T = ROlL,(@)TT’(ZS(p) -
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Ejemplos

Matriz de transformacion Homogénea

Rotacion + Traslacion:

Para analizar las rotaciones en conjunto con las traslaciones hay que considerar que el orden en el que se realizaron

las transformaciones, dado que estas operaciones (como ya se menciond) no son conmutativas.

e Traslacion luego Rotacion

Consideremos un desplazamiento seglin un vector p, luego una rotacién de angulo ¢ alrededor del eje x

(1 0 0 Dy ]
1 0 cop —s5¢ p,co — p.so Estos casos son de ejemplificacion.
T = Rot,(¢)Tras(p) = 0 sé co ”C@ +pcd
0 0 O Pycs 1 D& En la practica, hay que hacer el producto de la

MTH asociada a la rotacion con la MTH asociada

al desplazamiento, en el orden que corresponda.
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Convencion de Denavit - Hartenberg

Denavit y Hartenberg propusieron en 1955 un método matricial que establece la localizacién que debe tomar cada sistema
de coordenadas {Si} ligado a cada eslabdn i de una cadena articulada, para poder sistematizar la obtencién de las ecuaciones

cinematicas de la cadena completa.

Escogiendo los sistemas de coordenadas asociados a cada eslabdn seguin la representacién propuesta por D-H, sera posible
pasar de uno al siguiente mediante 4 transformaciones basicas que dependen exclusivamente de las caracteristicas

geométricas del eslabén.

Hay que hacer notar que si bien en general una matriz de transformacion homogénea queda definida por 6 grados de
libertad, el método de Denavit-Hartenberg, permite, en eslabones rigidos, reducir este valor a 4 con la correcta eleccién de

los sistemas de coordenadas.
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Definicidon de los sistemas de coordenadas

Convencion de Denavit - Hartenberg

Paso 1: Numerar los eslabones en orden creciente, siendo 0 a la base fija del robot y n el tltimo eslabédn movil
Paso 2: Enumerar las articulaciones de forma creciente, siendo 1 el primer GDL y n el Gltimo.
Paso 3: Localizar el eje de cada articulacion. Si la art. es rotativa el eje sera el eje de giro y si es prismatica el eje serd aquel en el que
se produce el desplazamiento.
Paso 4: Parai de 0 a n-1, situar el eje z, sobre el eje de la articulacion i+1
Paso 5: Situar el origen del sistema de la base {SO} en “cualquier punto” del eje z,, mientras que los ejes x, e y,, se ubicaran creando
unaterna ortonormal directa.
Paso 6: Parai de 1 an-1,situar el origen del sistema {Si} en lainterseccion del eje z,con lalinea normal comin* a z, ez
En particular, silos ejes se cortan, el origen se ubica en el punto de corte.
si los ejes son paralelos, el origen se sittia en la articulacion i+1 normal comuin™: linea de menor distancia
Paso 7: Situar x, — en lalinea normal comun az,_,y zsi los ejes no se cortan entre dos rectas.
— normal a ambos ejes si estos se cortan
Paso 8: Situar y, de modo que forme un sistema ortonormal directo conxy z,

Paso 9: Situar el sistema {Sn} en el extremo del robot de modo que z coincida con ladireccién de z ,YX sea normal a z ,YZ,



FRI - Fundamentos de Robdtica Industrial

Convencion de Denavit - Hartenberg

Existen definiciones no Unicas para los sistemas de referencia en los siguientes casos:
- Paraeleslabon 0,0,y x, se eligen arbitrariamente
- Parael eslabonn, z no tiene una unica definicion mientras que x_debe ser normal al eje z,
- Cuando dos ejes consecutivos son paralelos, su normal comun no es Unica.
- Cuando dos ejes consecutivos se intersectan, la direccion de x; es arbitraria

- Cuando lajuntai es prismatica, la direccion de z,, es arbitraria

1
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Convencion de Denavit - Hartenberg

Considerando que se tiene un acople genérico entre dos eslabones, se definen los 4 parametros de D-H para cada sistema
articulacion-eslabén:

JUNTA 11 JUNTA 1 JUNTA 1 +1

QEECIE e
i
e
—C e i
ESLABON 17 — | / ESLABON 1,

£ [ 4 »
\ ;1 yiw A %
S a; N >
\ Y \?Lj_)_ -—_?_ L joi Ty
0i /8,
\ ] = /
d.
\ | ‘ /
2§
i1 fi Yii /
\ o /
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Convencion de Denavit - Hartenberg

Considerando que se tiene un acople genérico entre dos eslabones, se definen los 4 parametros de D-H para cada sistema
articulacion-eslabon:

Gi: Es el angulo que forman los ejes x._, y x, medido en un

JUNTA -1 JUNTA 1 JUNTA 1 +1 plano perpendicular al eje z,_,, utilizando la regla de la mano

- ( C%K \R derecha.
O\/ ESLABON 1 - o ESL-\BO‘\II ; —7
< |
LY 1 | / s

\
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Convencion de Denavit - Hartenberg

Considerando que se tiene un acople genérico entre dos eslabones, se definen los 4 parametros de D-H para cada sistema
articulacion-eslabon:

Gi: Es el angulo que forman los ejes x._, y x, medido en un
plano perpendicular al eje z,_,, utilizando la regla de la mano
derecha.

JUNTA 11 JUNTA 1

O T \(CW/ N s
\/ ESLABON 1 - ESL“BO‘I i e o d,° Es la distancia a lo largo del eje z,_, desde el origen del
/ 1 / o / o sistema de coordenadas (i-1)-ésimo hasta lainterseccion del
b ejez_, conelejex.

-~

\ yiw A%
‘\ A—ﬁ T a; -_17\— AR
\ Yo Y——">—" . H0; T

\ e Y
d
\ # ‘ /
Zl
- | i /
: ;LO t
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Convencion de Denavit - Hartenberg

Considerando que se tiene un acople genérico entre dos eslabones, se definen los 4 parametros de D-H para cada sistema
articulacion-eslabon:

ei: Es el angulo que forman los ejes x._, y x, medido en un
plano perpendicular al eje z,_,, utilizando la regla de la mano

N s e e —— derecha.
(/O»/”/’- \Q S K\ \

JUNTA 11 JUNTA 1 JUNTA 1 +1

— ESLABON 1 — | / ES'L_‘\EO\‘ i d' Es la distancia a lo largo del eje z,_, desde el origen del
\ X//’-'- K\\'—J ///" R ” _/ 5|stema de coordenadas (i-1)-ésimo hasta lainterseccién del
e o b e X ejez,_, conel eje x.
\\ Zl'A Yiw / “1
\\ —— Ly a. \J/ R
\ p \ [ ] 1 1 . . . . . .7
\ Y\ g T 40 x; a,. : Es la distancia a lo largo del eje x; desde la interseccion
'0!“ ¥4 y del eje z,_, con el eje x, hasta el origen del sistema i-ésimo, en
\ J' e / el caso de articulaciones giratorias. En el caso de
4 d; / articulaciones prismaticas, se calcula como la distancia mas
: z. A cortaentre los ejes zi-1y zi
“i-1 _
~ a; Y
[y S i 5= /
gt X
\ 0 ~—t] /
| i—-1
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Convencion de Denavit - Hartenberg

Considerando que se tiene un acople genérico entre dos eslabones, se definen los 4 parametros de D-H para cada sistema
articulacion-eslabon:

ei: Es el angulo que forman los ejes x._, y x, medido en un
plano perpendicular al eje z,_,, utilizando la regla de la mano

s e — = o derecha.
e B e S

—X ESLABON 1 | T L~ ESL‘\BO\ (1 ] d.: Es la distancia a lo largo del eje z,_, desde el origen del

JUNTA 11 JUNTA 1 JUNTA 1 +1

\ \//""’- ‘Q’\————-/ /,/"" e sistema de coordenadas (i-1)-ésimo hasta la interseccion del
S s b e - ejez,_, conel ejex.
\\ zl'A Yiw / o
Ty = a N > . . ‘ ; ;
\ Yi Net—"7F . 1 JO{ T; a,. : Es la distancia a lo largo del eje x; desde la interseccion
0. i Y, 3 del eje z,_, con el eje x, hasta el origen del sistema i-ésimo, en
\ ‘ - / el caso de articulaciones giratorias. En el caso de
2 d; / articulaciones prismaticas, se calcula como la distancia mas
¥ 1 cortaentre los ejes zi-1y zi
o By T Mi-i /
- T—— e r—1 o f - .7 . . .
e N o / : Es el angulo de separacion del eje z,_, y el eje z, medido
\ IO"'*_'—‘; en un plano perpendicular al eje x,, utilizando la regla de la

i . mano derecha.
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Convencion de Denavit - Hartenberg

Considerando que se tiene un acople genérico entre dos eslabones, se definen los 4 parametros de D-H para cada sistema
articulacion-eslabon:

CONSIDERACIONES:

JUNTA 1—1 JUNTA 1
'-'f',,. d.y (0. son siempre constantes y dependen de la geometria
(2
- Gi: Es lavariable de juntasi la articulacioni es de revolucién
\
\ d,.: Es la variable de junta si la articulacién es prismatica
\
\
5
\
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Convencion de Denavit - Hartenberg

Considerando que se tiene un acople genérico entre dos eslabones, se definen los 4 parametros de D-H para cada sistema
articulacion-eslabén:

JUNTA 1—1 JUNTA 1 JUNTA 1 +1 Tabla de D-H:
m Arti. 0 d a a
ESLABON 1 — | ESLABON 1 1 0, d, a, a,
|
n en dn a, a
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Convencion de Denavit - Hartenberg

Considerando que se tiene un acople genérico entre dos eslabones, se definen los 4 parametros de D-H para cada sistema
articulacion-eslabon:

JUNTA 1i—1 JUNTA 1 JUNTA i +1 Tabla de D-H:
= — Arti. 0 d a
ol B oo \Q O >/ ' _/f—;&_ \'i\
C&/ ESLABON 1 - / ESLABON 1 %W“-—— f 1 6, d, 4
\ ,/-""’ ‘_,/ e v —/
\\‘-/\/ i g o)
o T NP ~ n en dn an
\ & yin |f %
A ” .y g \\ = _»
\ L ’/Ot Ty
\ / ATENCION:
\ Tener en cuenta que cuando las variables articulares (Bio di) valen
r—Zi-1 cero, el robot debe quedar en la configuracion de referencia
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Arti.

Convencion de Denavit - Hartenberg

Considerando que se tiene un acople genérico entre dos eslabones, se definen los 4 parametros de D-H para cada sistema

articulacion-eslabon:

JUNTA 1

Q&fi)

S il
O

ESL -\.BO\ 1

d a
d1 a1
d a

JUNTA 1 +1

—=

\3\

Matriz de transformacién Homogénea

Rotacion alrededor del eje z,_, un angulo 8,

Traslacion alo largo de z,_, unadistanciad; vector d, =(0,0,d.).
Traslacion a lo largo de x; una distancia a,; vector ai=(ai,0,0).
Rotacion alrededor del eje x, un angulo a,

MO bdpe

Donde las transformaciones se refieren al sistema moévil.

Dado que las transformaciones se han de realizar en el orden indicado, se tiene
que:

A= Rotz(ei)Tras(O,O,di)Tras(ai,O,O)RotX(ai)
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Convencion de Denavit - Hartenberg

Considerando que se tiene un acople genérico entre dos eslabones, se definen los 4 parametros de D-H para cada sistema
articulacion-eslabén:

L —1 JUNTA 1 UNTA 1 +1 . . ,
AU : g Matriz de transformacién Homogénea

W 1. Rotacion alrededor del eje z,_, un angulo 6,
~"_- 2. Traslaciénalolargode z,_, unadistanciad; vector d, =(0,0,di).
\ i ‘ 3. Traslacion alo largo de x; una distancia a;; vector ai=(ai,0,0).
\ 4. Rotacion alrededor del eje x, un angulo a.
\
\ Donde las transformaciones se refieren al sistema movil.
! Dado que las transformaciones se han de realizar en el orden indicado, se tiene
\ : que:
\ L}

Tabla de D-H: Cce, -S6 0 0]t 0 0 Ot 0 O aft O O
Arti. | 8 d a S§ CO 0 0|0 1 0 O0ff0 1 0 00 Ce -Se
1 6 d a Al o '

1 1 1 0 0 1 0}fj0 01 40 0 1 0}]/0 Se; Ce
o O O 1fjo 0 0 170 O 0 1{|fO O O
n 8, d, a,

- QO O
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Convencion de Denavit - Hartenberg

Considerando que se tiene un acople genérico entre dos eslabones, se definen los 4 parametros de D-H para cada sistema

articulacion-eslabon:

JUNTA 1—1 JUNTA 1 JUNTA @ +1

ESLABON 7 — |

\
Tablade D-H:

Arti. 0 d
1 61 d1 a,
n Gn dn a,

Matriz de transformacién Homogénea

Rotacion alrededor del eje z,_, un angulo @,

Traslacion alo largo de z,_, una distancia d;; vector d. =(0,0,d)).
Traslacion a lo largo de x; una distancia a,; vector ai=(ai,0,0).
Rotacion alrededor del eje x, un angulo a,

MO bdpe

Donde las transformaciones se refieren al sistema moévil.

Dado que las transformaciones se han de realizar en el orden indicado, se tiene
que:

g co, —-Co,S0. SaS6, aCo, )
S6. C(Z,COI _Saicei aisei

]

L 0 Sa. Ca.

i1 I i

0 0 0 1




ds

normal comin*: linea de menor

distancia entre dos rectas.
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Ejemplos

Convencion de Denavit - Hartenberg

Paso 1: Numerar los eslabones en orden creciente, siendo 0 a la base fija del robot y n el
Ultimo eslabén moévil
Paso 2: Enumerar las articulaciones de forma creciente, siendo 1 el primer GDL y n el
ultimo.
Paso 3: Localizar el eje de cada articulacién. Si la art. es rotativa el eje serd el eje de giro
y si es prismatica el eje sera aquel en el que se produce el desplazamiento.
Paso 4: Parai de 0 an-1, situar el eje z, sobre el eje de la articulacion i+1
Paso 5: Situar el origen del sistema de la base {So} en “cualquier punto” del eje z,,
mientras que los ejes x, e Y, se ubicaran creando una terna ortonormal directa.
Paso 6: Parai de 1 an-1, situar el origen del sistema {Si} en lainterseccién del eje z,con
lalinea normal comun*az, ez
En particular, silos ejes se cortan, el origen se ubica en el punto de corte.
si los ejes son paralelos, el origen se sitla en la articulaciéni+1
Paso 7: Situar x;: en la linea normal comun az_, y z; si los ejes no se cortan
normal a ambos ejes si estos se cortan
Paso 8: Situar y, de modo que forme un sistema ortonormal directo conxy z,
Paso 9: Situar el sistema {Sn} en el extremo del robot de modo que z_ coincida con la
direcciondez ,yx seanormalaz ,yz
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Ejemplos

\ Convencion de Denavit - Hartenberg

N
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\ Convencion de Denavit - Hartenberg

Ejemplos
Articulaciéon 0 d a «
1 q, l, 0 0
2 90 d, 0 90
;| 0 d, 0 0
4 q, I 0 0
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Ejemplos

Convencion de Denavit - Hartenberg

Articulacién 0 d a «
1 a, 1, 0 0
2 90 d, 0 90
3 0 d, 0 0
4 a, 1, 0 0

Co,CO, —So,CO; a,S6,
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Ejemplos
Convencion de Denavit - Hartenberg

Articulacion 0 d a [
1 q, 1, 0 0
2 90 d, 0 90
3 0 d, 0 0
4 q, 1, 0 0
Co, —Ca,S0. SaS6. aCo,
X; A §6, CaCO, -Sa,CO; aS6,

S Se, Ca, d,

0 0 0 |
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Convencion de Denavit - Hartenberg

S - O O
(== R

- & o o

Ejemplos
Articulacién 0 d a «
1 q, l, 0 0
2 90 d, 0 90
3 0 d, 0 0
4 q, I 0 0
X; A §6, CaCO, -Sa,CO; aS6,
S ) Sa, Ca, d,
0 0 0 1
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Ejemplos
Convencion de Denavit - Hartenberg
Articulacion 0 d a [
1 q, 1, 0 0
2 90 d, 0 90
3 0 d, 0 0
4 q, I, 0 0

X; A §6, CaCO, -Sa,CO; aS6,
S ) Sa, Ca, d,
0 0 0 1
01 0 I 00 O
00 0 010 O
1 0 d, A= 0 0 1 d
00 1 0 0 0 1
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Ejemplos
Convencion de Denavit - Hartenberg
Articulacién 0 d a «
1 q, 1, 0 0
2 90 d, 0 90
3 0 d, 0 0
4 q, L 0 0
X; A = §6, CaCO, -Sa,CO; aS6,
S ) Sa, Ca, d,
0 0 0 |
01 0 100 0 c, -5, 00
00 0 0100 S £ 90 D
A= 001 d A=
1 0 d, 3 0o 0 1 I
00 1 0 0 01 0 0 0 1
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Ejemplos

Convencion de Denavit - Hartenberg

Paso 1: Numerar los eslabones en orden creciente, siendo 0 a la base fija del robot y n el Gltimo
eslabon movil
Paso 2: Enumerar las articulaciones de forma creciente, siendo 1 el primer GDL y n el dltimo.
Paso 3: Localizar el eje de cada articulacion. Si la art. es rotativa el eje sera el eje de giro y si es
prismatica el eje serd aquel en el que se produce el desplazamiento.
Paso 4: Parai de 0 an-1,situar el eje z sobre el eje de la articulacion i+1
Paso 5: Situar el origen del sistema de la base {S.} en “cualquier punto” del eje z,, mientras que
los ejes x, e y, se ubicaran creando una terna ortonormal directa.
Paso 6: Parai de 1 an-1, situar el origen del sistema {Si} en la interseccién del eje z.con lalinea
normalcominaz, ez

En particular, silos ejes se cortan, el origen se ubica en el punto de corte

si los ejes son paralelos, el origen se sittia en la articulacion i+1

Paso 7: Situar x, en la linea normal cominaz,_,yz
Paso 8: Situar y, de modo que forme un sistema ortonormal directo conx.y z,
Paso 9: Situar el sistema {Sn} en el extremo del robot de modo que z coincida con la direcciéon de

Zn_1y Xn seanormal a zn_ly Zn
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Sistema de referencia de la terminal

El sistema de referencia de la terminal tiene su origen en un punto fijo de la

herramienta utilizado como referencia para el posicionamiento de la misma.
Se define como un desplazamiento del sisteman en la direccionde z,.

Por lo tanto, como no existen actuadores que cambien la posicion ni la orientacién

de la herramienta (solo cambia el estado de la herramienta), se puede obtener el

sistema de referencia de la terminal {ST} como:
{S;}=1{8}+1 .z

Siendo | la distancia entre el origen del ultimo sistema de referencia y el del

sistema de la herramienta.




Todo listo para realizar la Entrega 1 del Proyecto




