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FRI - Fundamentos de Robdtica Industrial

Introduccion

Estudiaremos manipuladores

e ;Qué entendemos por manipulador?

e ;Cuadl es el objetivo de tener un manipulador?

e ;Como se obtiene?
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Introduccion

Estudiaremos manipuladores

e ;Qué entendemos por manipulador?

Un manipulador puede ser representado como
una cadena cinematica de cuerpos rigidos
(eslabones) conectados por juntas

(articulaciones).

Las articulaciones serdn prismaticas o de

revolucion.

Un extremo es su base (fija) y el otro es una

herramienta

e ;Cual es el objetivo de tener un manipulador?

e ;Como seobtiene?

Revolucién

Prismatica

Gripper
Terminal
Herramienta
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Introduccion

Estudiaremos manipuladores - -

e ;Qué entendemos por manipulador?
e ;Cuadl es el objetivo de tener un manipulador?

e Generar un movimiento desde A hasta B por

cualquier motivo

e Elmovimiento se obtiene por la composicién de los

movimientos de cada eslabéon respecto a su

eslabén previo

e Para manipular un objeto en el espacio serd
necesario describir la posicién y orientacion de su

herramienta

e ;Como seobtiene?
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Introduccion

Estudiaremos manipuladores
e ;Qué entendemos por manipulador?
e ;Cuadl es el objetivo de tener un manipulador?

e ;Como se obtiene?

e Para definir posicion y orientaciéon se debe
designar unareferencia

° Los Sistemas de referencia se definen solidarios a
cada eslabodn

e Describir la posicion de cada eslabén
consecutivamente en funcion de las variables de
junta.

e  Concatenar las posiciones para definir la posicion de la herramienta con respecto a un referencial estatico

(cinematica directa)

e  Sedefine también el concepto de espacio de trabajo y espacio de juntas
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Posicion de un cuerpo rigido

En Mecanica, se considera un cuerpo rigido a un sistema de particulas tal que las distancias entre ellas no varian.
Por lo tanto, un cuerpo rigido es aquel objeto o sistema que no sufre deformaciones por efecto de fuerzas externas, es
decir, un sistema con particulas cuyas posiciones relativas no cambian.


https://es.wikipedia.org/wiki/Mec%C3%A1nica
https://es.wikipedia.org/wiki/Fuerza
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Posicion de un cuerpo rigido

En Mecanica, se considera un cuerpo rigido a un sistema de particulas tal que las distancias entre ellas no varian.
Por lo tanto, un cuerpo rigido es aquel objeto o sistema que no sufre deformaciones por efecto de fuerzas externas, es
decir, un sistema con particulas cuyas posiciones relativas no cambian.

PR, | / /
O =0, +0,Yy+0,2
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https://es.wikipedia.org/wiki/Fuerza
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Orientacion de un cuerpo rigido

Consideremos ahora un sistema de referencia x’y’z’ solidario al cuerpo rigido cuyos vectores directores son unitarios y
pueden escribirse en la base xyz.

*ﬁ yr
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Orientacion de un cuerpo rigido

Consideremos ahora un sistema de referencia x’y’z’ solidario al cuerpo rigido cuyos vectores directores son unitarios y
pueden escribirse en la base xyz.

Y y7

T, T+ T Y+ T2
v =y e +y,y+y.z
2 =zx+2y+22.
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Orientacion de un cuerpo rigido

Consideremos ahora un sistema de referencia x’y’z’ solidario al cuerpo rigido cuyos vectores directores son unitarios y
pueden escribirse en la base xyz.

¥~ yr

g J y

T, r+IT,Y+T.2
!/ < 0/

y = y.ra: + yyy + y:‘z
o o ~ 4

zZ =zx+2z,yYy+2z2,2

Las componentes de cada vector unitario corresponden a los cosenos
Y directores de los ejes del sistema x’yz" con los ejes de referenciaxy z

V=V XtV .y+v.z
X y z

v =|v|cos(a ).x + |v|cos(ay).y +|v|cos(a ).z
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Matriz de Rotacion

En algebra lineal, una matriz de rotacién es la matriz que representa una rotacién en el espacio euclideo.

Para el caso del cuerpo rigido genérico anterior, la matriz de rotacion es la que resulta de colgar las componentes
de los vectores de la base x"y’z’ escritos en la base xyz.

: ',

*2 Tz Yz 22 ' y'x z'x
- ’ ’ ’ _ N ’ A - T T T

R=|z ¢y 2z |=|z, v, 2| =|Ty ¥y 27y

. y. =z 2Tz gz 27z

Sear’ un vector perteneciente al rigido: r’=r’ , + r’y, +r,

Se puede representar el mismo vector (a menos de un desplazamiento)
en el sistema de referencia xyz como:r =r_+ rtr,

Que cumplird que: r =Rr’

Siendo R la matriz de rotacion de x’y’z’ en xyz

Si en particular se utilizar como x’, y’y Z’, se puede decir que R define la orientacién x’y’z’ seglin xyz
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Matriz de Rotacidén

Algunas caracteristicas:

Columnas ortonormales: SE’T’y’ =0 y'Tz' =0 Z,T:B’ —0
Vectores unitarios :IllT(B’ =] leyl =1 ZITZ/ s’
R'"R = I; RT = ]3{_l

Matriz ortonormal:

Terna de vectores orientados seguin regla de la mano derecha / izquierda: (let(R) =1 / (let(R) —-1
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Matriz de Rotacion

Aplicaciones:

- Unamatriz de rotacion describe la orientacion mutua entre dos sistemas de coordenadas

LBr YBax
Orientacion de BconrespectoaA:  AlRp = ( . I ‘ I )
TBy YBy

YBx XBx
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Matriz de Rotacion

Aplicaciones:

- Una matriz de rotacion representa la transformacién de coordenadas entre las coordenadas de un punto

expresada en dos sistemas diferentes (con igual origen)

¥Ya
Px Px
131 - \) PB — ( B
(P) 1 P) B
YB
[T T L e T LT EL LR LT T CPEED Yy p
: Py oo
Kiy |essamvanmang e ossmsaimaeg Xp 4RB — (IBI yB;I')
A TBy YBy
Vi Px,
p Py= sRp Pp
Yg
XA

¥YBx : PX XBx
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Matriz de Rotacidén

Aplicaciones:

- Una matriz de rotaciéon es el operador que permite la rotacion de un vector en el mismo sistema de

coordenadas Vv Vp
A y V= X UR — X
M a1
VRX o T e S e St ' (l’y l’ R)'
cos(a) —sin(a)
VR R = in(a :
T e AR R | sin(a) cos(a)
v
a :
E llR p— R(l‘ l’
VR Y ;{
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Matriz de Rotacidén

Rotaciones Elementales

- Consisten en las rotaciones del sistema de referencia sobre uno de sus ejes
- Signo positivo seglin la regla de la mano derecha

Por ejemplo: Si se rota un sistema xyz un angulo a segln el eje z, obtenemos un nuevo sistema x’yz”

CcoS (v —sin o 0
' = | sina y = | cosa z =
0 0 1
z A 2 o
.yl it »
:" : o §

cosa —sina 0 x o ¥
R.(a) = | sina cosa 0 4
0 0 1 A
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Matriz de Rotacion

Rotaciones Elementales

De forma analoga se obtienen las matrices de rotaciones elementales en los otros ejes: y y x.

cos3 0 sinpj 1 0 0
R,(B) = 0 1 0 R.(y)=10 c0s ) —sin "
—sinf3 0 cosf 0 siny cosvy

Estas matrices de rotacion elementales pueden considerarse como la rotacién necesaria para la alineacién de los
ejes de orientacién de un rigido con respecto a un sistema de referencia.

Propiedad:
Al ser R,(6) una matriz de rotacion, ésta cumple que R,(6) =R, (6)"
Rk(e)'i: Significa aplicar la rotacion inversa — Rk(e)'1 =R,(-6)

— Se cumple que: R (-8)=R,(6), parak =x,y,z— R (-6)R,(6) = R,(6)'R (6) = R,(6) 'R, (6)" = Id — No rotacion!
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Composicion de Matrices de Rotacion

Digamos que tenemos tres sistemas de referencia ortonormales con igual origen: SO: (xo,yo,zo), Sl: (xl,yl,zl), Sz: (x2,y2,22) y
un punto P fijo en el espacio que puede representarse en cada sistema (S, S,, S,) con un vector p, p,, p,, respectivamente.

Ademas, consideremos las matrices de Rotacion del sistema S, al sistema S,, y la del sistema S, al S; como, ,R, y R,
respectivamente.

Sabemos entonces que: y

, Po= olipy P = 1P,y
Sustituyendo:

Po = ol 1 Ropy

Entonces, se puede decir que:

Po = ol2py

Siendo: y en forma general:

0By = (R 1Ry jRi= jRji1. iR

Donde}.Ridenota la matriz de rotacién de i con respecto aj
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Matriz de Rotacion

Composicion de rotaciones elementales
Las matrices de rotacion pueden componerse para expresar la aplicacion continua de varias rotaciones.
Imaginemos un movimiento definido por tres rotaciones elementales consecutivas:

1. Rotacionde angulo a, alrededor del eje x
2. Rotacion de angulo a, alrededor del eje y
3. Rotacion de angulo a, alrededor del eje z

C«'(l;; —S(l;; 0 Cv(l‘-_g 0 S(\’g 1 0 0
T= Rz(as)Ry(az)Rx(al) = Sas Casg 0 0 1 0 0 Ca; —Sa;
0 0 1 —Sas 0 Cay 0 Say Coy

Donde se simplifica (de aqui en mas) cos(a) y sin(a) por Ca y Sa respectivamente.
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Representacion de vectores

Matriz de Rotacion

Composicion de rotaciones elementales
Las matrices de rotacion pueden componerse para expresar la aplicacion continua de varias rotaciones.

Imaginemos un movimiento definido por tres rotaciones elementales consecutivas:

1. Rotacionde angulo a, alrededor del eje x
2. Rotacion de angulo a, alrededor del eje y
3. Rotacion de angulo a, alrededor del eje z

ATENCION: Como el producto de matrices no es
conmutativo, el orden de aplicaciéon de las multiplicaciones
debe ser el mismo en el que se aplican las rotaciones.

C'(l;; —S(13 0 Cv(l'-_g 0 S(\’g 1 0 0
T= Rz(as)Ry(az)Rx(al) = Sas Casg 0 0 1 0 0 Ca; —Sa;
0 0 1 —Sas 0 Cay 0 Sa; Ca

Donde se simplifica (de aqui en mas) cos(a) y sin(a) por Ca y Sa respectivamente.
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Descripcion de orientacion

Las matrices de rotacion dan una descripcion de la orientacion de un sistema con 9 parametros!

¢Son necesarios 9 parametros para definir la orientaciéon de un rigido?
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Descripcion de orientacion

Las matrices de rotacion dan una descripcion de la orientacion de un sistema con 9 parametros!

¢Son necesarios 9 parametros para definir la orientacién de un rigido? N()

Tres parametros son suficientes para describir la orientacién de un rigido.

Una representacion con tres parametros constituye la representacion minima, pero existen diferentes tipos de
representaciones de la orientacion de un rigido.

En un espacio tridimensional, se tiene:

Matriz de rotaciéon — 9 parametros (matriz de 3x3) [6 restricciones de ortonormalidad]

Angulos de Euler — 3 parametros (34ngulos ¢ = [¢ 0 @ JT)

Eje y angulo — 4 parametros (un eje de 3 coordenadas y un angulo de giro) [1 restriccion de normalidad]
Cuaterniones — 4 parametros (variante del eje y dngulo) [1 restriccion de normalidad]

Matrices de transformacion homogénea — 12 parametros (notacién compacta de Rot + Despl) [6 restricciones de
ortonormalidad]
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Angulos de Euler

Los angulos de Euler constituyen un conjunto de tres coordenadas angulares que sirven para especificar la
orientacion de un sistema de referencia de ejes ortogonales, respecto a otro sistema de referencia de ejes

ortogonales.

Considerando 3 giros consecutivos (¢ 9 y) alrededor de 3 de los ejes del sistema se pueden obtener 27 posibles
combinaciones en funcién de cudl eje es considerado como eje de giro en cada una de las 3 etapas.

P
/o
‘r ,‘I

T

s *y v

Sin embargo, aquellas combinaciones que aseguran no rotar 2 veces seguidas en ejes paralelos reducen a 12
posibles conjuntos de angulos, donde cada conjunto representa un trio de Angulos de Euler.

Estudiaremos dos casos particulares: Los angulos ZYZ y los angulos ZYX (conocidos como Roll - Pitch - Yaw)
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Angulos de Euler

Angulos de Euler ZYZ

La rotacién descrita por los angulos de Euler ZYZ es obtenida como la composicién de las siguientes rotaciones
elementales.

Rotar el sistema de referencia un dngulo @ alrededor del eje z— R (¢)
Rotar el sistema obtenido un dngulo 9 alrededor del eje y’ obtenido — Ry,(ﬂ)
Rotar el sistema obtenido un angulo y alrededor del eje z” obtenido — R_.(y)

MA R(¢) — RZ(?Q)R_U'(I‘))R:H(‘U,‘)
k ) k ! _ _ -
2" .\'.\v‘ﬁ_ 4 \ y”i’ (“‘}:(‘.l)("vy -— S‘;h'l" _p’;(m')sk, - h;(’l’.
y 7y = | SpCoCy + CpSy  —8,Co8y + CoCy
Y Py Y

(’,»; Sy
SS9y
Cy
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Angulos de Euler

Muchas veces sera necesario resolver el problema inverso.

Problema inverso: Determinar el conjunto de 3 Euler angulos que se corresponden con determinada matriz de
rotacién conocida.

p = Atilll2(l'2;;. 1'13)

a1 Ti12 T3
R= |7y 799 793 9= AtanQ(
rsy T32 T33

9 ]
riz + a3, "33>

Y = Al“dll2(l'32. ——‘I';;l).
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Angulos de Euler

Muchas veces sera necesario resolver el problema inverso.

Problema inverso: Determinar el conjunto de 3 Euler angulos que se corresponden con determinada matriz de

rotacién conocida.

Siendo Atan2, el arcotangente de y/x que utiliza los signos de
cada término para evaluar en qué cuadrante se encuentra el

@ = Atan2(ra3, r1:
ry T T3 2 (r23,713) resultado:
‘ o2 h ‘
R = 21 oo To3 ) = Atan2 ( \/"13 + 133, 7:{3) A x.y) 91 = Atan(y/x) = Atanz(y’x)
r31 732 ~

r33 Y = Atan2(rsz, —rs31). 0 6, = Atan(-y/-x) = Atan(y/x) =6,
7% 6, - 8, = Atan2(-y,x)

93\ /\/

) o
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Angulos de Euler

Muchas veces sera necesario resolver el problema inverso.

Problema inverso: Determinar el conjunto de 3 Euler angulos que se corresponden con determinada matriz de

rotacion conocida.

= Atan2(ra3,713)

11 Ti2 T13
ol ;o2 o e
R= |73 792 723 U= AtanZ( riz + ras, 7;;;;)

I ras T3 ' :
o1 e 33 Y = Atan2(rzz, —r31).

A

Esta solucién tiene problemas cuando sin(8) = 0 dado que la rotacién alinea ciertos ejes, provocando que las otras rotaciones se den

Siendo Atan2, el arcotangente de y/x que utiliza los signos de
cada término para evaluar en qué cuadrante se encuentra el
resultado:

A (x.y) 8, = Atan(y/x) = Atan2(y,x)
P 8, = Atan(-y/-x) = Atan(y/x) = 6,
%0, o 8,=Atan2(-yyx)

4

.
[

x3y)

sobre ejes paralelos y por lo tanto otorgando contribuciones equivalentes a la rotaciéon. En ese caso sélo se puede determinar la

suma o larestade @ y y, pero no cada angulo.

Este efecto es conocido como singularidades de los angulos de Euler, y todo representacién minima posee estos conflictos.
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Angulos de Euler

Angulos de Euler ZYX (o RPY | Roll - Pitch - Yaw)

La rotacién descrita por los angulos de Euler RPY es muy conocida por su uso en el campo de la aeronautica. Los angulos
conocidos como Roll - Pitch - Yaw son utilizados para denotar los cambios tipicos de movimiento en las aeronaves.

La rotacién resultante es obtenida como la composicion de las siguientes rotaciones elementales.

e  Rotarelssistema de referencia un angulo ¢ alrededor del eje z— R (¢)
e  Rotarel sistemade referencia un dngulo 3 alrededor del ejey — Ry(ﬂ)
e Rotarelsistema de referencia un angulo y alrededor del ejez— R ()

R(¢) = R.(¢)Ry(V)R.(¥)
CpCP CpSPSyy — SpCypy  CpSYCy + SpSy)
= | S4pC9  SpSyPSy T CuCy SpSyCy — CuSy
. . =59 CoSy CyCy
A y
// “\_"
i
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Angulos de Euler

Podemos resolver también el problema inverso y obtener los angulos para una matriz de rotacion

= Atan2(r1,711)

)
I

"1 Ti12 T3
R=|ry 799 723 V= At.an‘2<—7'31-

-

31 a2 T33 : /
Y = Atan2(rsz, r33).

Esta solucién tiene problemas cuando cos(8) = 0 dado que la rotacién alinea ciertos ejes, provocando que las otras rotaciones se den
sobre ejes paralelos y por lo tanto otorgando contribuciones equivalentes a la rotaciéon. En ese caso sélo se puede determinar la
suma o larestade @ y y, pero no cada angulo.
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Angulo y Vector

Una representacion no minima de la orientacion de un rigido con respecto a un sistema de referencia puede ser obtenida a
través de 4 parametros que expresan una rotacion de un angulo 0 alrededor de un eje unitario r en el espacio.

La rotacioén resultante es obtenida como la composiciéon de las siguientes rotaciones elementales.

Alinear z con r: Rotar —a alrededor de z, luego rotar - alrededor dey — Ry(—B)RZ(—a)

Rotar 9 alrededor del ejez— R (9)
e Desaliner zyr: Rotar B alrededor dey, luego Rotar a alrededor de z— Rz(a)Ry(B)

R(V,r) = R:(Q)Ry(a)R:(‘U)Ry(_d)R:(_a)

at
/
/
&
/
/
\

. _—
< L Y r2(1 —co) +c» r2Ty(l — c9) — 1289 T2T2(1 —co) + TyS0
7 ol P
__a___\_\_\_\:// R(¥,7)= | r2ry(1 — cp) + 7289 7‘5(1 —cy)+ ¢y rarx(l =icp) = T8
- r2Tz(1 —cy) —TySe TyT2(1l —cCp) + T30 r2(1—cy) +co
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Angulo y Vector

Podemos resolver también el problema inverso y obtener los dngulos para una matriz de rotacion

-~
v
(™)

o
o
o

: 1 fTi1t+r2tr3z—1
1 = cos

ri3 2
r23 1 r32 — T23
33 = 2sind T

21712

La solucion del problema inverso se hace singular cuando sin(8) = 0, en este caso para resolver el problema inverso habria que
referirse a la definicién directa de matriz de rotacion y resolverla paracuando®=0,00 = 1.

Notar que para @ =0, como la rotacion es nula, cualquier vector podria ser el eje de rotacién = son infinitos (singularidad)
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Cuaterniones

La desventaja de la representacion Angulo-Eje, puede ser evadida con la representacion por cuaterniones Q(n,g) que
estan formados por 4 parametros definidos en funcion del angulo de giro 6, alrededor del eje r, como sigue:

n = cos(6/2)

£ = sin(B8/2).r
€, = sin(8/2).r
£, = sin(8/2).r

X

e o o o
<

z

Sin embargo, los cuaterniones tienen la desventaja que no diferencia entre un giro de 8 alrededor del ejer, y un giro
de -6, alrededor del eje -r

Otra “desventaja” es que estos vectores de 4 elementos es que definen su propio “producto”, es decir que el producto
de dos cuaterniones no es el habitual.
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Matriz de transformacion Homogénea

Sea P un punto arbitrario del espacio, entonces p®es el vector que posiciona P seguin el sistema de referencia So
Consideremos otro sistema de referencia $,, donde olo posiciona al sistema S, segun el sistemaS,y R, esla
matriz de rotacion del sistema S, con respecto al sistema S ;.

Sea ademas p! el vector de P en el sistema S,
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Sea P un punto arbitrario del espacio, entonces p®es el vector que posiciona P seguin el sistema de referencia So
Consideremos otro sistema de referencia $,, donde olo posiciona al sistema S, segun el sistemaS,y R, esla
matriz de rotacion del sistema S, con respecto al sistema S ;.
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Entonces, se cumpleque: p~ = 0(1) 4+ ORlpl es la transformacion de coordenadas de un vector entre dos
sistemas de referencia.
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Matriz de transformacion Homogénea

Sea P un punto arbitrario del espacio, entonces p®es el vector que posiciona P seguin el sistema de referencia So
Consideremos otro sistema de referencia $,, donde olo posiciona al sistema S, segun el sistemaS,y R, esla
matriz de rotacion del sistema S, con respecto al sistema S ;.
Sea ademas p! el vector de P en el sistema S,

0

Entonces, se cumpleque: p~ = 0(1) 4+ ORlpl es la transformacion de coordenadas de un vector entre dos
sistemas de referencia.

Se puede obtener la transformacién inversa (obtener p?)
despejando de la ecuacion:

1 0 0
oRip =p — o0

p' = oR;'p’ — (R;'o}

p' = (R{p’— (Ro]
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Matriz de transformacion Homogénea

Para obtener una representacion compacta de la relacion entre las coordenadas de un punto en dos sistemas de
referencia utilizamos la representacion homogénea de un vector, que va a ser de utilidad en la operatoria.

P Se obtiene simplemente agregando una cuarta componente unitaria al vector p.

g1
[
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Matriz de transformacion Homogénea

Para obtener una representacion compacta de la relacion entre las coordenadas de un punto en dos sistemas de
referencia utilizamos la representacion homogénea de un vector, que va a ser de utilidad en la operatoria.

5 = P Se obtiene simplemente agregando una cuarta componente unitaria al vector p.

1

Construimos entonces la Matriz de Transformacion Homogénea:

_ [ oR1 of
0A; = |:0T 1
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Matriz de transformacion Homogénea

Para obtener una representacion compacta de la relacion entre las coordenadas de un punto en dos sistemas de
referencia utilizamos la representacion homogénea de un vector, que va a ser de utilidad en la operatoria.

5 = P Se obtiene simplemente agregando una cuarta componente unitaria al vector p.

1

Construimos entonces la Matriz de Transformacion Homogénea:

Esta matriz cumple de forma compacta con transformar un vector p en el sistema S,aun

vector p®en el sistema S, ~0 ~1
. P = oAp
A — oR1 o] ~1 ~0 —1x0
0o o 1 P = 1App = (A1) P
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Matriz de transformacion Homogénea

Para obtener una representacion compacta de la relacion entre las coordenadas de un punto en dos sistemas de
referencia utilizamos la representacion homogénea de un vector, que va a ser de utilidad en la operatoria.

p=i|*

1

Se obtiene simplemente agregando una cuarta componente unitaria al vector p.

Construimos entonces la Matriz de Transformacion Homogénea:

0A1:|:

0
Ry (oJ]

OT

1

|

Esta matriz cumple de forma compacta con transformar un vector p en el sistema S,aun
vector p® en el sistema Sy

~0 ~1
P = oAip
p' = 1A = (AP

Prestar ATENCION que en las matrices de transformacién homogénea no se comple la
ortonormalidad de A, es decir:

A1 £ AT
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Matriz de transformacion Homogénea

Considerando las definiciones anteriores de los vectores p°y p?,

0
P = 0AD' P = 1A = (4A)'P oA = [0R1 01]

;como quedaria la matriz de transformaciéon homogénea?
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Matriz de transformacion Homogénea

Considerando las definiciones anteriores de los vectores p°y p?,

p'= (Ap' p' = 1A = (A) D

;como quedaria la matriz de transformaciéon homogénea?

R, o}
0A; = { 10T0 10} 1Ay = !

0A1 = [
- OR{OQ}
1

0
Ry 04

OT

1

|
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Matriz de transformacion Homogénea

Se puede demostrar que las matrices de transformacion homogénea tienen ciertas propiedades:

e Comoyavimos: A~} 7é AT

T T .0
e  También que: (0A1>_1 = Ay = [0;3:1 - [iRl 01]

° La matriz se compone por:

Matriz de
rotacion

Factor de escala
(1x1)

e  También vale la composicién de matrices: 50 = 0A1 1A2... ‘n—lAn ﬁn
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Ejemplos

Matriz de transformacion Homogénea

Traslacion:

A o, =7
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Traslacion:

AYO

OO O -

Matriz de transformacion Homogénea

o O = O

O - O O
H'BS'E

o

Ejemplos
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Ejemplos

Matriz de transformacion Homogénea

Traslacion:

¢Coémo se puede usar una matriz de transformacién homogénea para calcular el desplazamiento de un vector

r=(4,4,11), seglin el vector p=(6,-3,8)?
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Ejemplos

Matriz de transformacion Homogénea

Traslacién:
¢Coémo se puede usar una matriz de transformacién homogénea para calcular el desplazamiento de un vector

r=(4,4,11), seglin el vector p=(6,-3,8)?

O = O O
| o
o

OO O =
OO~ O

— 0
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Ejemplos

Matriz de transformacion Homogénea

Traslacién:
¢Coémo se puede usar una matriz de transformacién homogénea para calcular el desplazamiento de un vector

r=(4,4,11), seglin el vector p=(6,-3,8)?

100 6
010 —3
0T1_0018
000 1|
(100 6 | [ 4]
v 0 {010 =3 4
> r=olir =155 g1 %Iy
000 1] |1
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Ejemplos

Matriz de transformacion Homogénea

Traslacién:
¢Coémo se puede usar una matriz de transformacién homogénea para calcular el desplazamiento de un vector

r=(4,4,11), seglin el vector p=(6,-3,8)?

100 6
010 —3
0T1_0018
000 1|
(100 6 | [ 4]
v 0 {010 =3 4
> r=olir =155 g1 %Iy
000 1] |1

107

19
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Ejemplos

Matriz de transformacion Homogénea

Rotacion:

Segun la figura, el sistema OUVW se encuentra girado 90° alrededor del eje OZ con respecto al sistema OXYZ.

Calcular las coordenadas del vector My si sus coordenadas en el sistema OUVW son Fow = (4,8, 12).

2
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Ejemplos

Matriz de transformacion Homogénea

Rotacion:
Segun la figura, el sistema OUVW se encuentra girado 90° alrededor del eje OZ con respecto al sistema OXYZ.

Calcular las coordenadas del vector My si sus coordenadas en el sistema OUVW son Fow = (4,8, 12).

Situviéramos la MTH de UVW con respecto XYZ?

Loy = .l'y:'Tuz.rw Cuvw
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Ejemplos

Matriz de transformacion Homogénea

Rotacion:
Segun la figura, el sistema OUVW se encuentra girado 90° alrededor del eje OZ con respecto al sistema OXYZ.

Calcular las coordenadas del vector My si sus coordenadas en el sistema OUVW son Fow = (4,8, 12).

Situviéramos la MTH de UVW con respecto XYZ?

Loy = ;l‘yZ’Tlll."lt’ Cuvw

;I?y:Tuvu-' — [ru Iy Ty ‘I‘y:plllrur]

>
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Ejemplos
Matriz de transformacion Homogénea

Rotacion:

Segun la figura, el sistema OUVW se encuentra girado 90° alrededor del eje OZ con respecto al sistema OXYZ.

Calcular las coordenadas del vector My si sus coordenadas en el sistema OUVW son Fow = (4,8, 12).

Situviéramos la MTH de UVW con respecto XYZ?

Loy = ;l‘yZ’Tlll."lt’ Cuvw

v ;ry:Tuvu-' - [ru Iy Ty ‘ry:'puzrur]
-

0
—1

00
00
‘I.‘y_:'Tlll,v‘ll’ _ 1 0
01

O OO =

0
0




Rotacion:
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Matriz de transformacion Homogénea

Ejemplos

Segun la figura, el sistema OUVW se encuentra girado 90° alrededor del eje OZ con respecto al sistema OXYZ.

Calcular las coordenadas del vector r

., S Sus coordenadas en el sistema OUVW sonr = (4,8, 12).
yz uvw

Situviéramos la MTH de UVW con respecto XYZ?

Loy = ;z‘y:'Tuz:w Cuvw
% .TyCT'UUU-' - [rll rl’ r’U-' ‘l‘y:puvu-‘]
-
0 10|0
—1 0 0|0
‘z?y.:'Tuvu" = 0 0110
0 001

-

Recordando que la matriz de rotacién
(elemental) alrededor del eje z, un angulo
a, se calcula como:

— cosa —sina 0
R.(a) = | sihna cosa 0

0 0 1
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Matriz de transformacion Homogénea

Rotacion:

Segun la figura, el sistema OUVW se encuentra girado 90° alrededor del eje OZ con respecto al sistema OXYZ.

Calcular las coordenadas del vector My si sus coordenadas en el sistema OUVW son Fow = (4,8, 12).
z )
Situviéramos la MTH de UVW con respecto XYZ?
Fpy: = ;z‘y:'Tuz:w Cypw
y ;ry;Tuzru - [ru Iy Ty ll/~puz u]
>

0 100 0 10
r _|-1000 =100
TYz uvw T 0 0 1 0 r = 0 0 1
0 001 0 00

_ O O O

Ejemplos

p—
=
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Ejemplos

Matriz de transformacion Homogénea

Rotacion + Traslacion:

Para analizar las rotaciones en conjunto con las traslaciones hay que considerar que el orden en el que se realizaron

las transformaciones, dado que estas operaciones (como ya se menciond) no son conmutativas.

e Rotacion luego traslacion

Consideremos una rotacion de angulo 0 alrededor del eje y, luego un desplazamiento segln un vector p.

[0 0 s p,]

0 1 0 p,

T =Tras(p) x Roty(9) = —s560 0 cf ﬁ)/
0 00 1
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Ejemplos

Matriz de transformacion Homogénea

Rotacion + Traslacion:

Para analizar las rotaciones en conjunto con las traslaciones hay que considerar que el orden en el que se realizaron

las transformaciones, dado que estas operaciones (como ya se menciond) no son conmutativas.

e Traslacion luego Rotacion

Consideremos un desplazamiento seglin un vector p, luego una rotacién de angulo ¢ alrededor del eje x

(1 0 0 Dy
0 co —s¢ pyco — p.so
0 50 co pycd+ p.co
00 0 1

T = ROlL,(@)TT’(ZS(p) -
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Ejemplos

Matriz de transformacion Homogénea

Rotacion + Traslacion:

Para analizar las rotaciones en conjunto con las traslaciones hay que considerar que el orden en el que se realizaron

las transformaciones, dado que estas operaciones (como ya se menciond) no son conmutativas.

e Traslacion luego Rotacion

Consideremos un desplazamiento seglin un vector p, luego una rotacién de angulo ¢ alrededor del eje x

(1 0 0 Dy ]
1 0 cop —s5¢ p,co — p.so Estos casos son de ejemplificacion.
T = Rot,(¢)Tras(p) = 0 sé co ”C@ +pcd
0 0 O Pycs 1 D& En la practica, hay que hacer el producto de la

MTH asociada a la rotacion con la MTH asociada

al desplazamiento, en el orden que corresponda.
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