2do. parcial - Célculo Diferencial e Integral en Varias Variables

(soluciones)
PARTE I: VERDADERO O FALSO

Verdadero o Falso #1

V1: Si f: R® — R es una funcién continua, entonces

So = {(x,y,2) €R® : f(x,y,2) =0},

es un conjunto cerrado de R3.

e Verdadero.

e Falso.

Solucién: El conjunto Sy es cerrado, pues contiene a cualquiera de sus puntos de acumulacion. En efecto,
sea (a,b,c) un punto de acumulacién de Sp. Veamos que (a,b,c¢) € Sy. Sea (xg,yk,2r) una sucesién con
recorrido en Sy — {(a,b,c)} v que converge a (a,b,c). Como f es continua en (a,b,c), se tiene que f(a,b,c) =
limg s 400 f(@k, Yk, 2x) = limg— 400 0 = 0, es decir, (a,b, c) € Sy.

Otra forma de resolver esto es la siguiente: {0} es un subconjunto cerrado de R, por lo cual Sy = f~1({0})
(imagen inversa) es un subconjunto cerrado de R3 por ser f continua.

V2: Si f: R — R es una funcién continua, entonces

So = {(z,y,z) € R? : f(x,y,z) < 0}7

es un conjunto cerrado de R3.

e Verdadero.

e Falso.

Solucién: El conjunto Sy es cerrado, pues contiene a cualquiera de sus puntos de acumulacién. En efecto,
sea (a,b,c) un punto de acumulacién de Sp. Veamos que (a,b,c) € So. Sea (zk, Yy, 2;x) una sucesién con
recorrido en So — {(a,b,c)} y que converge a (a,b,c). Como f es continua en (a,b, c), se tiene que f(a,b,c) =
limy 400 f(Zk, Yk, 2k) = limg— 400 7 donde 7, < 0 para todo k € N. Tenemos entonces que {7} es una sucesién
convergente en R y acotada superiormente por 0, por lo cual f(a,b,c) < 0.

Otra forma de resolver esto es la siguiente: (—o0,0] es un subconjunto cerrado de R, por lo cual Sy =
F71((—00,0]) (imagen inversa) es un subconjunto cerrado de R? por ser f continua.



V3: Si f: R? — R es una funcién continua, entonces

So:={(z,y,2) €R® : f(x,y,2) <0},

es un conjunto abierto de R3.

e Verdadero.

e Falso.

Solucidén: El conjunto Sy es abierto porque su complemento es cerrado (ver la version 2).

Verdadero o Falso #2

V1: Sea (z9,y0) € R?. Existe una funcién f: R? — R diferenciable en (¢, o), que cumple que

df(%,yo)(l’ 1) =1= df(xmyo)(_l’ 1)7

y ademas
0
875(330’%) =0.

(df(z¢.,y0) denota el diferencial de f en el punto (zo, yo).)

e Verdadero.

e Falso.

Solucién: Por un lado,

1= g (1,1) = (V5 o0}, (1,1)) = 5 0,00 + 5 (0, 0.
Por otro lado, 5 5
1= gy (~1:1) = (9 F(z0,10): (1,10 = = 5L (a0, 90) + 5 (z0,10).

De donde

0
2= Qafz(mo,yo)

0
1= 8%:(%0’%)'

V2: Sea (zg,y0) € R?. Existe una funcién f: R? — R diferenciable en (g, o), que cumple que

df(fﬁoyyo)(lv 1) =1= df(ro,yo)(_lv 1)7
y ademas
of
—_— =0.
O (70,%0)

(df (2y,y0) denota el diferencial de f en el punto (xq,yo).)

e Verdadero.

e Falso.



Solucién: Siguiendo la solucién de la versién 1, se tiene que

0
0= 2%(1‘0’90)

0
0= a*i(xmyo)-

V3: Sea (z9,y0) € R?. Existe una funcién f: R? — R diferenciable en (¢, o), que cumple que

df(x()vy())(]" 1) =1= df(ﬁfo,yo)(l? _1)7
y ademas
0
%(3307?!0) =0.

(df (zy,y0) denota el diferencial de f en el punto (xq,yo).)

e Verdadero.

e Falso.

Solucién: Por un lado,

of of
1= df(zg.y0) (1, 1) = (Vf(w0,90), (1,1)) = %(xo,yo) + Ky(%’yo)
Por otro lado,
0 0
1= gy (1. =1) = (90, 10): (1, ~1) = (20, 30) — G 0, 10).
De donde
0
2= Qafi(fﬂ(),yo)
0
1= a*i(%ﬂo)-

Verdadero o Falso #3

V1: Sea f: D — R continua y positiva en D, donde D C R? es un rectangulo compacto (es decir, cerrado y
acotado). Entonces necesariamente f es integrable y ademds

//D f > area(D).

e Verdadero.

e Falso.

Solucién: Considere D = [0,1] x [0,1] y f la funcién constantemente igual a 1/2 sobre D. Entonces

//Df:%//Dl:%'érea(D):%<1=érea(D)_



V2: Sea f: D — R continua en D, donde D C R? es un rectangulo compacto (es decir, cerrado y acotado).
Entonces necesariamente f es integrable y ademaés

= [l

e Verdadero.

e Falso.

Solucién: Considere D = [—1,1] x [0,1] y f(z,y) = 2. Entonces,

//sz/ol(/_11$dx>dy:/010dy:07
e
//lelz/O (/_1|xdm)dy:/0 1y = 1.

Luego, {ffDﬂ < ffD Ifl.

V3: Sean U y V rectangulos compactos de R? (es decir, cerrados y acotados). Si existe f: R? — R integrable,

que cumple
Jht =1 I1r

entonces necesariamente U y V son disjuntos.

e Verdadero.

e Falso.

Solucién: Tome U = V, de donde U NV = U # 0. La funcién f constantemente igual a cero claramente
cumple con ser integrable y con [[; . f = [[, f+ [[, [



PARTE II: MULTIPLE OPCION

Multiple Opcién #1

V1: Sea a: R — R? una funcién diferenciable con a(0) = (0,0), y f: R? — R? la funcién dada por

fla,y) = (e, e™Y).

Sabiendo que (f o «)’(0) = (2,0), el diferencial de a en 0 es el vector dado por:

(A)

(B) «’(0) = (1,-1)
(C) a’(0) = (0,0)
(D) &/(0) = (~1,1)
(E) o/(0) = (1,0)

(§)=earo=saon-o=s0.0-( 50 )
0 (prty , oty . N
()= S ™ | ()= (22 2 )-(50)

)
)
(5)-(0 ) () - (50

Se sigue que z'(0) + ¢’ (0) = 2 y 2/(0) — 3/(0) = 0, de donde 2/(0) =1 e 3'(0) = 1, es decir, &/(0) = (1,1).

Mo

V2: Sea a: R — R? una funcién diferenciable con a(0) = (0,0), y f: R? — R? la funcién dada por
flz,y) = (e"TY, e"7Y).

Sabiendo que (f o a)’(0) = (0,4), el diferencial de «a en 0 es el vector dado por:

(A)

(B) o(0) = (-2,2)
(C) o(0) = (2,2)
(D) «(0) = (0,0)
(E) a’(0) = (2,0)

Solucién: Siguiendo el procedimiento de la versién 1, se tiene que z/(0) + 3'(0) = 0 y 2'(0) — ¢/ (0) = 4, de
donde 2/(0) = 2 e y/(0) = —2, es decir, &’(0) = (2,-2).

V3: Sea a: R — R? una funcién diferenciable con «(0) = (0,0), y f: R? — R? la funcién dada por
f(z,y) = (e"TY,e*7Y).

Sabiendo que (f o a)’'(0) = (1, 3), el diferencial de o en 0 es el vector dado por:



(A)

(B) a’(0) = (=2,1)
(C) a’(0) = (-1,2)
(D) o/(0) = (1,-2)
(E) a’(0) = (0,0)

Solucién: Siguiendo el procedimiento de la versién 1, se tiene que 2/(0) + 3/(0) = 1 y 2'(0) — ¢'(0)

donde 2/(0) = 2 e y/(0)

= —1, es decir, o/(0) = (2, -1).

Miiltiple Opcion #2

V1: Hallar el valor de a € R para el cual

(A) a=3/2
(B) a=1/2
(C) a=-1/2
(D) a=—-3/2
(E) a=0

cos(x? +y) — 1+ 2% + ay? _

lim
I2 + y2

(z,9)—(0,0)

1.

3, de

Solucién: Hallamos el desarrollo de Taylor de orden dos de f(z,y) = cos(x? + y) en un entorno de (0,0). La
funcién f claramente es de clase C3. Primero calculamos todas las derivadas parciales de orden 1y 2 de f, y
luego evaluamos en (0, 0) para hallar el gradiente y la Hessiana de f en (0,0):

Luego,

El desarrollo de Taylor de orden dos de f(x,y) = cos(x? + y) en (0,0) viene entonces dado por:

gi (z,y) = —2xsin(2z? +y),

0 .

afi(x,y) = —sin(a? +y),

D*f o2 2 2
w(m,y) = —2sin(z® + y) — 4x° cos(z” + y),
82

afyjzc(:c, y) = —cos(z” +y),

L
Ox0y »Y) = Oydx

(z,y) = =2z cos(z® + y).

Vf(o,O):( 81(0,0) 9L(0,0) ): (0 0),

g - [ 00 ZE0.0) (0 o
£(0,0) = *f (0,0) ﬂ(o 0) “\0 -1/
Oxdy \7’ Oy2 \




f(z,y) = f(0,0) + V f(0,0) -

cos(z+y)=1+(0 0 )(g; +
9 1
cos(x +y):1+§(0 -y ) + ra2(z,y)
y?
cos(a? 1) =1~ L+ ra(ay),
donde  lim r2(z,y) = 0. Luego,

(z,y)—(0,0) 2 4+ y?

2
cos(z® +y) —1+a®+ay® 1- Gt ra(a,y) - 14+2” + ay? _ 2+ (a—1/2)y® + ra(2,y)

x2+y2 $2+y2 ﬂf2+y2
cos(@? +y) — 1422 +ay® 2?4+ (a—1/2)y> 1oz, y)
x2+y2 $2+y2 $2+y2
22+ (a — 1/2)y? B cos(x? +y) — 1+ 22 +ay®>  ro(z,y)
x2+y2 $2+y2 x2+y2'

Tomando (z,y) — (0,0), se tiene

2 —1/9)42 2 42 2
m  CE@CV2y oy, cslidy) olta eyt g, r@y) ) gy

(@,9)—(0,0) z? +y? (,9)—(0,0) z? +y? (@y)—(0,0) 22 +y%

De lo anterior se sigue que aw — 1/2 = 1, es decir, « = 3/2.

2 2 2
... .. . L. . cos(z“+y)—1+z°+«
Otra manera de resolver este ejercicio es la siguiente: se nos dice que el limite  lim ( y) Y
(,4)—(0,0) z? +y?
existe y vale uno. En particular, esto se cumplird para cualquier limite direccional. Si hacemos el limite a lo
largo de la recta x = 0, y aplicamos un par de veces al Regla de 'Hopital, tenemos que

cos(y) — 1+ ay®

lim 1
y—0 y2

i = sin(y) + 2ay _1
y—0 2y

i = cos(y) + 2« _1
y—0 2

20—1=2

200 =3

a=3/2.

V2: Hallar el valor de @ € R para el cual

cos(z? +y) — 14 22% + ay®

e al00) z? +y? .
(A) a=5/2
(B) a=3/2
(C) a=-3/2
(D) a=—5/2
E) a=0



Solucién: Siguiendo el razonamiento de la versién 1, se tiene que

cos(a? +y) —1+422° + ay®> 11— %Jﬂ’z(ﬂf,y) —1+22° +ay® 2224 (o — 1/2)y° + ra(w,y)

22 + 42 22 + 42 22 + 42
cos(a? +y) — 14227+ ay®  22° + (a—1/2)y* | ra(x,y)
22 + 42 22 + 42 22 + 42
222 + (a—1/2)y?>  cos(z?+y) — 14222+ ay?  ra(z,y)
22 1 2 = 22 1 2 T

Tomando (z,y) — (0,0), se tiene

202 + (o — 1/2)y2 P ty) —1+422° + oy’
cala 12yt oy, wosiiy) tld2tday g n@y) _y gy
(,4)—(0,0) 22 +y (@.y)—(0,0) Tty (@.9)=(0,0) 2%+ Y

De lo anterior se sigue que oo — 1/2 = 2, es decir, « = 5/2.

2 2 2
cos(x —14+2z" 4+«
Otra manera de resolver este ejercicio es la siguiente: se nos dice que el limite  lim (" +y) 5 —2 tay
(2,9)—(0,0) e +y

existe y vale 2. En particular, esto se cumplird para cualquier limite direccional. Si hacemos el limite a lo largo
de la recta z = 0, y aplicamos un par de veces al Regla de 'Hopital, tenemos que

cos(y) — 1+ ay®

lim 5 2
y—0 Yy

lim = sin(y) + 2ay _o
y—0 2y

i = cos(y) + 2« _s
y—0 2

20 —1=14

20 =5

a=5/2.

V3: Hallar el valor de a € R para el cual

cos(2? +y) — 1 — 2% + ay? _

) (00) z? +y? -t
(A) a=—1/2
(B) a=1/2
(C) a=3/2
(D) a = —3/2
(E) a=0

Solucién: Siguiendo el razonamiento de la versién 1, se tiene que

cos(x? +y) —1—a® +ay® 1*%+7’2($;Z/)*1*$2+0@/2 =2+ (o= 1/2)y% + ra(x,y)

22 1 42 22 + 42 22 1 42
cos(z? +y) — 1 — 2% + ay? B 22+ (a—1/2)y*  ro(z,y)
22 1 42 22 1 42 22 + 42
-2+ (a—1/2)y*  cos(z® +y) —1—a®+ay® ra(z,y)
22 1 42 22 1 42 22 442

Tomando (z,y) — (0,0), se tiene

—22 + (a0 — 1/2)y? . cos(x? +y) — 1 — 2% + ay? ) ro(x,y)
= lim —

= =-1-0=—1.
(2.0)(0,0) x? +y? (2,9)—(0,0) z2? + y? (09 5(0,0) 22 + y?




De lo anterior se sigue que o — 1/2 = —1, es decir, a = —1/2.

2 2 2
L - . ,o. . cos(z“+y)—1—2"+a
Otra manera de resolver este ejercicio es la siguiente: se nos dice que el limite  lim ( y)2 5 Y
(z,5)—(0,0) T +y

existe y vale —1. En particular, esto se cumplird para cualquier limite direccional. Si hacemos el limite a lo
largo de la recta x = 0, y aplicamos un par de veces al Regla de 'Hopital, tenemos que

cos(y) — 1 + ay?

lim 5 -1
y—0 Yy
lim M =1
y—0 2y
lim = cos(y) + 2« _
y—0 2
20 —1=-2
20 = —1
a=-1/2.

Multiple Opcién #3

V1: Se asume que existe la integral doble mostrada a continuacién para una funcién continua f: D — R sobre

una regién D y que
(y—4)/2
/ / / / [z, y) da | dy.

Si se invierte el orden de integracién, entonces:

™) / y ( [ sew dy> d

2I+4
flz,y) dy) dx

4—z2

1.

o [ ([ s )
o ([ )
(/ - flz,y) dy) dx

Solucién: De la figura




obtenemos que el conjunto D es

D={(z,y) €eR?*: —2<2<0, 20+4<y<4-—2%}

// / ( /QM (z,9) dy) da.

Luego,

V2: Se asume que existe la integral doble mostrada a continuacién para una funcién continua f: D — R sobre

una regién D y que
(4— y)/2

Si se invierte el orden de integracién, entonces:

(A) / ) ( [ _ F@sy) dy> da

4 2:E
flz,y) dy) dx

4—x2

[0
o [ ([ sena)e
0 (L rens)e
2

2z

\/ﬂ
/ fz,y) dy) dx

4—z)/2

Solucién: De la figura

obtenemos que el conjunto D es

D={(z,y) ER*: 0< <2 422 <y<4—2a?}

o= ([ s

Luego,

10



V3: Se asume que existe la integral doble mostrada a continuacién para una funcién continua f: D — R sobre

una regién D y que
—2+/y
/ / / / fx,y) da | dy.
(y—4)/2

Si se invierte el orden de integracién, entonces:

(A) /: (/Z::)2 f(x,y) dy> dz

Solucién: De la figura

obtenemos que el conjunto D es

D={(z,y) eR*: —2<2<0, 20 +4<y<(z+2)?}

// / ( /::)4 x y)dy> de.

Luego,

11



PARTE III: DESARROLLO

D1

(a) Defina qué significa que una funcién f: R? — R sea diferenciable en un punto (o, o). [3 puntos]
Considere la funcién f: R? — R dada por

(222 + 3y?) cos < > +2x—3y+1 si (z,y) # (0,0),

222 4 3y2
fla,y) = vy
1 si (z,y) = (0,0).
(b) Hallar %(0, 0)y 6—f(0, 0), en caso de existir. [4 puntos]
Ox oy
(¢) Determine si f es diferenciable en (0, 0). [7 puntos]
(d) Determine si f es de clase C*. [4 puntos]

Solucion:

(a) Ver tedrico.

(b) Como (0,0) es un punto donde la funcién puede presentar problemas, en necesario usar la definicién de
derivada parcial en (0,0) para poder determinar su existencia, es decir, calcular (en caso de existir) el
limite

f(h70) — f(0,0)

.

Como (h,0) # (0,0), tenemos que:

o F020) = F(©.0) _ (230 cos (gt ) £20 =304 11 g2 cos (o) + 20
0 h = 50 h h—0 h

) 1
= %%thos <2h2> +2 =2,

1
donde }llli% 2h cos <2h2> = 0 ya que }IL1_>mO 2h =0y cos (ﬁ) es una funcién acotada en un entorno reducido
de 0. Por lo tanto,
of
0,0) = 2.
5 (0 0)

De manera similar,

. f(0,h) — f(0,0) (2-02+3h2)cos(m)+2-0—3h+1—1 _ 3h2cos (5s) — 3h
lim ——~————~ = lim = lim
h—0 h h—0 h h—0 h

. 1
= }1113})3hc0s <3h2> -3 =-3.

Por lo tanto,
of
—(0,0) = -3.
ay( ? )
(¢) Para determinar si f es diferenciable en (0,0), se debe usar la definicién de diferenciabilidad, ya que f
puede presentar problemas en dicho punto. Recordemos que f es diferenciable en (0, 0) si:

e Las derivadas parciales de f en (0,0) existen.
of of
f(z,y) = f(0,0) = 57(0,0)z — 5,(0,0)y

° lim =0
(@,9)—(0,0) (2, y)]|

12



La primera condicién la tenemos por la parte (b). Para verificar la segunda, simplemente calculamos el
limite:

2 2
. f(x’y)7f(0’0)*%(070)x*87y(0 0)y i (22° + 3y )cos(% T3, )+2x73y+17172x+3y
(z.4)—(0,0) ||(z, y)Il (@)= (00) Va2 + 2
B (21‘2 + 3y2) cos (m)

= lim
(z,y)—(0,0) Va2 + y?

.’I;Q 1 y2 1
= i 2 3 .
" =00 ( P (23?2 + 3y2> RV e <2x2 + 3y2>

2
€ 1
Respecto al limite lim cos , se tiene que
P (2,9)—=(0,0) /22 4 y2 (2962 + 3y2) q

a? 1 x 1
lim cos lim «- cos =0,
(@.9)=(0.0) \/2? + > (2952 + 31/2) (2,9)—(0,0) 22 + 42 (2x2 + 3y2>
al ser el producto de una funcién con limite cero en (0,0) (a saber, (x,y) — ) por una funcién acotada en

X
\/a:2+y2

es evidente, mientras que para la segunda se tiene que

un entorno reducido de (0,0) (a saber, (z,y) — cos ( 5= ). En efecto, la primera afirmacién

1
2+3y2

|z] Va2 x?
Va2 a2yt | 2+ y?

x 1 T
——cos | ————— || = | —
|\/:c2+y2 <2$2+3y2)‘ |\/x2+y2

De manera similar, se tiene que

‘ <2w2+3y '\/x2+y

2
; Y 1
lim cos =0
(z,y)—(0,0) /22 + y2 (2%2 + 3y2)

Por lo tanto,

. f(@,y) = £(0,0) — 3£(0,0)z — 5£(0,0)y Y 2 COS( 1 )+ . y? COS( 1 )
(z,)—(0,0) [|(z, v)|| (2.9)—(0,0) /22 + 12 222 4 3y? (@.9)—(0,0) /22 + y2 222 + 3y?
—2.043-0
— (),

es decir, f es diferenciable en (0, 0).

(d) Para determinar si f es de clase C'*, debemos estudiar la continuidad de las funciones derivadas parciales
de orden uno. De momento sélo tenemos %(0,0) =2y 3 91 -(0,0) = —3. Para calcular las derivadas

parciales en los puntos diferentes de (0, 0), usamos las reglas de derivacion.

OF ooy = 2 (1202 4 392 cos [ -2 _
%(x,y) = 5 ((295 + 3y“) cos (2x2+3y2) + 2z 3y—|—1)

1 1 1
e (g -0 (o0 (g )) (s )¢
1 1 1
=4 I —sin | ———— - 4 2
e (grrme) + (0 (amrme)) (o 2)

1 4z 1
= 4 S 51 2.
T COS <2m2 T 3y2> + 927 4 32 sin <2x2 +3y2> +

Luego tenemos:

1 4z 1
4 2 si
xcos(2x2+3y2>+2z2+3y (2 71 3,2 )—l— si (z,y) # (0,0),

2 si (z,y) = (0,0).

B
ai (z,y) =

13



La funcién %(m,y) es continua en todo punto diferente del origen, por lo que habria que estudiar su

continuidad en (0,0). Tenemos entonces que estudiar

1 4z 1
li 4 S Si 2.
(@) (0.0) <2x2 + 3y2> T oz a2 <2m2 + 3y2> *

1
Como lim 4dxcos| ———— | = 0 (funcién con limite cero en (0,0) por funcién acotada en un
(,4)—(0,0) 222 + 3y?
entorno reducido de (0,0)) y ( %nn( : = 2, el problema se reduce a estudiar
z,y)—(0,0

I 4x . 1
im sin )
(z,9)—(0,0) 222 + 3y2 222 + 3y2

El limite anterior no existe, porque el limite unidimensional no existe a lo largo de la recta y = 0, es decir,

i 4z . 1y I 2 . 1
b b R e b
no existe. Por lo tanto,

OF (2)

(z.0)5(0.0) O

no existe, por lo que ﬂ(m, y) no es continua en (0,0), y entonces f no es de clase C'. Se puede llegar a

oz
la misma conclusion analizando %.

D2

(a) Enuncie el Teorema de Cambio de Variable para integrales triples. [3 puntos]

(b) Sea
D={(x,y,z) €R® 1y >la], 0< 2 <22 +y? <1},

y g el cambio de variable a coordenadas cilindricas que asocia a la terna (p, 0, z) la terna (x,y, z). Realice

un bosquejo aproximado de D y g~ 1(D). [6 puntos]
(c) Sea f: R* — R, dada por
f(z,y,2) =yz.
Calcule /// f, donde D es la regién de la parte (b). [9 puntos]
D

Solucion:

(a) Ver tedrico.

(b) Viendo la figura

tenemos que
0<p<l, 7/4<6<3n/4 y 0<z<p.
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Luego,
D = {(pcos(#), psin(0),z) €eR® : 0<p<1, 7/4<60<3n/4 y 0<2z<p}

Por otro lado, el conjunto a donde pertenecen las coordenadas cilindricas viene dado por

g (D) ={(p,0,2) €R® : 0<p<1, 7/4<0<3n/4 y 0<z<p}.

El conjunto g~!(D) también pueden representarse de la siguiente manera:
g D) ={(p,0,2): T/A<O<37m/4;0<2<1; 2<p< 1}

Los bosquejos de D y de g~ 1(D):

TN
I
(\\
1
0

La regién D tiene como frontera una parte del cono, parte de los planos z = 0, y = x, y = —z y parte de un
cilindro. En resumen es un subconjunto compacto de un cilindro sélido. El conjunto g~ (D) es la “mitad”
de un prisma de caras paralelas a los planos coordenados. Entonces g manda una parte compacta del
prisma en una parte compacta de un cilindro lo cual tiene sentido ya que estamos usando las coordenadas
cilindricas.

(¢) Calcularemos la integral / / f mediante el cambio a coordenadas cilindricas de la parte (b). Por el
D

teorema de cambio de variables para integrales triples, se tiene que

///D f(@,y, z)dwdydz = ///g—1<p) f(g(p, 6, 2))|det(Jy(p, 0, 2))|drdfdz

donde g: g7 (D) — D es el cambio de variables dado por

9(p.9,2) = (peos(8), psin(0), 2).

15



Tenemos que

(peos(#)) 2i(peos(6)) 5 (pcos(®) |
o o cos(f) —psin(d) O
Jg(p,0,2) = [ o-(psin(f)) z5(psin(f)) =-(psin(f)) | = | sin(d) pcos(®) O
P o o 0 0 1
ap(z) 59 55 %)
cos(f) —psin(6) .
. ] _ cos(f) —psin(f)
det(J,(p,0,2)) = det ( ban(H) pcoob(ﬁ) ) = det( sin(0)  peos() )

Entonces,

JIL7= 1], foteo2pieacssio. 2 jardva
= -/01 </::/4 (/(Jp(psin(ﬂ)zp)dz) d9> dp = /01 (/;:/4 <p2 sin(6) /Op zdz) d9> dp
/O 1 ( /ﬁ ZM <p2 sin(#) %2 :) d@) dp = /0 1 ( /7r ZM <p2 sin(ﬂ)p22> d9> dp
_ /O 1&24 < L ?:/4 sin(@)d@) dp = /O 1 %4 (_cos( )|3”/4) /0 1 %4 (cos(m/4) — cos(37/4)) dp

/Wf‘. /,, p*ipjl:izﬁ
0o 2 2 V2 V2 5], 52 107

También se puede hacer el cdlculo de la integral anterior usando la segunda representacion mostrada para

9~ H(D):
37 /4
/// yzdrdydz = /// p? sin(0) zdpdfdz —/ sin(6 / / p2zdpdz
-1(D)

_f//pzdpdz—f/z— <1/2—1/5> g%

10
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